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Vorbemerkungen. 

Die  hiermit  erscheinende  /.weite  Aiisdehuuitgslehre  GraRsmanns 
bildet  den  zweiten  Theil  und  damit  deti  Abschlusa  des  ersten  Bandes 
der  gesammelten  mathematischen  und  physikalischen  AYerke.  Grass- 
manns  Sohn  Hermann  hat  sie  vor  dem  Drucke  einer  genauen 
Durchsicht  unterzogen  und  die  Figuren,  die  an  einzelnen  Stellen 
wünschenswert!!  erschienen,  hinzugefügt;  er  konnte  bei  dieser  Durch- 
sieht eine  Reihe  von  Bemerkungen  verwerthen,  die  ihm  Study  schon 
vor  längerer  Zeit  mitgetheilt  hatte.  An  der  Drucklegung  haben  wir 
beide,  Hermann  Grassmann  der  Jüngere  und  ich  in  ganz  gleicher 
Weise  gearbeitet.  Die  Anmerkungen  hinter  dem  Teste  stammen  eben- 
falls von  ims  beiden,  und  zwar  bat  H.  Grassmann  die  grösseren 
unter  den  von  ihm  verfassten  Anmerkungen  mit  seinem  Namen  unter- 
zeichnet. Wie  beim  ersten  Theile  so  hat  auch  diesmal  F.  Meyer  in 
Klausthal  die  zweite  Korrektur  mitgelesen;  ferner  bat  uns  auch  noch 
Grassmanns  zweiter  Sobn  Max  beim  Lesen  der  Korrektur  imteiututzt 

Gegenüber  der  ersten  Äusdehnungslehre  (von  1844)  bezeichnet 
die  zweite  einen  sehß  wesentlichen  Fortschritt,  der  "sich  nicht  nnr  in 
der. grösseren  Mannigfaltigkeit  des  Inhaltes  bemerklich  maeht,  sondern 
namentlich  auch  in  dem  ganzen  Aufbau.  Die  Ausdehnungslehre  von 
1844,  so  geistreich  sie  auch  ist,  steht  doch  auf  kemei  ganz  suhem 
Grundlage;  die  Gnmdbegriffe,  von  denen  Grassmann  dann  ausgeht 
sind  so  allgemein  und  daher  so  inhaltlos,  dass  sie  zum  Aufbau  emes 
wirklichen  Systems  nicht  genügen,  und  Grassmann  muss,  um  zu 
einem  solchen  Systeme  zu  gelangen,  später  stillschweigend  in  seme 
Grundbegrift'e  viel  mehr  hineinlegen,  als  die  urspningliili  von  ihm 
aufgestellten  Erklärungen  besagen.  Ganz  anders  in  der  zweiten  Ana 
dehnungsieh re.  Hier  verzichtet  Grassmann  von  ^ombeiein  darauf 
sein  System  unabhängig  von  der  Anaiysis  zu  entwickeln  Indem  ei 
aus  der  Elementarmathematik  das  Rechnen  mit  uubeuanuten  und  mit 
benannten  Zahlen  voraussetzt,  stellt  er  den  BegnÖ  der  extensiven 
Grösse  auf  mid  entwickelt  sein  ganzes  System  aus  djesem  Bennife  aul 
Grund  einer  Reihe  von  Definitionen  über  die  Verknuplung  dei  txten 
siven  Grössen  mit  den  Zahlgrössen  und  unter  eiiidndei  Auf  diese 
Weise  begründet  er  die  Sätze  der  ersten  Äusdehnungslehre  ganz  von 
Neuem  und  völlig  einwandfrei  und  erweitert  zugleich  da?  Gibift  fur 
die  Anwendbarkeit  seines  Kalküls  ganz  ausserordentlich. 
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Man  kajin  über  die  Zweckmässigkeit  und  über  die  Vortheile  des 
llechnejis  mit  extensiven  Grossen  verachiedener  Meinung  sein:  niemand 
aber  wird  leugnen  können,  dass  die  Wissenschaft  der  estensiven  Grösse, 
wie  sie  Grasamann  in  seiner  zweiten  Ausdehnungslekre  entwickelt 
hat,  ein  kunstvoll  und  durchaus  folgerichtig  aufgeführtes  Gebäude  bildet, 
das  keine  Lücken  zeigt.  Wenn  man  in  einigen  der  von  Grassmann 
selbst  hinzugefügten  Anmerkungen  auf  Aeusserungen  stösst,  die  zum 
Widerspruch  herausfordern,  so  darf  man  nicht  vergessen,  dasa  diese 
Anmerkungen  nur  „zur  Erläuterung  oder  zur  Begründung  des  ge- 
wählten Ganges"  dienen  sollen  (Vorrede  S.  4),  dass  sie  also  im  Zu- 
sammenhange des  Ganzen  nicht  nothwendig,  sondern  nur  Beiwerk  sind. 
Wenn  andrerseits  die  Darstellung  der  Differentialrechnung  und  der 
Fmiktionenlehre  im  zweiten  und  dritten  Kapitel  des  zweiten  Abschnitts 
nicht  allen  Anforderungen  an  Strenge  genügt,  so  muss  man  sich  er- 
innern, dass  auch  diese  Auseinandersetzungen  mehr  heiläufig  gemacht 
werden  und  dass  es  eine  unbillige  Forderung  wäre,  zu  verlangen,  ein 
Allfang  der  sechziger  Jahre  erschienenes  Werk,  das  die  Rechnung  mit 
extensiven  Grössen  vollständig  und  auf  ganz  neuer  Grundlage  ent- 
wickelt, solle  auch  eine  einwandfreie  Darstellung  der  Differential- 
rechnung und  Funktionentheorie  bringen. 

Wenn  ich  sage,  dass  Grassmanns  Wissenschaft  der  extensiven 
Lirösse  ein  kunstvoll  und  durchaus  folgerichtig  aufgeführtes  Gebäude  ist, 
das  keine  Lüekeij  zeigt,  so  meine  ich  damit  keineswegs,  dass  die  Dar- 
"stellung  dieser  Wissenschaft,  die  Grassmann  in  der  zweiten  Aus- 
dehnungslehre gegeben  hat,  gar  keine  Unrichtigkeiten  und  Verseheu 
enthalte.  Im  Gegentheil,  solcher  Unrichtigkeiten  und  Versehen  finden 
sich  eine  ganze  Reihe,  aber  sie  sind  alle  von  imtergeordneter  Bedeu- 
tung und  betreffen  niemals  den  Kern  des  Ganzen:  sie  alle  sind  zur 
Genüge  dadurch  erklärt,  daas  Grassmaun  bei  der  anstrengenden 
Thätigkeit  seines  Berufes  nicht  die  Zeit  fand,  jede  kleine  Einzelheit, 
jede  Verweisung  auf  fi-ühere  Sätze  und  dergleichen  noch  einmal  genau 
nachzuprüfen.  In  Kleinigkeiten  konnte  er  irren,  das  Ganze  übersah  und 
beherrschte  er  vollständig.  Man  kann  in  dieser  Hinsicht  auch  auf 
Grassmann  die  Worte  anwenden,  die  Lessing  in  seinem  Laokoon. 
über  Winkelmann  sagt:  „Es  ist  kein  geringes  Lob,  nur  solche  Fehler 
begangen  zu  haben    die  ein  .leder  hätte  vermeiden  können." 

Unter  diesen  Umstanden  dait  man  sii.h  nicht  wundem,  dass  die 
Zahl  der  Stellen  au  denen  eine  Aenderung  des  Textes  nöthig  war,  bei 
der  zweiten  \.u'?dehnungslehie  recht  grosfe  ist  viel  grösser  als  bei  der 
ersten  Äusdehnungslehre  m  dei  die  Einzelheiten  entschieden  sorg- 
fältiger durchgeii I leitet  sind      Diese  Aonleuingen   schienen  uns  aber 
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Tuiverraeidlieh,  da  die  zweite  Äusdeimungalelire  ja  nicht  zu  den  Werken 
gehört,  die  schon  eine  tiefgehende  Wirkung  ausgeübt  haben,  sondern 
vielmehr  zu  denen,  die  hoffentlich  in  der  Zukunft  mehr  wirken  werden 
ala  bisher.  Es  sc]iien  uns  daher  durchaus  geboten,  alle  Uligenauig- 
keiten und  Fh'ichtigkeiten  zu  beseitigen  und  den  Text  möglichst  lesbar 
au  gestalten,  so  weit  das  die  Pietät  gegen  den  Wortlaut  des  Originals 
zuliess.  Da  aber  jedermann  das  Recht  hat,  zu  verlangen,  dass  er  überall 
in  der  Lage  sei,  den  ursprüagliehen  Wortlaut  Grassmanns  zu  ver- 
gleichen, so  sind  alle  Abweichungen  vom  Urtexte  in  einem  Anhange 
angestellt  worden.  Dagegen  haben  wir  es  nicht  für  nötbig 
überall  die  Gründe  anzugeben,  die  uns  zu  einer  Aenderung 
des  Urtextes  bewogen  haben. 

Näher  auf  den  Inhalt  der  zweiten  Ausdehuungsielire  einzugehen, 
ist  hiei  nicht  dei  Oit  Nur  die  Untersuchungen  über  das  Pfaffsohe 
Problem  (_Ni  W^ — 127)  mögen  hier  ausdrücklich  erwähnt  werden. 
Diese  Untei suchungen  sind  eine  der  schönsten  Leistungen  Grassmanns; 
abei  man  bat  sit,  bi'ihti  iist  vollständig  unbeachtet  gelassen,  obwohl 
Lit,  schon  TOI  zwanzig  Jahien  mehrfach  imd  mit  grossem  Nachdrucke 
auf  ihie  Wichtigkeit  hingewiesen  hat.  Neuerdings  hat  zwar  Forsyth 
in  sunei  ,Theor\  of  difleieutial  eqiiations",  Part  I,  Cambridge  1890, 
den  Gr  iasminnsthen  Untersuchungen  über  das  Pfaifsche  Problem 
einKajiteJ  gewidmet  um  Grassmann  Gerechtigkeit  zu  erweisen" 
aber  auch  das  hat  'm  dem  bisherigen  Zustande  nichts  geändert,  weil 
Forsyth  sich  im  Wesentlichen  mit  einer  Uebersetzung  des  Grass- 
mannschen  Textes  begnügt  hat,  die  ohne  genaue  Kenntniss  der  Aus- 
dehnungslehre unverständlich  bleibt.  Ich  habe  deshalb  hier  in  den 
Anmerkungen  versucht,  Grassmanns  Untersuchungen  Über  das  Pfaff- 
sche  Hioblem  in  der  ^ju  whe  dei  ^ewohnlitheu  Analysis  daiziistfllen 
damit  jedei  sich  überzeugen  kinn,  was  Giassmann  füi  die  TheoiiL 
diesei  Pioblems  geleistet  hat 

Dei  /weite  Theil  des  ersten  Bandes  eisehemt  geiade  ein  Tdhi 
spitei  al"  111  den  Vorbemerkungen  7um  eisten  Theile  angekündigt 
worden  wii,  i(.h  bitte  eben  doch  die  &  hwiengkeit  dei  Autgabe  uutei 
schätzt  und  will  es  dabei  uuteilasseu  einen  bestimmten  Zeitpunkt  hu 
dos  Eischemen  des  zweiten  Bandes  inzugebeii  Nui  soviel  will  nh 
s^en  dass  jetzt  auch  die  Abhandlungen  die  Studi  dann  heiaus 
geben  wird,  druckfürtig  \oi  liegen 

Leipzig,  im  .lanuar   1896. 

Pi'iiMlrit^h  Eiigfii. 
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Vorrede. 

Das  vorliegende  Wert  umfasst  die  gesammte  Aus debnungal ehre,  eine 
mathematische  Wissenschaft,  von  welcher  ich  schon  vor  siebzehn  .Talu-eu 
den  ersten  Theil  unter  dem  besonderen  Titel:  „Die  lineale  Ausdehmuigs- 
lehre,  ein  neuer  Zweig  der  Mathematik  —  Leipzig  1844,  Verlag  von 
Otto  Wigand"  herausgegeben  habe.  Ausserdem  habe  ich  in  der  Vor- 
rede des  genannten  Werkes  die  wesentHchaten  Gegenstände  angedeutet, 
welche  nach  meinem  Plane  den  Inhalt  des  zweiten  Theiles  ausmachen 
sollten.  Statt  nun  diesen  zweiten  Theil  als  Fortsetzung  jenes  ersteren 
zu  veröffentlichen,  und  dadurch  jenem  Plane  gemäss  das  begomiene 
Werk  abzuschliessen,  habe  ich  es  vorgezogen,  den  in  jenem  behandelten 
Stoff  auch  in  dies  neue  Werk  mit  aufzunehmen,  und  so  ein  zusammen- 
hängendes Ganze  zu  Hefem. 

Der  Hauptgrund,  der  mich  dazu  bewogen  hat,  ist  die  Schwierig- 
keit, welche  nach  dem  ürtheile  aller  Mathematiker,  deren  Urtheil  ich 
zu  hören  Gelegenheit  fand,  das  Studium  jenes  Werkes  wegen  seiner, 
wie  sie  meinen,  mehr  philosophischen  als  mathematischen  Form  dem 
Leser  bereitet.  Und  in  der  That  muss  diese  Schwierigkeit  sehr  be- 
deutend gewesen  sein,  da  zwar  wohl  die  geometrischen  Abhandlungen, 
welche  ich  zur  Erläuterung  jenes  Werkes  geschrieben  habe  (Grelle 
Bd.31,  36,42,44,49,  52;  Geometrische  Analyse,  Leipzig  1847)  mehrfach 
von  andern  Mathematikern  erwähnt  und  benutzt  sind,  aber  das  in  jenem 
Werk  selbst  verarbeitete  Gebiet  nirgends,  wenn  ich  eine  interessante 
kleine  Abhandlung  von  Kysaeus  (Bedeutung  und  Anwendung  der 
Zahlen  in  der  Geometrie,  Siegen  1850)  ausnehme,  berührt  oder  zu 
■weiteren  Forschungen  verwandt  ist.  Damit  hängt  auch  zusammen,  dass 
nie  eine  Beurtheilung  des  Werkes,  ja  nicht  einmal  eine  Anzeige  des- 
selben, ausser  im  Messkatalog,  oder  eine  Inhaltsangabe,  ausser  einer 
von  mir  selbst  verfassten  (in  Grunert's  Archiv  Bd.  VI),  erschienen  ist. 

Jene  Schwierigkeit  nun  zu  heben,  war  daher  eine  wesentliche  Auf- 
gabe für  mich,  wenn  ich  wollte,  dass  das  Buch  nicht  nur  von  mir, 
sondern  auch,  von  andern  gelesen  und  verstanden  werde.  Es  konnte 
aber  diese  f  Schwierigkeit  nicht  gehoben  werden,  ohne  den  Plan  des  TV 
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Ganzen  wesentlich  zu  ändern.  Denn  sie  liegt  nicht  in  einer  willkürlich 
gewählten  Form,  sondern  in  dem  Plane,  den  ich  vor  Augen  hatte;  die 
Wissenschaft  unabhängig  von  andern  Zweigen  der  Mathematik  von 
Grund  aus  aufzubauen.  Die  Ausführung  gerade  dieses  Planes,  wenn 
gleich  sie  für  die  Wissenschaft  an  sich  die  förderndste  sein  musafce, 
wie  sie  es  denn  auch  subjektiv  gewesen  ist,  musste  bei  jeder  Form 
der  Darstellung  bedeutende  Schwierigkeiten  bieten,  zumal  in  einer 
Wissenschaft,  wie  die  Ausdehnungslehre  ist,  welche  die  sinnlichen  An- 
schaaungen  der  Geometrie  zu  allgemeinen,  logischen  Begrilfen  erweitert 
und  vergeistigt,  und  welche  an  abstrakter  Allgemeinheit  es  nicht  nur 
mit  jedem  andern  Zweige,  wie  der  Algebra,  Kombinatioi^lehre,  Funk- 
tionenlehre, aufnimmt,  sondern  sie  durch  Vereinigung  aller  in  diesen 
Zweigen  zu  Grande  liegenden  Elemente  noch  weit  überbietet,  und  so 
gewisse rmassen  den  Schlussstein  des  gesammten  Gebäudes  der  Mathe- 
matik bildet. 

Ich  musste  daher  diesen  ganzen  Plan  aufgeben,  und  habe  nun  für 
das  vorliegende  Werk  die  übrigen  Zweige  der  Mathematik,  wenigstens 
in  ihrer  elementaren  Entwickelung  vorausgesetzt.  Ebenso  habe  ich  in 
der  Form  der  Darstellung  gerade  den  entgegengesetzten  Weg  einge- 
schlagen, wie  dort,  indem  ich  die  strengste  mathematische  Form,  die 
wir  überhaupt  kennen,  die  Euklidische,  für  das  vorliegende  Werk  an- 
gewandt, imd  Alles,  was  zur  Erläuterung  oder  zur  Begründung  des 
gewählten  Ganges  diente,  in  Anmerkungen  verwiesen  habe. 

Eine  notliwendige  Folge  des  so  veränderten  Planes  war  es,  dass 
die  sämmtlichen  Resultate  des  ersten  Theiles,  so  weit  sie  nicht  An- 
wendungen auf  die  Physik  enthielten,  mit  in  die  neue  Bearbeitung  auf- 
genommen und  nach  dem  veränderten  Plane  neu  abgeleitet  werden 
raussten  (wie  dies  in  Nr.  1  —  136,  216 — 329  geschehen  ist).  Dennoch 
sind  durch  die  Verschiedenheit  der  Methoden  die  beiden  Bearbeitungen 
desselben  Stoffes  einander  so  unähnhch  geworden,  dass  man,  mit  Aus- 
nahme der  abgeleiteten  Resultate  selbst,  welche  der  Natur  der  Sache 
nach  keine  Abweichung  zeigen,  kaum  eine  Ueberein Stimmung  heraus- 
finden wird.  Es  ist  daher  auch  die  alte  Bearbeitung  durch  die  neue 
durchaus  nicht  überflüssig  gemacht.  Denn  auch  die  neue  Methode  ist 
an  sich  keinesweges  der  älteren  vorzuziehen,  da  vielmehr  die  bis  auf 
die  ersten  Ideen  hinabsteigende  und  von  hier  aus  ganz  unabhängig 
fortschreitende  Methode  der  ersten  Bearbeitung  tiefer  in  das  Wesen 
der  Sache  hineinführt,  und  daher  in  rein  wissenschaftlicher  Beziehung 
entschiedene  Vorzüge  vor  der  letzteren  hat  Diese  dagegen  wird  auf 
der  andern  Seite  für  den  Mathematiker,  der  die  anderweitig  gewonnenen 
Schätze  mathematischen  Wissens  bei  seinen  Studien  nicht  gerne  müssig 
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liegen  sieht,  annehmlicLer  und  jedenfalls  leichter  verständlich  sein.    So 
ergänzen  nnd  erläutern  sich  beide  Darstellungen  gegenseitig. 

Die  hier  gewählte  schliesst  sich  am  engsten  an  die  Arithmetik 
an,  doch  f  in  der  Weise,  dass  sie  die  ZahlgrÖsse  schon  als  eine  stetige  V 
voraussetzt.  Wie  nun  die  Arithmetik  alle  übrigen  Grössen  aus  einer 
einzigen,  im  üebrigen  willkürliehen  Grösse,  die  als  Einheit  gesetzt 
wird,  und  mit  e  bezeichnet  sein  mag,  entwickelt  (vergleiche  mein  Lehr- 
buch der  Arithmetik,  1861  Berlin  bei  Enslin),  so  setzt  die  Aus- 
dehnuügslehre  in  der  hier  gegebenen  Fassung  mehrere  solche  Grössen, 
e,,  ('ä,  ...,  von  denen  keine  aus  den  übrigen  ableitbar  ist,  zum  Beispiel 
Cg  sich  nicht  aus  e^  dadurch  entwickeln  lässt,  dass  Cj  mit  irgend  einer 
ZahlgrÖsse  multiplicirt  wird,  voraus,  und  betrachtet  zunächst  die  aus 
jenen  Einheiten  durch  Multipliliation  mit  ZahlgrÖssen  und  Addition 
dieser  Produkte  entstandenen  Grössen,  welche  ich  extensive  Grossen 
(oder  Auadehnungsgrössen)  genaimt  habe.  Hieraus  ergeben  sich  denn 
leicht  die  in  Kap.  1  vorgetragenen  Gesetze  der  Addition,  Subtraktion, 
Vielfachimg  (Multiplikation  mit  Zahlen)  und  Theilung  (Division  durcli 
Zahlen). 

Es  mag  auffallend  erscheinen,  dasa  diese  so  einfache  Idee,  welche 
im  Grunde  genommen  in  weiter  nichts  besteht,  als  dass  eine  Viel- 
fachensumme verschiedener  Grössen  (als  welche  hiernach  die  extensive 
Grösse  erscheint)  aJs  selbstständige  Grösse  behandelt  wh'd,  in  der  That 
zu  einer  neuen  Wissenschaft  sich  entfalten  soU;  und  man  hat  mir  denn 
auch,-  hiei"an  anknüpfend,  den  Einwurf  gemacht,  dass  die  ganze  Aus- 
dehnungslehre nur  eine  abgekürzte  Schreibart  sei,  ja,  dass  es  fehler- 
haft sei,  Ausdrücke  als  Grössen  zu  behandeln,  welche  gar  keine  Grossen 
seien.  Allein  dieser  Einwurf  beruht  auf  einem  gänzlichen  Verkennen 
des  Wesens  der  Mathematik  und  der  Grössen.  Auf  diese  Weise  würde 
die  ganze  Arithmetik,  ja,  man  kann  sagen,  die  ganze  reine  Mathematik, 
bloss  eine  abgekürzte  Schreibart  sein;  denn  die  Zahl  ist  nur  ein  ab- 
gekürzter Ausdruck  für  eine  Summe  von  Einheiten,  das  Produkt  fiir 
eine  Smnme  gleicher  Zahlen,  die  Potenz  für  ein  Produkt  solcher,  und 
so  weiter;  dennoch  würde  ohne  diese  abgekürzte  Schreibai't,  oder,  um 
es  richtiger  auszudrücken,  ohne  diese  Zusammenfassung  zu  einer  Ein- 
heit des  Begriffes  kein  Portschritt  denkbar  sein.  Es  würde  zum  Bei- 
spiel ohne  diese  Zusammenfassung  nicht  möglich  sein,  zu  dem  Begriffe 
der  wegnehmenden  Rechmmgs arten  (Subtrahireu,  Üividii'en,  ßadiciren, 
Logarithmiren),  und  zu  den  durch  sie  neu  sich  entwickelnden  Zahl- 
formen: der  negativen,  gebrochenen,  irrationalen  und  imaginären,  zu 
gelangen.  Es  kommt  überall  nur  darauf  an,  dass  man  auch  wirklich 
dasjenige  zusammenfasse,  was  seinem  Wesen  nach  eine  Einheit  bildet, 
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imd  was  daher  auch  zu  neuen  Resultaten  führen  mtiss,  zu  denen  man 
ohne  jene  Zusammenfassung  nicht  gelangen  würde. 

Die  Auadehnungslehre  führt  nun  in  der  That  zu  einem  unerschöpf- 
lichen Eeichthum  solcher  Beziehungen,  welche  ohne  Bildung  jener  Be- 
griffseinheit,  welche  in  der  extensiven  Grösse  erscheintj  auf  keine  Weise 
aufzufassen  oder  abzuleiten  wären.  Ob  man  diesem  Begriffe  don  Namen 
einer  Grösse  zugesteht,  ist  an  und  für  sieh  von  sehr  imter geordneter 
VI  Bedeutung,  da  es  hier  auf  Namen  wenig  ankommt.  Die  Frage  f  ist 
nur  die,  ob  dieser  neue  Begriff  mit  dem  allgemeinen  Begriffe  der 
Grösse  wirklich  so  zusammenhänge,  daaa  sie  ihrem  Wesen  nach  zu 
einem  Gesammtbegriffe  sieh  zusammenschliessen,  luid  dass  eine  zwischen 
beiden  Gebieten  gezogene  Gränzlinie  das  Zusammengehörige  willkürlich 
und  der  Sache  widersprechend  zertrennen  würde.  Ist  letzteres  der  Fall, 
so  wäre  es  sogar  fehlerhaft,  diesem  neuen  Begrift'e  nicht  den  Namen 
der  Grösse  beizulegen. 

Nun  glaube  ich  in  der  That,  da.ss  umsehen  dem,  was  ich  exten- 
sive Grösse  genannt  habe,  und  zwischen  allgemeinen  ZahlgrÖssen  und 
namentlich  der  im^inären  Grösse  {a  -[-  hi)  eine  so  innige  Beziehung 
herrscht,  dass  es  widersinnig  wäre,  die  eine  als  Grösse  zu  betrachten 
und  die  andere  nicht,  da  ja  in  der  That  die  imaginäre  Grösse  ebenso 
aus  zwei  Einheiten  1  und  i  =  y  —  i  durch  reelle  Zahlkoefficienteii 
ableitbar  ist,  wie  die  extensiven  Grössen  aus  zwei  oder  mehr  Ein- 
heiten ableitbar  sind  (s.  u.  Nr.  413  Anm.).  So  seheint  es  mir  also 
Vollständig  gerechtfertigt,  wenn  ich  die  extensive  Grösse  als  Grösse 
bezeichne.  Aber  ich  gehe  noch  weiter,  indem  ich  sie  nieht  nur  als 
Grösse  überhaupt,  sondern  auch  als  einfache  Grösse  bezeichne.  Ihr 
treten  nämlich  gegenüber  andere  Grössen,  welche  den  Charakter  zu- 
sammengesetzter Grössen  ebenso  entschieden  an  sich  tragen,  wie  jene 
den  der  einfachen,  und  welche  erst  durch  Addition  höherer  Gebilde 
und  besonders  durch  die  Betrachtung  der  Quotienten  und  der  Funktionen 
hineintreten  (vgl.  Nr.  77,  377  und  364). 

Ich  fahre  nun  fort,  den  Gang  der  Entwickelung  in  dem  vorliegen- 
den Werlic  übersichtlich  zu  verfolgen. 

An  die  Addition,  Subtraktion,  Yiolfachuug  und  Theilniig  schliesst 
sich  (in  Kap.  2)  der  allgemeine  Begriff  der  Multiplikation  extensiver 
Grössen  an,  welcher  auf  die  Beziehung  der  Multiplikation  zur  Addition 
(nämlich  darauf,  dass  man  statt  der  Summe  die  Summanden  multipli- 
ciren  darf)  gegründet  ist.  Hiemach  führt  die  Multiplikation  der  ge- 
nannten Grössen  auf  die  ihrer  Einheiten  (Cj,  e^,  . . .)  zurück,  und  aus 
der  Betrachtung  der  Produkte  dieser  Einheiten  ergeben  sich  dann 
verschiedene  Gattungen  der  Multiplikation.    Es  gelingt  nun,  aus  diesen 
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Gattungen   zwei   auszusondeni,   auf  welche   sieh   alle   übrigen   zurück- 
führen lassen. 

Die  eine  derselben  lallt  in  ihren  (lesetzen  ganz  zu&amracn  mit  flei 
gewöhnlichen  Multiplikation  in  der  Algebra  und  i&t  daher  von  mir  die 
algebraische  genannt  worden.  Aber  sie  ifet  m  Bezug  aut  die  duich  sie 
erzeugten  Grössen  bei  weitem  die  venvickeltstp  und  kann  nur  duich 
Betrachtung  der  Funktionen  am'  vollen  Klaiheit  gebiaeht  weiden,  wes- 
halb ich  sie  auf  den  zweiten  Abschnitt  dieses  Werken  verwiesen  habe 
Die  Bezeichnung  für  diese  algebraische  Multiplikation  muss  dei  Natui 
der  Sache  nach  mit  der  gewöhnlichen  Bezeichnung  der  Multiplikation 
zusammenfallen,  da  es  widersinnig  wäre,  Verknüpfungen,  welche  in  allen 
Beziehui^en  denselben  Gesetzen  unterliegen,  verschieden  zu  bezeichnen. 

Die  zweite  jener  Multiplikationen,  welche  im  dritten  Kapitel  be- 
handelt ist,  zeigt  sich  als  die  für  die  Ausdehnungslehre  charakteristische, 
und  sie  wesentlich  weiter  fördernde,  indem  sie  die  f  verschiedenen  VII 
Stafen  einfacher  Grossen  liefert,  welche  in  der  Ausdehnungslehre  her- 
vortreten. Sie  ist  dadurch  gekennzeichnet,  daas  zwei  einfache  Faktoren 
des  Produktes  nur  vertauscht  werden  dürfen,  wenn  man  zugleich  das 
Vorzeichen  (-|-  — )  des  Produktes  umkehrt.  Da  zwar  für  diese  Multi- 
plikation die  Beziehung  zur  Addition  dieselbe  ist,  wie  hei  jeder  Multi- 
plikation, aber  die  übrigen  Gesetze  derselben  wesentlich  von  denen  der 
gewöhnliehen  Multiplikation  abweichen,  so  war  es  nothwendig,  sie  durch 
die  Bezeichnung  zu  unterscheiden.  Ich  habe  in  diesem  Werke  dafür 
die  Bezeichnung  durch  eckige  Klammern,  die  das  Produkt  umschliessen, 
gewählt,  so  dass  also  {ab}  =  —  [ha]  ist,  wenn  a  und  6  einfache  Fak- 
toren dieses  Produktes  sind.  Es  entfaltet  sich  dies  Produkt  zu  einer 
ausserordentlichen  Mannigfaltigkeit  von  Erscheinungsformen,  und  lässt 
in  reicher  Fülle  Beziehungen  hervortreten,  welche  auf  alle  Zweige  der 
Mathematik  ein  unerwartet  neues  Licht  werfen,  so  dass  es  den  eigent- 
lichen Mittelpunkt  der  neuen  Wissenschaft  bildet.  Nachdem  der"  Begriff 
d«  &i(i=($enErginzung  hinzugekommen  ist,  tritt  jenes  Produkt  in  einer 
ginz  neuen  Eigenthumlichkeit,  als  inneres  Produkt  (Kap.  4)  hervor, 
so  diss  es  m  dieser  Form  aus  dem  Bereiche  der  in  der  ersten  Be- 
arbeitung dai  gestellten  Gegenstände  ganz  heraustritt.  (Vergleiche  je- 
doch die  Vorrede  zu  jenem  Werke  p.  XI  {S,  11  f.  dieser  Ausgabe)). 
Mit  Anwendungen  auf  die  Geometrie  (Kap.  5)  schliesst  der  erste  Ab- 
schnitt des  Werkes. 

In  dorn  zweiten  Abschnitte  treten  nun  die  zusammengesetzten 
Grössen  hervor,  welche  wir  im  Ganzen  als  Funktionen  einfacher  Grössen 
charakterisiren  können.  Das  erste  Kapitel  dieses  Abschnittes  behandelt 
die  Funktionen  im  Allgemeinen,  woran  sich  die   algebraische   Multi- 
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plikation  und  Division  ansebliesst,  das  zweite  die  Differenzialrechnuiig, 
daa  dritte  die  Lehre  von  den  Reihen  und  das  vierte  endlich  die  Integral- 
rechnung, und  zwar  alle  diese  nur  in  sofern  als  extensive  Grössen  in 
Betracht  gezogen  werden.  Doch  glaube  ich,  dass  auch  die  entsprechen- 
den Zweige  der  gewöhnlichen  {auf  Zahlgröasen  sich  beziehenden)  Mathe- 
matik und  namentlich  die  Litegralrecbnung  durch  diese  Darstellung 
nicht  nur  wesentlich  vereinfacht,  sondern  auch  mannigfach  ergänzt  und 
weiter  gefördert  sind. 

Da  der  Stoff  seit  der  ersten  Bearbeitung  bedeutend  angewachsen 
ist,  so  habe  ich  die  Anwendungen  auf  die  Physik  ganz  weglassen 
müssen;  doch  hoffe  ich,  wenn  mir  Zeit  und  Kraft  dazu  gestattet  ist, 
eine  mathematische  Bearbeitung  der  wichtigsten  Zweige  der  Physik  in 
aelhstatändigen  Werken  folgen  zu  lassen,  in  denen  ich  von  der  hier 
vorgetragenen  Wissenschaft  Anwendung  machen  werde. 

Ich  habe  mich  eifr^  bemüht,  überflüssige  Kunst  ausdrücke  zu  ver- 
meiden und  mich  auf  das  möglichst  geringste  Maass  neuer  Kunstaus- 
drücke zu  beschränken;  aber,  da  man  nun  einmal  ohne  Worte  nicht 
reden  kann,  und  daher  auch  zu  neuen  Begriffen  entweder  neue  Wort- 
bildungen oder  neue  Wortverbindungen  gebraucht,  oder  alten  Worten 
ein  neues  Gepräge  verleihen  muss,  so  blieb  doch  noch  eine  ziemliche 
VIII  Menge  unvermeidlicher  Kimstausdrücke  f  übrig.  Um  das  Verständniss 
zu  erleichtern,  habe  ich  zunächst  die  Kunstausdrücke  so  gewählt,  dass 
sie,  wie  ich  hoffe,  durch  ihre  Bildung  selbst  unmittelbar  an  den  durch 
sie  dargestellten  Begriff  erinnern,  und  dann  habe  ich  am  Schlüsse  ein 
alphabetisches  Verzeichniss  derselben  mit  Hinweismig  auf  die  Stellen, 
wo  sie  erklärt  sind,  gegeben. 

Es  bleibt  mir  noch  übrig,  auf  verwandte  Bestiebungen  anderer 
Mathematiker  hinzuweisen.  Es  beziehen  sich  diese  tast  ohne  Ausnahme 
auf  diejenigen  Gegenstände,  welche  ich  als  Anwendungen  der  Aus- 
dehnungstehre  auf  die  Geometrie  bezeichnet  habe  (also  auf  die  §§  24, 
28-30,  37—40,  56,  74—79,  91,  92,  101,  102,  114—119,  144—148, 
159—170  der  AiisdebnuBgslebre  von  1844  und  auf  die  Nrn.  216—347 
des  vorliegenden  Werkes).  Bei  der  ersten  Bearbeitung  (1844)  war  mir 
unter  den  hier  einschlagenden  Arbeiten  nur  das  berühmte  Werk  des 
Begründers  der  geometrischen  Analyse:  der  baryeentrische  Calcul  von 
Möbius,  bekannt,  welches  die  Addition  der  Punkte  lehrte.  Hingegen 
waren  mir  die  Arbeiten  über  die  geometrische  Addition  der  Strecken 
(von  gegebener  Länge  und  Richtung),  sowie  über  die  Bedeutung  der 
imagimren  Grössen  unbekannt  gebheben. 

Die  letztere   wurde  in  ihrer  Vollständigkeit  zuerst   in  einer  Ab- 
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handlung  von  Gauss  (Göttinger  gelelirte  Anzeigeu  1831)  dargestollb, 
auf  -welche  mich  Gauss  auf  Veranlassung  der  den  gleichen  Gegenstand 
behandelnden  Stelle  in  der  Vorrede  zur  Ausdebnungslehre  (p.  XI  bis 
XIV  j  S.  1 2  bis  14  dieser  Ausgabe  | )  bi-ieflieh  aufmerksam  machte.  Schon 
in  dieser  Darstellung  des  Imaginären  lag  der  Begriff  der  geometrischen 
Addition  von  Strecken  in  Einer  Ebene.  Der  erste,  welcher  die  geo- 
metrische Addition  der  Strecken  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  gelehrt 
hat,  scheint  Bellavitis  gewesen  zu  sein,  indem  er  schon  1835  (Ännali 
delle  seienze  del  regno  Lombardo-Veneto,  5*  volume)  den  hierher  ge- 
hörigen Calcul  aufstellte  (vgl.  imten  Nr.  227  Anm.). 

Unabhängig  davon  entwickelte  Möbius  (1843)  in  seiner  Mechanik 
des  Himmels  die  Gesetze  der  geometrischen  Addition  der  Strecken 
und  wandte  sie  auf  die  Probleme  der  Mechanik  des  Himmels  an.  Nach 
dem  Erscheinen  meiner  Ausdehnungslehre  (von  1844)  mehrten  sich 
die  Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  geometrischen  Analyse.  Ins  Beson- 
dere waren  es  wieder  Möbius  und  Bellavitis,  welche  die  Wissenschaft 
wesentlich  weiter  förderten  und  auch  zum  Verständniss  \ind  zur  wei- 
teren Verbreitung  der  von  mir  vorgetn^enen  geometrischen  Rechnungs- 
methode in  bedeutender  Weise  beitrugen.  Dazu  kamen  nun  noch  meine 
eigenen  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand,  welche  theüs  in  meiner  Schrift: 
„Geometrische  Analyse,  geknüpft  an  die  von  Leibniz  erfundene  geome- 
trische Charakteristik,  gekröntePreisschrift,  Leipzig  1847",  welcheMöbius 
durch  eine  daran  angeschlossene '  lichtvolle  Darstellung  den  Mathema- 
tikern zugänglicher  zu  machen  suchte,  theils  in  Orelle's  Journal  (Bd.  31, 
36,  42,  44,  49,  52)  niedergelegt  sind.  Ferner  trat  ein  Jahr  nach  dem  Er- 
scheinen meiner  linealen  Ausdehnungslehre  Saint-Venant  mit  der 
geometrischen  Multiplikation  der  Strecken  herv-or  (Oomptes  f  rendus,  IX 
Tome  21  p.  620  sq.,  15,  Septembre  1845),  welche  identisch  ist  mit  der  von 
mir  in  jenem  Werke  dargestellten  äusseren  Multiplikation  der  Strecken 
(§  28  —  40).  Offenbar  kannte  er  dies  Werk  iiicht,  und  ich  schickte 
daher  zwei  Exemplare  desselben  an  Cauchy  mit  der  Bitte,  eins  davon 
an  Saint-Venant  abzugeben,  dessen  Adresse  mir  unbekannt  war. 

Späterhin  veröffentlichte  Cauchy  in  mehreren  Aufsätzen,  welche 
in  den  Comptes  rendus  von  1853*)  abgedruckt  sind,  eine  Methode,  um 
vermittelst  gewisser  symbolischer  Grössen,  welche  er  clefs  algebriqnes 
nennt,  algebraische  Gleichungen  und  verwandte  Probleme  zu  lösen; 
eine  Methode,  welche  genau  mit  der  in  meiner  Ausdehnungslebri"  von 
1844  (§  45,  46  und  93)  dargestellten  übereinstimmt.  Ich  bin  weit 
davon  entfernt,  den   berühmten  Mathematiker  eines  Plagiats   heschul- 

*)    {Bd.  36,  S.  7Ü— 7f),  12a— 136,  161  —  169,} 


y  Google 


10  Aj,     Voirede, 

digeii  za  wollen,  doch  glaubte  ich,  es  mir  und  der  Sache  schuldig  zu 
sein,  dass  ich  deshalb  eine  Prioritätsreclamation  an  die  Pariser  Aka- 
demie richtete.  Allein  die  Commiasion,  welcher  diese  Eeclamation 
im  April  1854  zur  Prüfung  und  Berichterstattung  übergeben  wurde 
(Comptes  rendus  Tome  38  p.  743  f.),  hat  nie  etwas  von  sich  hören  lassen, 
und  auch  Cauchy  hat  seitdem  über  den  Gegenstand  nichts  mehr  ver- 
öffentlicht. 

Es  sind  die  erwähnten  Abhandlungen  Cauchy's  die  einzigen,  welche 
ausserhalb  des  Gebietes  der  Geometrie  einen  Berührungspunkt  mit 
meiner  Ausdehnungslehre  (von  1344)  darbieten.  Und  da  auch  diese 
Abhandlungen  einen  eelbstständigen  Ursprung  beanspruchen,  so  scheint 
es,  als  ob  der  eigentliche  Kern  meines  Werkes,  abgesehen  von  dem 
geometrischen  Beiwei-k  deaseibeu,  nirgends  zu  verwandten  Bestrebungen 
angeregt  habe.  Und  dennoch  bin  ich  an  dies  neue  Werk,  welches  das 
alte  in  sich  aufnehmen  und  zum  Abschlüsse  bringen  sollte,  mit  frischem 
Muthe  herangegangen. 

Denn  ich  bin  der  festen  Zuvei'sicht,  dass  die  Arbeit,  welche  ich 
auf  die  hier  vorgetragene  Wissenschaft  verwandt  habe,  und  welche 
einen  bedenteuden  Zeitraum  meines  Lehens  und  in  demselben  die  ge- 
spannteste Anstrengung  meiner  Kräfte  in  Anspruch  genommen  hat, 
nicht  verloren  sein  werde.  Zwar  weiss  ich  wohl,  dass  die  Form,  die 
ich  der  Wissenschaft  gegeben,  eine  unvollkommene  ist  und  sein  muss. 
Aber  ich  weiss  auch  und  muss  es  aussprechen,  auch  auf  die  Gefahr 
hin,  für  aumaassend  gehalten  zu  werden,  —  ich  weiss,  dass  wenn  auch 
dies  AVerk  noch  neue  siebzehn  Jahre  oder  länger  hinaus  müssig  liegen 
bleiben  sollte,  ohne  in  die  lebendige  Entwickelung  der  Wissenschaft 
einzugreifen,  dennoch  eine  Zeit  kommen  wird,  wo  es  aus  dem  Staube 
der  Vergessenheit  hervorgezogen  werden  wird,  imd  wo  die  darin  nieder- 
gelegten Ideen  ihre  Frucht  tragen  werden.  Ich  weiss,  dass,  wenn  es 
mir  auch  nicht  gelingt,  in  einer  bisher  vorgeblich  von  mir  ersehnten 
Stellung  einen  Kreis  von  Schülern  um  mich  zu  xammeln,  welclie  ich 
mit  jenen  Ideen  befruchten  imd  zur  weiteren  Entwickelung  und  Be- 
reicherung derselben  anregen  könnte,  dennoch  einst  diese  Ideen,  wenn 
auch  in  veränderter  Form,  neu  erstehen  und  mit  der  Zeitentwickelung 
X  in  lebendige  Wechselwirkung  j"  treten  werden.  Denn  die  Wahrheit  ist 
ewig,  ist  göttlich;  und  keine  Entw ickelungsphase  der  Wahrheit,  wie 
geringe  auch  das  Gebiet  sei,  was  sie  umfasst,  kann  spurlos  vorüber- 
gehen; sie  bleibt  bestehen,  wenn  auch  das  Gewand,  in  welches  schwache 
Menschen  sie  kleiden,  in  Staub  zerfällt, 

Stettin,  den  29.  August  1861. 
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Erster  Absclinitt.  i 

Die  eilifaclien  Yerknüpfungen  extensiver  Grössen. 

Kapitel  1.     Addition,  Siilbtraktion,  VcrvielfacMing  und  Tlieilimg 
extensiver  Grössen. 

§  1.     Begriffe  und  Reehnungsgesetze. 

1.  Erklärung,  Ich  sage,  eine  Grösse  a  sei  aus  den  Grössen 
h,  c,  .  .  .  durch  die  ZaJilen  ß,  y,  ...  ahgeleitet,  wenn 

ß  =  ,56  +  j-c  +  --. 
ist,  wo  ß,  y,  ...  reelle  Zahlen  sind,  gleichviel  ob   rational   oder  irra- 
tional, ob  gleich  Null  oder  verschieden  von  Null,    Auch  sage  ich,  a  sei 
in  diesem  Falle  numerisch  abgeleitet  aus  6,  c,  ,,.  . 

3.  Erklärung.  Ferner  sage  ich,  dass  zwei  oder  mehrere  Grössen 
ö,  6,  c,  ...  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  oder  dass 
der  Verein  der  Grössen  a,  &,  c,  ...  einer  Zahlheziehung  unterliege, 
wenn  irgend  eine  derselben  sich  aus  den  übrigen  numerisch  ableiten 
lässt,  also  wenn  sich  zum  Beispiel 

«  = /5i  +  y^  +  ■ .  ■ 
setzen  lässt,  wo  ^,  y,  ...  reelle  Zahlen  sind.    Besteht  der  Verein  nur 
aus   Einer  Grösse  a,   so  soll  nur  in  dem  Falle  gesagt  werden,  der 
Verein  -unterliege  einer  Zahlbeziehung,  wenn  ((  =  0  ist. 

Wenn  stvd  Grössen  a  und  h,  von  denen  keine  null  ist,  in  einer 
Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  so  bezeichne  ich  dies  durch 

und  sage  a  sei  kongruent  6. 

Anmerkung.    Zwei  reelle  Zahlen  stehen  liIso  immer,  zwei  verschieden  bc-  % 
nannte  Grössen  stehen  nie  in  einer  ZahlheKiehung  zu  einander.   Null  ist  aus  jeder 
Grössenreihc  numerisch  ahleithar,  nämlich  durch  die  Zahlen  0,  0,  ....    Mehrere 
Grössen   also,   unter  denen  eine  nall  ist,   stehen  stet-s   in  einet  Zahlheaiehimg  zu 
einander. 

Das  Zeichen  (=)  ist  in  ähnlichem  Sinne  von  Möbius  (in  seinem  harycen- 
triaohen  Kalkül)  gebraucht.    Die  Benennung  (kongnient)  gründet  sich  auf  geo- 
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metrische  Botrachtungoii.  Zur  BczciclmuDg  abstralttyr  BezieliUDgen  ist  aie  von 
GauHB  gebmuclit. 

3.  Erklärung.  Einheit  nenne  ich  jede  (Jrösse,  wekhe  dazu 
dienen  soll,  um  aus  ihr  eine  Reihe  von  Grössen  numerisch  abzuleiten, 
und  zwai'  nenne  ich  die  Einheit  eine  ursprüngliche,  wenn  sie  nicht 
aus  einer  anderen  Einheit  abgeleitet  ist.  Die  Einheit  dei  Zahlen,  also 
die  Eins,  nenne  ich  die  absolute  Einheit,  alle  übrigen  relative.  Null 
soll  nie  als  Einheit  gelten. 

4.  Erklärung.  Ein  System  von  Einheiten  nenne  ich  jeden 
Verein  von  Grössen,  welche  in  keiner  Zahlbeziehuiig  zu  einander  stehen, 
luid  welche  dazu  dienen  aollen,  um  aus  ihnen  durch  beUebige  Zahlen 
andere  Grössen  abzuleiten. 

Anm.  Hierher  gehört  auch  der  Fall,  wo  tlcr  Vorein  um-  üus  einer  Einheit 
besteht  (die  jedoch  nach  Ni'.  3  nicit  null  sein  darf). 

6.  Erklärung.  Extensive  (irösse  nenue  ich  jeden  Ausdruck, 
welcher  aus  einem  Systeme  von  Einheiten  (welches  sich  jedoch  nicht 
auf  die  absolute  Einheit  beschränkt)  durch  Zahlen  abgeleitet  ist,  und 
zwai-  nenne  ich  diese  Zahlen  die  zu  den  Einheiten  gehörigen  Ab- 
leitungszahlen jener  Grosse;  zum  Beispiel  ist  das  Polynom 

«,'■.  +  «.',  +  ■■■, 

oder 

2Jae   oder    Zdre,-, 

veim  K^,  ...    reelle   Zahlen  sind,   und  Cj,  e^,  ...  ein   System  von 

E  1  heiteii  bilden,  eine  extensive  Grösse,  und  zwar  ist  dieselbe  aus  den 
Einhe  ten  Cj ,  e.^,  ...  durch  die  zugehörigen  Zahlen  «, ,  cfg ,  ...  abgeleitet. 
Ni  wem  das  System  bloss  aus  der  absoluten  Einheit  (1)  besteht,  ist 
die     bgeleitete  Grösse  keine  extensive,  sondern  eine  Zahlgrösse. 

Den  Ausdruck  Grosse  überhaupt  werde  ich  nur  für  diese  beiden 
Gattungen  derselben  festhalten.     Wenn  die  extensive  Grösse  aus  den 
ursprunglichen  Einheiten  abgeleitet   werden   kann,  so   nenne    ich   jene 
Grösse  eine  extensive  Grösse  erster  Stufe. 
3  Anm.     Aas  der  Elementarmathematik  setaen  wir  die  Bechnungagesetze  für 

Zahlen,  und  auch  für  die  sogenannten  „benannten  Zahlen",  das  heisEt,  für  die 
aus  Einer  Einheit  abgeleiteten  extensiven  Grössen  voraus;  jedoch  nur  für  den 
Fall,  dass  jene  Einheit  eine  ursprüngliche  ist. 

6.  Erklärung.  Zwei  extensive  Grössen,  die  aus  demselben  System 
von  Einheiten  abgeleitet  sind,  addiren,  heisst,  ihre  zu  denselben  Ein- 
heiten gehörigen  Ableitungszahlen  addiren,  das  heisst, 

Sao  +  i:ße^S(a-\-  ß)e. 

7.  Erklärung.     Eine    extensive    Grösse   von   einer   andern     aus 
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demselben  Systeme  von  Einheiten  abgeleiteten  aubtrabiren,  beissfc 
die  Ableitungszablen  der  ersteren  Ton  den  zu  denselben  Einheiten  ge- 
borigen Ableitungszablen  der  letzteren  subtrahiren,  das  heisst, 
2:cce—  Sße  =  2J{ci  —  ß)e. 
Anm,  In  Bezug  auf  die  Klammerbeaeiclinung  halte  ich  die  Bestimmung 
fest,  dass  ein  ohne  Klammern  geschriebenes  Polynom  oder  Produkt  aus  mehreren 
Faktoren  gleichbedeutend  ist  dem  mit  Klammem  geschriebenen  Anadnick,  in  wel- 
chem alle  Klammern  gleich  au  Anfang  eintreten,  also 

a  +  b  +  e-(^  +  l}  +  c,     aic-(at)c 
und  SO  weiter. 

8.  Für  extensive  Grössen  a,  h,  c  gelten  die  Fundamentalfarmeln: 

1)  a-\-h^b-\-a, 

2)  «  +  (i  4-  c)  =  o  +  t  +  c, 

3)  a-\-J)  —  h^a, 

4)  a  —  &  +  ?>  =  «. 


a  =  Utse,     h  =  ijJc, 


o  +  6_£«.  +  Z/Je_i-(«  +  »'! 

[nach  6] 

~2J(ß  +  c)e-2.'ße  +  2:,e 

16] 

-i  +  a. 

a+(,b  +  c)-Sue  +  (Sße  +  Eye) 

~2:a„+E(ti  +  r)e 

[6] 

-r  („  +  (/!  +  ,))« 

[6] 

-£(<.  +  /!  +  r)' 

-2;(.  +  «e  +  i>e- 

[61 

=  Sae  +  .S(5e  +  Eye 

[6,1 

-0  +  6  +  0. 

0  +  6-  S  —  iSoe  +  i'/iä— 2;(Je 

-2;{«  +  «c~-2;/i« 

[f>] 

-S(f  +  ß    -  ß)t. 

['1 

=  i>(!  =  «. 

rt  —  6  +  6  =  Eac  -  Eße  +  Sße 

-2:(a~ß)c  +  Eßc 

['] 

-!:{«- f  +  ß)c 

[6] 
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9.  Für  extensive  Grössen  gelten  die  sämmtUclien  Gesetze  algebraischer 
Addition  und  SiAtraMion. 

Beweis.  Denn  diese  Geaetze  können,  wie  bekannt,  aus  den  vier 
l'undamentalformeln  in  Nr,  8  abgeleitet  werden. 

10.  Erklärung.  Eine  extensive  Grösse  mit  einer  Zahl  multi- 
pliciren  heisst  ihre  sämmtlichen  Ableitung SKahlen  mit  dieser  Zahl 
multipliciren,  das  heisst, 

£«6  .ß  =  ß.  2ae  =  2](aß)  e. 

11.  Erklärung.  Eine  extensive  Grösse  durch  eine  Zahl,  die  nicht 
gleich  Null  ist,  dividireu,  heisst,  ihre  sämmtlichen  Ähleitungs Kahlen 
durch  diese  Zahl  dividiren,  das  heisst, 

12.  Für  die  MwUipltlatiim  tmd  Dtmsion  extmswer  Grossen  Qt^  b) 
durch  Zahlm  (Jl,  y)  gelten  die  Fitndame}d'dfon}>ehi: 

1)  0/3  —  ßa, 

2)  aßr-«(ßr), 

3)  (a  +  i)  y  ^  «;■  +  ^y? 

4)  o(/S  +  r)-a(J  +  «7, 

5)  uA-a, 

6)  aß  —  f) 

dünn  und  nur  dann,  wenn  entwedei'  a  ^  0,  ode)-  ß  ^  0, 

7)  «^ /)-«), 
tvenn  ^  ^  0  ist  *). 

Beweis.  Es  sei  a  =  2^ue,  ft  =  2.'/3e,  wo  die  Summe  sich  auf 
das  System  der  Einheiten  c^,  ...  p„,  bezieht,  so  ist 

j           \)  aß  =  ßa  nach  der  Definition  [s.  Porrael  in  Nr.  10]. 

2)  aßy  =  {Zae)ßy  =  {2:{aß)e)y  [10] 

=  E{aßy)c  [lOj 

^2:a{ßy)e^{Sae){ßy)  [10] 

=  a{ßy). 

*)  Das  Zeichen  >   Kusdmmeage setzt  -Mm  ^  und  <  soll  iinj^loinh  bedeuten. 
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3)  (»  +  7.)r  -  (i.»  +  £ße)r~  2J(c  +  ß)c.r 

[61 

-iXo  +  W)-« 

[10] 

-  i-(o).  +  /iy)e  -  2J(«r)e  +  S(ßr)e 

|61 

=  Sm.r  +  £ße.r 

[10] 

'^ay  +  hy. 

4)  u(ß  +  r)  -  Sa .[ß  +  r)  -  s^iß  +  r) '! 

[10] 

=  i'C"/!  +  «rie  ~  2;«/Je  +  ior« 

[6] 

—  2;«e./J  +  Z«e.y 

[10] 

^aß  +  ay. 

5)  n  .  1  ~  i'oe  .  1  —  i'«e 

[10] 

0)  a.)  wenn  a  =  0  ist,  so  ist 
«/i  —  0  .  /3  —  0, 
b)  wenn  ß  =  0  ist,  so  ist 

aß  =  a.0^2:ae.()  =  SOc 
—  ZO 
=  0, 
e)  wenn  aß  =  0,  so  hat  man 

0  — a«  — £««,«  — i'««<! 


[10] 
[5.  Aiim.] 


[10  [ 

Hieraus  folgt   nuiij   tlass  alle  Produkte  aß,   das  heisat   «i/5,  «o/^, 
K, /5  null  sein  müssen.   Denn  gesetzt,  es  wäre  eins  derselben,  zum 
K,ß  niclit  null,  so  hatte  man  aus  der  Gleichung 

0  =  «,^e, +  ß,/3e,  + ■■■  +  «« /3e. 

tinrch  MultiplÜcation  mit  -- ,  die  Gleichung 


das  liei^st,  fj  tt  tre   aus  e^,...ea   numerisch   ableitbar,  oder,  zwischen 
den  Emheiten  ej, ...  e„  bestände  eine  Zahlbeziehung,  f  was  gegen  die  c 
Annahme  ist,  da  £[,  e^,  ...  e„  ein  System  von  Einheiten  bilden  sollen. 
Somit  ist 

also  entweder  ^  =  0,  oder,  wenn  ß^  0  i,st, 
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also 

a  =  £cce  =  £0e  =  SO  [5.  Anm.] 

=  0, 
das   heiast,   wenn   aß  ^  0    ist,    so   muss   entweder    ji   oder    a   gleich 
Null  sein, 

7)  a:li-S„c:ß-^"^e,  [U] 

da  ß  nicht  nnll  ist, 

13.  K(r  die  Multiplikation  und  Division  extensiver  Grössen  durch 
Zahlen  geltm  die  algebraischen  Gesetze  der  Mtdtiplilcaiion  und  Division. 

Beweis.  Denn  aus  den  Fundamentalformehi  (1  bis  6)  des  Torher- 
gehenden  Satzes  folgen  in  bekaimter  Weise  die  sämmtlichen  algebrai- 
schen Gfesetze  der  Multiphbation^  und  durch  Formel  (7)  desselben 
Satzes  wird  die  Division,  ebenso  wie  in  der  Algebra,  auf  die  Multi- 
plikation zurttcbgefiihrt.  Also  gelten  auch  die  algebraischen  Gesetze 
der  Division  für  die  Division  extensiver  Grrössen  durch  Zahlen. 

§  2,     Zuaanmieiihang  zwischen  den  aus  einem  System  von 

Einheiten  ableitbaren  Grössen, 
1+.  Erklärung.  Die  ü-esammtheit  der  Grossen,  welche  aus  einer 
Reihe  von  Grössen  a^,  a.^,  ...  a»  numerisch  ableitbar  sind,  nenne  ich 
das  aus  jenen  Grössen  ableitbare  Gebiet  (das  Gebiet  der  Grössen 
«,,  ...  ««),  und  zwar  nenne  ich  es  ein  Gebiet  w-ter  Stufe,  wenn  jene 
Grössen  von  erster  Stufe  (das  heiset,  aus  n  ursprünglichen  Einheiten 
numerisch  ableitbar)  sind,  und  sich  das  Gebiet  nicht  aus  tveniger  als 
n  solchen  Grössen  ableiten  lässt.  Ein  Gebiet,  welches  ausser  der  Null 
keine  Grösse  enthält,  heisst  em  Gebiet  nuUter  Stufe. 
7  Anm.    Das  (iebiet   erster  Stnfe   ist   also  die  Gesammtheit  der  Vielfaclieii 

einer  Grosso  ewter  Stufe,  wenn  man  nämiicli  unter  Vielfaclimti  einer  Gi-össe  jedes 
Produkt  der  Grösse  mit  einer  reellen  Zalilgrösae  versteht. 

15.  Erklärung.  Zwei  Gebiete  heissen  identisch,  wenn  jede 
Grösse  des  ersten  Gebietes  zugleich  Grösse  des  zweiten  ist,  und  um- 
gekehrt. Wenn  jede  Grösse  eines  Gebietes  {Ä)  zugleich  Grösse  eines 
andern  (ß)  ist  (ohne  dasa  das  Umgekehrte  nothwendig  stattfindet),  so 
nenne  ich  beide  Gebiete  einander  incideut,  und  sage  dann,  das  erste 
Gebiet  (A)   sei  dem  zweiten  untergeordnet,  das  zweite  dem  ersten 
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übergeordnet.  Die  Gesammtheit  der  Grössen,  welche  zweien  oder 
mehreren  Gebieten  zugleich  angehören,  heisst  ihr  gemeinschaftliches 
Gebiet,  und  die  Gesammtheit  der  Grössen,  welche  sich  aus  den  Grössen 
zweier  oder  mehrerer  Gebiete  numerisch  ableiten  lassen,  ihr  verbin- 
dendes Gebiet. 

Aum.  Ist  zum  Beispiel  das  Gebiet  A  aus  den  Eialieiten  e, ,  e^,  e.,  abgeleitet 
und  daa  Gebiet  B  ans  den  Einheiten  e,,  «j,  e„  so  ist  das  den  Gebieten  A  imd  B 
gemeinscliai'tliche  Gebiet  das  ans  den  Einheiten  p^,  e,  abgeleitete,  und  das  A 
und  B  verbindende  GJebiet  das  ans  den  Einheiten  fj,  c,,  c^,  e^  abgeleitete. 

16.  Ziviscften  n  Grössen  a^,  ...  a„  herrscht  dann  und  nur  dann 
eine  ZaUTbesiehung ,  wenn  sich  eine  Gleichung 

«1  flj  ■\-  ■■•  •\-  u,.a„  =^  0 
aufstellen   lüsst,    in   welcher   die   Zahlen   a,.  ...  a„    nicht    alle   zugleich 
null  sind. 

Beweiw.     Denn,  wfsnii  iu  der  Gleichung 

«,«,  +  .-■  +  «,«,  =  0 
auch  nur  Eine  der  Zahlen  «,,  ...  «„   von  NuU  verschieden   ist,  /um 
Beispiet  «, ,  so  ist  die   mit  dieser  Zahl  verbundene  Grösse  a^  aus  deo 
übrigen  numerisch  ableitbar;  denn  dann  ist 

%  = a^^  ~  a^  — a^. 

Umgekehrt,  wenn  irgend  eine  Zahlbeziehung  zwischen  den  Grössen 
«j,  ...  «„  herrscht,  zum  Beispiel 

a,^ß,a,  +  ii,a,  +  ---  +  ßA, 
so  wird 

~  ,   +  ß„   +l),i   +       +ßa,  =  n 

eine  Gleit  hm  „    ni  wLhht.i  w  ui^  teus    hi  KDeiiiaent  v  n     i    n  _,1  uh  ^ 
Kuli  ist. 

17.  Wenn  n  Grossen  tn  eme}  Zahlkesiehung  gu  einander  stehen, 
und  sie  mcM  alle  null  sind,  so  mtn.»  sich  aus  thten  em  Vurnn  von 
weniger  als  n  Grossen  ausbondem  lobben  uelchei  lernet  Zahliegiehung 
unterliegt,  und  aus  dem  dif  übrigen  G>ossen  nutmtibrh  ahleithco  sind 

Beweis  Es  seien  a^,  ß„  die  m  emer  Zahlbeziehung  zu  em 
ander  stehenden  Grrssen  so  muss  (uioh  Ni  2)  sich  eine  deiselbeu  j,i& 
den  übrigen  numerisch  al  leiten  las'ien    dies  sei  a    und  sei  etwa 

««  =  «i«!  H h  K„_ja^-i. 

Herrscht  nun  zwischen  den  Grössen  a,,  . . .  an-i  abermals  eine 
Zahlbeziehung,  so  wird  wieder  eine  derselben  etwa  a,^x  aus  den  übrigeji 
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«, ,  ...  «„_2  immeriscli  ableitbar  sein  müssen.    Es  sei 

Führt   man   diesen  Ausdruck   für  «„_i  in  die   örste  Grleichiing  ein,   so 
erhält  man 

«,.  -  («,  +  o.^,ft)a,  +  ..^  +  («._i  +  «._.A_,)«._,, 
also  ist  dann  auch  a„  aus  ö,,  ...  fl„_a  numerisch  ableitbar. 

Dies  Verfahren  wird  man  fortsetzen  können,  so  lange  als  noch 
zwischen  den  jedesmal  übrig  bleibencten  Grössen  eine  Zahlbeziehung 
stattfindet.  Man  wird  also  zuletzt  entweder  zu  einer  Schaar  Ton  meh- 
reren Grössen  kommen,  die  in  keiner  Zahlbeziehung  mehr  zu  einander 
stehen,  und  aus  denen  die  übrigen  numerisch  ableitbar  sind,  oder  es 
bleibt  zuletzt  nur  Eine  Grösse,  etwa  a,,  übrig,  aus  der  alle  übrigen 
numerisch  ableitba,r  sind.  Im  letztern  Falle  darf  diese  Eine  Grösse  0| 
nicht  null  sein,  weil  sonst  alle  übrigen  Grössen,  als  numerisch  daraus 
ableitbar,  auch  null  sein  würden,  was  der  Annahme  widerstreitet.  In 
beiden  Fällen  gelangt  man  also  (Nr.  2)  zu  einem  Vereine,  der  keiner 
Zablbeziehung  mehr  unterliegt,  und  aus  dem  alle  übrigen  der  J»  Grössen 
a^,  ...  Ob  numerisch  ableitbar  sind. 

18.     Wenn  in  einem  Verein  von  Grössen  a^,  a^,  ■  ■  ■  a„  die  erste  «j 
9  nicht  nuU  ist,  und  Iceine  der  folgenden  f  sicA  aus  den   vorhergehenden 
numerisch  ableiten  lässf,  so  unterliegt  der   Verein  Iceiner  ZahÜeziehMntj. 

Beweis.  Denn  gesetzt,  er  unterliege  einer  Zahlbeziehung,  so 
müsste  (nach  16)  zwischen  den  Grössen  a^,  a^,  ...  a^  eine  Gleichung 

a,a^  -\-  %«a  +  ...  -|-  ((^an  '^  0 
aufgestellt  werden  können,  in  welcher  nicht  alle Koefficienten  a^,  cc.^, ...  k, 
zugleich   null   sind.     Es   sei  a^  der   letzte   unter   diesen  Koefficienten, 
welcher  von  NuU  verschieden  ist,  so  erhält  man 

a^«i  -j-  K^ßa  -|-  •■■  ~|-  Urüf  =  0, 
also,  wenn  r  grösser  als  1  ist, 


das  heissfc,  a^  ist  ans  den  vorhergehenden  Grössen  a^,'. .  .  lir—i   nume- 
risch ableitbar,  gegen  die  Voraussetzung.    Ist  aber  r  =  1 ,  so  hat  man 

«i%  =  0; 
also,  da  dann  a,  ungleich  Null  angenommen  ist, 

«1  =  0, 
was  gleichfalls  der  Voraussetzung  widerstreitet.    Also  kann  keine  Zahl- 
beziehung zwischen  den  Grössen  «u  ....  a„  herrschen. 
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19.  Wenn  eine  Grösse  a^  aus  n  Grössen  &[,  6^,  . .  .  h„  numerisch 
ableitbar  ist,  und  dabei  die  su  &,  gekörige  Ahleitungssahl  ungleich  Null 
ist,  so  ist  das  aus  deit  n  Grössen  b^,b^,...h^  ableitbare  Gebiet  idcntiseh 
mit  dem  aus  den  n  Grössen  a^,  h^,  ...  b„  ableitbaren. 

Beweis.  Es  sei  a,  =  ß^b^  -\-  ß^b^  _[_...  _f_  ßjj,^^  wo  ß^  ungleich 
Null  ist,  so  ist 

Ist  iiuo  c  oumerisch  ableitbar  ans  h^,  h^,  .  ■  ■  ha,  etwa 

c  =  Yii>i  +  7%\-\ \-Ynh., 

so  erhält  man  c  als  aus  a^,  b^,  ...  l),,  abgeleitet,  indem  mau  hier  statt 
b,  den  gefundenen  Werth  setzt,  nämlich 


(^-f)'.+-+(--'Vh)'- 


Umgekehrt,  ist  c  numerisch  ableitbar  aus  a^,  h.^,  ...  h^,  etwa  ]i 

c-«.o, +  «,6, +  .-  +  «.6., 
SO  erhält  man  c  als  aus   b^,b^,  . ..  h„   abgeleitet,   indem   man  statt  ö, 
seinen  Werth  ß^b^  +  ß^^^  J^  ...  J^  ß^b^  setzt,  nämlich 

c  =  a,ß,h,  +  («,  +  a,ß,)h  +  ■■■  +  K  +  «,/3«)6,. 

Also,  jede  Grosse,  die  einem  der  beiden  Gebiete  angehört,  gehört 
auch  dem  indem  \n,  das  heisst,  beide  Gebiete  siud  identisch. 

20.  T^cH«  m  Gtosseti  a^,  ...  a^,  die  in  Iceiner  Zahlbesiehung  sn 
einander  stthen,  aMs  n  Grossen  öj,  ...  b„  numerisch  dbleiHar  sind,  so 
kann  man  stets  su  den  m  Grossen  «,,  ...  a,„  noch  (« ■ — m)  Grössen 
«m+i,  ■  ■  ■  Oh  von  der  Art  hmzufagen,  dass  sicJi  die  Crrössen  h^,  ...  6„  auch 
aus  a,,  ..  fl„  numerisch  ableiten  lassen,  tmd  also  das  Gebiet  der  Gröss^i 
öl,  ...  CT«  ?denti^ch  ibt  dem  Gebiete  der  Grössen  b^,  ...  b»;  auch  Icann 
man  jene  (n  —  m)  Gtossen  aus  den  Grössen  b^,  ...  b„  selbst  entnehmen. 

Beweii  Nach  der  Annahme  ist  a^  aus  6,,  ...  6„  ableitbar.  Von 
den  Zahlen,  durch  welche  diese  Ableitung  erfolgt,  muss  mindestens 
Eine  von  Null  verschieden  sein,  weil  sonst  a^  selbst  null  wäre,  also 
der  Verein  der  m  Glossen  (nach  2)  einer  Zahlheziehung  unterläge. 

Es  sei  die  zu  &[  gehöiige  Zahl  von  Null  verschieden,  und  dies 
wird  man  immti  annehmen  können,  da  man  ja  die  Indices  beliebig 
wählen  karm  Dann  ist  (nach  10)  das  aus  b,,  b^,  ...  &„  ableitbare  Gebiet 
identisch  dem  aus  «j,  ö  ,  b,  ableitbaren.  Man  habe  nun  für  irgend 
ein  r,  welches  <  j«  ist,  geiunden,  daas  das  Gebiet  der  Grössen 
b,,  \,  ■■     b,   identisih    lei  dem   Gebiete   der  Grössen    a,,  «j,  ...  «r, 
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Är+i,  ■■•i'„,  SO  wird  Iran,  da  nacL  der  Hjpofclieais  a,-|-i  aus  6^,  ö^,  ...  ft„ 
ableitbar  ist,  es  auch  {vermöge  der  Gebiets-Identität)  aus  a^,  «2, ...  a^, 
ftr+i,  ■■■ha  ableitbar  sein.    Tji  dem  Ausdrucke  dieser  Ableitung 

«.+1  =  «,«,  +  ...  +  «,«,  +  ßr+lhr+i  +  ■■■  +  J3„ö. 

miiss  nothweiidig  einer  der  Koefficienten,  die  zu  ftr+i,  ...  6„  gehören, 
von  Null  verschieden  sein,  weil  sonst  zwischen  den  G-rössen  «,,...  a,.+i 
eine  Zahlbeziehung  stattfände,  gegen  die  Hypothesis;  es  sei  dies  etwa 
1  ^,^-1,  so  ist  (nach  19)  das  aua  a^,  ...  Or,  6r+i,  ...  K  ableitbare  f  Ge- 
biet identisch  dem  aus  ß,,  ...  ov+i,  J>r+2,  ■■.  *™  ableitbaren;  also  auch 
dies  letztere  Gebiet  identisch  dem  Gebiete  der  Grössen  &j ,  ...  b„.  Diesen 
Sehlnss  kaim  man  also  von  r  =  1  an  verfolgen,  bis  »"  =  «*  wird;  das 
heisst,  es  wird  dann  das  Gebiet  a^,  ...  a„„  b^+i,  ...  b„  identisch  dem 
Gebiete  fe^,  ...  6„;  und  bezeichnet  man  dann  die  so  übrig  gebliebenen 
Grössen  &,„+i,  ...  i„  beziehlieh  mit  a^+i,  ■■•  «n,  so  wird  das  Gebiet 
der  Grössen  %,  ...  Oa  identisch  dem  Gebiete  der  Grössen  bj,  ...  b„. 

21.     TFew«  n  Grössen  (a^,  ...  On),  welche  in  Jceiner  Zaklbeziehung 

m  einander  stehen,  ans  n  andern  Grossen  (fii,  ...  &,i)  numerisch  ableiibar 

sincJ,  so  ist  das  Gebiet  der  ersteji  Grössenreihe  identisch  dem  der  letzteren. 

Beweis.     Man  hat  nur  in  dem  vorhergehenden  Satze  m  =  ra  zu 

setzen,  so  erfolgt  der  zu  erweisende  Satz. 

33.   Wenn  n  Grössen  (a,, ...  a„)  aus  weniger  als  n  Grössen  (b^,  ...&„) 
wwmeWscÄ  ableitiar  sind,  so  stehen  jene  n  Grössen  stets  in  einer  ZaM- 


Beweis.  Es  seien  a^,  ...  a„  aus  6,,  ...  6,„  ableitbar,  wo  m  <  n 
ist.  Nun  können  a,,  ...  a,^  entweder  in  einer  Zablbeziehung  zu  ein- 
ander stehen  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  stehen  auch  %,  ...  a^,  da 
unter  ihnen  die  Grossen  »,,  ...  «„j  vorkommen,  in  einer  Zahlbeziehung 
zu  einander.  Im  zweiten  Falle  ist  das  Gebiet  der  Grössen  «j,  ...  «„, 
{nach  21)  identisch  dem  Gebiete  der  Grössen  \,  ...  b„„  also  ist  jede 
aus  b^,  ...  hm  numerisch  ableitbare  Grösse  anch  aus  %,  ...  a,ii  nume- 
risch ableitbar,  also  sind  namentlich  die  Grössen  öm+i,  ...««>  welche 
nach  der  Hypothesis  aus  \,  ...  b^  ableitbar  sind,  auch  aus'  «,,  ...  a^ 
ableitbar,  das  heisst,  auch  im  zweiten  Falle  besteht  zwischen  «i,  ...  u,, 
eine  Zahlbeziehung. 

23.     Wenn  ein  Gebiet  n-ter  Stufe  aifs  n  Grössen  erster  Stufe  ab- 
leitbar ist,  so  stehen  diese  in  keiner  ZaJilbesiehung  su  einander,  und  um- 
gekehrt:  Wenn  n  Grössen  erster  Stufe  in  keiner  Zdhlbemehung  zu  einander 
stehen,  so  ist  das  aus  ihnen  ableitbare  Gebiet  ein  Gehid  n-ter  Stufe. 
2  Beweis.    Es  sei  A  das  ans  den  n  Grössen  erster  Stufe  f  0, , ...  a« 
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ableitbare  Gebiet.  Wenn  nun  zuerst  A  ein  Gebiet  «-ter  Stufe  ist,  eo 
können  a^,  ...  a^  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen;  denn 
dann  würde  sich  eine  dieser  Grössen  aus  den  Übrigen  n  —  1  numerisch 
ableiten  lassen,  also  aucli  das  Gebiet  aus  diesen  n  —  1  Grössen  ableitbai- 
sein,  was  dem  Begriffe  des  Gebietes  n-ter  Stufe  (nach  14)  widerstreitet. 
Zweitens  umgekehrt,  wenn  ö^,  ...  ö„  in  keiner  Zahlbeziebung  zu  ein- 
ander stehen,  so  können  sie  (nach  22)  nicht  aus  weniger  als  n  Grössen 
numerisch  abgeleitet  werden,  also  auch  das  aus  a,,  ...  a„  ableitbare 
Gebiet  nicht,  also  ist  dies  Gebiet  (nach  14)  von  n-ier  Stufe, 

24,  Jedes  Gebiet  n-ter  Stufe  Icann  aits  n  {ihm  angehörmdm] 
Grössen  erster  Stufe,  die  in  keiner  Zaklbesiekung  m  einwnder  stehen,  ab- 
geleitet werden,  und  zwar  aus  beliebigen  n  solcher  Grössen  des  Gebietes. 

Beweis.  Denn  es  seien  «j,  ...a„  die  Grössen,  aus  denen  ur- 
sprünglich das  betrachtete  Gebiet  herrorgegangen  ist,  and  seien  b,,...  b„ 
n  Grössen  dieses  Gebietes,  die  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander 
stehen.  Da  b^,  ...  fc„  dem  aus  a^,  ...  a„  abgeleiteten  Gebiete  angehören, 
so  werden  sich  (nach  14)  die  Grössen  &, ,  ...  6,  aus  «j ,  ...  a„  numerisch 
ableiten  lassen,  und  da  zugleich  jene  Grössen  &,,...&„  in  keiner  Zahl- 
beziehung zu  einander  stehen  (Voraussetzung),  so  wird  (nach  21)  das 
aus  &!,  ...  b„  ableitbare  Gebiet  identisch  dem  aus  a^,  ...  a^  ableitbaren. 

Änm.  Durch  diesen  Satz  ist  jeder  spedfiaehe  Unterechied  zwischen  den  ur- 
sprünglichen Einheiten  und  den  daraus  numeriach  abgeleiteten  Grössen  aufge- 
hoben, indem  man  jedes  Gebiet,  statt  aus  den  ursprünglich  zu  Grunde  gelegten 
«  Einheiten,  auch  aus  beliebigen  n  Grössen  dieses  Gebietes,  die  in  keiner  Zalil- 
beziehimg  zu  einander  stehen,  ableiten,  und  diese  Grössen  also  statt  jener  erateren 
als  Einheiten  setzen  kann.  Es  hätte  sich  dieiser  wichtige  Sata  aucli  direkt  aus 
der  Theorie  der  Elimination  ableiten  lassen.  In  der  That  ist  unser  Satz  nur  eine 
Transformation  des  Satzes:  Wenn  m  Grössen  yi,...J/„  ganze  homogene  Funk- 
tionen ersten  Grades  von  n  anderen  x,,  . . .  x^  sind,  und  die  ersteren  in  keinem 
anderen  Falle  aUe  zugleich  null  werden  können,  als  wenn  auch  die  letzteren  alle 
null  werden,  so  lassen  sich  auch  die  letzteren  {x,,  ...  «J  als  ganze  homogent; 
Funktionen  ersten  Grades  von  den  ersteren  (,^,,  .  ■  ■  y„)  darstellen. 

Doch,  ist  der  hier  geliefoi'te  Beweis  nicht  nur  elementarer,  sondern  hat  auch  !.■) 
den  Vorzug,  dasa  dabei  die  wesentlichsten  einfachen  Beziehungen  zwischen  den 
extensiven  Grössen  klarer  herrortreten. 

25.  Die  Siufemahlen  zweier  Gebiete  sind  ettsammengenommen  ebenso 
gross  als  die  Stufenzahlen  ihres  gemeinschaftlidien  und  ihres  verbindenden 
Gebietes  misammengenomtnen,  das  h^sst,  wenn  m  und  n  die  Stiifensahhn 
der  gegebenen  Gebiete  sind,  r  die  ihres  gemeinsckafUichen,  v  die  ihres  vet-- 
bindenden  Gebietes,  so  ist 

m  +  n^r  +  v. 
Beweis.    Es  seien  A  und  B  die  beiilen  gegebenen  Gebiete  m-tcr 
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und  w-ter  Stafe,  und  sei  A  aus  den  Grössen  %,  ...  a,„,  B  aus  den 
Grössen  6,,  ...  h^  ableitbar.  Dann  kann  (nach  23)  weder  zwischen 
»j, ...  a„„  noch  zwischen  \, ...  b„  eine  Zahlbeziehung  herrschen.  Ferner 
möge  sich  ein  Verein  von  r,  aber  auch  nicht  von  mehr,  Grössen  finden 
lassen,  welche  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  und  welche 
beiden  Gebieten  zugleich  angehören.  Diese  Annahme  wird  immer  zu- 
lässig sein,  da  )■  auch  null  sein  darf.  Es  seien  c,,  ...  e^  diese  Grössen. 
Dann  wird  man  (nach  20)  in  die  Reihe  der  Grössen  «j,  ...  n^  statt  r 
derselben,  etwa  statt  «i,  ...  (j,  die  Grössen  c,,  ...  c^  in  der  Art  ein- 
führen können,  dass  das  aus  dieser  neuen  Grössenreibe  ableitbare  Ge- 
biet identisch  sei  dem  Gebiete  A.  Ebenso  wird  man  in  die  Reihe  der 
Grössen  h,,  ...  ba  statt  r  derselben,  etwa  statt  Öj,  ...  b,-  die  Grössen 
c^,...Cr  in  der  Art  einführen  können,  daes  das  aus  dieser  neuen 
Grössenreibe  ableitbare  Gebiet  dem  Gebiete  B  identisch  sei.  Dann  ist 
also  A  aus  den  m  Grössen  f^,  ...  c,.,  «h-1j  ■■■  "m  ableitbar,  und  li  aus 
den  n  Grössen  c,,  ...  c^,  &r+i,  ■-■  f>„.  Eeine  dieser  GrÖssenreiben  unter- 
liegt (nach  23)  einer  Zahlbeziehung,  Dann  ist  klar,  dass  alle  aus 
Cj,  ...  Cr  ableitbaren  Grössen  den  Gebieten  A  und  B  gemeinschaftlich 
sind;  aber  auch  keine  andern,  da  es  sonst,  wider  die  Annahme,  mehr 
als  )■  in  keiner  Zablbeziebung  zu  einander  stehende  Grössen  geben 
würde,  die  beiden  Gebieten  A  und  B  gemeinschaftlich  wären.  Das  den 
Gebieten  A  und  B  gemeinschaftliche  Gebiet  ist  also  das  aus  e,,  ...  c,. 
14  abgeleitete  Gebiet,  also  (nach  23)  ein  f  Gebiet  r-ter  Stufe. 

Nun  bilden  ferner  alle  Grössen  c,,  ...  Cr,  «r-fi,  ■■■  f^m,  K-i-i,  --.  &« 
eine  Reihe  von  Grössen,  die  in  keiner  Zahlbeziebung  zu  einander  stehen. 
Denn  gesetzt,  es  herrschte  zwischen  ihnen  eine  Zahlbeziehung,  so 
müsste  diese  von  der  Form 

sein,  wo  a  aus  a,-\-],  . - .  «,„,  b  aus  Zi,+i,  . . .  '>„,  c  aus  i\,  ...  c,-  abgeleitet 
ist.    Hier  könnte  weder  a  noch  6   null  sein.    Denn  wä,re  a  null,  so 
wäre  ö  -f-  c  =  0,  und  es   bestände  also   eine  Zablbeziebung  zwischen 
den  Grössen  hr+i,  ■■■  Ö„,  c,,  ...  c^,  was,  wie  bewiesen,  unmöglich  ist; 
und  wäre  h  null,  so  bestände  eine  Zahlbeziehung  zwischen  Qr+y, ...  a,„, 
Cij  .,.  c,.,  was  gleichfalls  als  unmÖgHch  nachgewiesen  ist. 
Stellen  wir  die  obige  Gleichung  in  der  Form  dar 
«  ^  —  &  —  c, 
so  ist  die  linke  Seite  aus  «r+i,  ...  a,n  numerisch  abgeleitet,  gehört  also 
dem  Gebiete  A  an,  die  rechte  Seite  ist  aus  6r-i-i,  ■  ■  •  &ij  ^i?  ■  ■  ■  ^r  nume- 
risch abgeleitet,  gehört  also  dem  Gebiete  B  an,  folglich  gehört  a  dann 
beiden  Gebieten  zugleich   au.    Da  aber  a  aus    «,+1,  ...  «„,  numerisch 
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abgeleitet  ist,  und  zwischen  «,^-1-1,  ...  «m,  c,,  ...  c^  keine  Zahlbeaiehuiig 
berrsciit  (wie  oben  gezeigt  wurcfe),  so  ist  a  nicht  aas  <\,  ...  c,  ab- 
leitbar. Also  würden  dann  die  GEebiete  A  und  .B  mehr  als  r  in  keiner 
Zahlbeziehung  zu  einander  stehende  Grössen  gemeinschaftlich  haben, 
was  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Somit  folgt,  dass  der  ganze  Verein 
der  Grössen  c^,...tr,  Or+i,  «n,  Jr+i,  ^n  keiner  Zahlbeziehung 
unterliegt.  Das  aus  diesen  Grossen  ableitbare  Gebiet  besteht  aber  aus 
den  sämmtlichen  Grössen,  welche  sich  au&  den  Grössen  der  Gebiete  A 
und  JB  ableiten  lassen,  dis  beisst,  ist  ihi  verbindendes  Gebiet.  Die 
Stufenzahl  desselben  sei  v,  so  ist  (nich  23)  v  gleich  der  Anzahl  der 
Grössen  c^,  ...  c^,   «r+i,        tu  ,   's +[  ?)  ,  dM  heisat 

V  ^m  ■\-  n  ~  r, 
oder 

m  -\-  n  •=  r  -\-  v. 

26.  Zwei  Gebiete  (^A  und  B),  ucJcke  lemehlwh  von  k  fer  iiiui  ß  t  t 
Stufe  sind  ««(?  m  cmem  Gdnete  n  trr  Sfe(/e  liegen,  hahai,  wain  «  +  /5  >  « 
ist,  mindestens  ein  Geh  t  von  («  +  (3  —  «)  ter  Stufe  gemein 

Beweis      Das    1  und  L  veibindende  Gebiet  \ei  von  t.  t  1   Hile   1 
das  ihiien  ^PinemsLhaftliche  von  r  ter  'stufe,  sj  ist  (nich  il^S") 
^  -f  |3  =  ,  4.  y,   oder   t  =a-{-  ß  —  t 

Da,  |abei  1  und  B  m  einem  Gebiete  n  tei  Huie  litten  so  lit^t  ach 
ihr  verbindendes  Gebiet  m  diesem  Gebiete  n  ter  Stufe,  ilso  itt  t  tut 
weder  ebt-n&o  ijross  oder  kleiner  als  n  also  t  =  a  ~{-  ß  ~  l  entw  edei 
ebenso  gross  ah  a  -\-  ß  —  n  oder  giossei 

Anm     Die  bisliei  ent^ n-költen  &vtze  finden  sieh  schon    wenn  j,leiUi  mont 
in    anderen  lormen     m  memei    eri-ten   Beaibeitunj,  dei   Au'j  lehnungslehit     vom 
Jahce  1844    und  i^sar  Satz  19  und  '4  sind  genau  in  der  L,ntsiiechen1.eji  tum 
in  §  ao  jenes  Weites    Satz  2j  in  §  l.b  enthalten    unl  au  h  die  II       le    L 
weises  für  die^e  Siktze  iit  hiei  und  d  rt  dieselbe 

§  3.  Die  Zahl  als  Quotient  extensiver  Grössen  und  Ersetzung  der 
Gleichungen  zwischen  extensiven  Grössen  durch  Zahlgleichungen. 

27.  Erklärung.  Ich  nenne  zwei  Vereine  von  Gleichungen  ein- 
ander ersetzend,  wenn  sich  jeder  von  beiden  Vereinen  aus  dem 
andern  ableiten  läast. 

Anm.  Hierbei  ißt  auch  dei'  Fall  eingeschlossen,  in  welchem  einer  der  bcidt'n 
Vereine  oder  jeder  von  beiden  nur  aus  einer  Gleichung  besteht. 

28.  Eine  Grösse  x,  welche  aus  n  in  keiner  Zahlbemehung  zu  ein- 
ander stehenden  Grössen  0,,  ...  «„  abgeleitet  ist,  ist  dann  und  nur  dann 
mdl,  toenn  ihre  n  Ablmfungssahlen  null  sind,  das  hdsst,  die  Gleichung 
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(a)  x^a^  4"  ^a^a  4^  ' ' '  +  X„a,i  ==  0 

iüi>-rf  ej'sefei  ilurch  die  n  Gleichmg&i: 

Beweis.  Denn  wäre  irgend  eine  der  Ableitungszahleii  von  Null 
verschieden,  so  würde  vermöge  der  Gleichung  (a)  (nach  16)  zwischen 
«1,  a„  eme  Zahlbeziehung  lierrsclien,  gegen  die  Annahme.  Gilt  also 
die  Gleichung  {a,),  so  gilt  auch  der  Gleicbungs verein  (b).  Umgekehrt, 
gilt  der  letzte  Veiein,  so  folgt  daiaus  die  Gleichung  (a)  Aho  wiid 
diese  Gleichung  durch  jenen  Verein  eiaetzt 
b  29.     Ztoei  Glossen  eines  Gdiietes  n-ter  Stufe  sind  dann  und  nur 

dann  einander  gleich,  wenn  ihre  n  su  denselben  Einheiten  gehörigen  Ah- 
leitungs^ahlen  einander  gleich  sind,  da-i  hoissi,  die  Qhichunq 
(a)  ß,C(  +  «,e,  +  . . .  +  «„e,  ^  ß,e,  +  ß,e,  +  ■  ■  ■  +  ,5,e„ 

tvird  erscM  durch  die  n  Gleichungm 

(1))  «.-ft,    «,-ft, ..-,    «.-/s.. 

Beweis.  Denn  die  Gleiühnng  (a)  wird  ersetzt  durch  die  Glei- 
chung 

(«,  -  /!,)  S,  +  (a,  -  ft)  6i  +  . . .  +  (a.  -  ft)  e.  _  0, 

aud  diese  (nach  28)  durch  die  n  Gleickimgen 
das  beisst,  durch  die  n  Gleichungen 

«i-A,  «s-ft,  •.,  «.-?.- 

30.  Erklärung.  Wenn  eine  extensive  Grosse  h  aus  einer  andern 
a,  die  nicht  null  ist,  sich  numerisch  ableiten  lässt,  so  verstehe  icli 
unter  —  die  Zahl,  durch  welche  h  aus  a  abgeleitet  werden  kann, 
das  beisst 

™mi  «  5;  0. 

31.  Wenn  ewei  Grössen  (a  und  b)  aus  derselben  Grösse  (v)  nume- 
risch (geleitet  sind,  und  die  sweite  [h]  nicht  null  ist,  so  hann  man,  statt: 
die  erste  durch  die  sweite  su  diviäirm,  die  ÄUeitungsrnhlcn  entsprechend 
dividiren,  das  hmsst 

wenn  ßc  ^  0. 

Beweis.    Wenn  ßc'^0  ist,  so  ist  (nach  12,  6)  auch  /3  ^  0  und 
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c<:0.    Daun  ist  ac^^ißc)  (nach  13),  also 

33.    Eine  Gleichung,  deren  Glieder  alle  aus  derselben  Grösse  (») 
numerisch  ableitbar  sind,  wird  durch  eine  Ghichwng  ersetzt,  die  man  er- 
hält, indem  man  alle  Glieder  der  ersteren  durch  eine  teliebige  mts  jener 
Grösse  («)   mim^risch   cMdtbare,  f  aber   von  Null   verschiedene    Grosse  i 
dividirt,  das  heisst,  die  Gleicfmng 

(a)  «»  +  /i»  +  ...-«,«  +  A»+-- 

wird  ersetst  durch  die  Gleichung 

(b)  ^  4-  ?_"  +  .,.=..  ?i^  _[.  P'"  _!-,, . 
wmn  pa  ^  0. 

Beweis.  Wenn  pa  ^  0,  so  muss  (nach  12,  6)  sowohl  p  ^  0  uls 
a^  0  sein.  Somit  kann  mau  a  auch,  da  es  von  Null  verachiedeu  iat, 
als  Einheit  betrachten.  Dann  wird  (nach  29)  die  Gleichui^  (a)  er- 
setzt durch 

«  +  /'  +  ■•—■■.  +  /',  +  ■■■, 

oder,  wenn  man  durch  0^0  dividirt,  durch  die  Gleichmig 

-«  +  i  +  ...„^+ ?■  +  ,.., 

das  heisst  (nach  31),  durch  die  Gleichung 

33.  Erklärung.  Wenn  die  Grössen  a^,...a,t  in  keiner  Zahl- 
beziehung zw  einander  stehen,  und  die  Grösse 

a  =  «j%  +  «3«^  +  ■  ■  ■  -f-  k,.Cb 
ist,  so  nennen  wir,  wenn  m  kleiner  als  n  ist,  die  Grösse 

«i«i  +  «aöa  + (-  «möni 

„die  Zurückleitung  der  Grösse  a  auf  das  G-ebiet  a,,  «g,  ...  a^,  unter 
Äus Schliessung  des  Gebietes  «m+i»  am+2,  ■■■  «o"  Wir  sagen,  die  Zurück- 
leifcui^en  mehrerer  Grössen  seien  in  demselben  Sinne  genommen,  weini 
die  Grössen  auf  dasselbe  Gebiet  und  unter  Ausschliessung  desselben 
Gebietes  zurüekgeleitet  sind. 

Aam,     Wenn  ins  Besondero 

ist,  ao  ist  zum  Heispiel  a^a^    die  Zuvückleitung  von  o  auf  das  Gebiet  a,,   unter 
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Ausschliensung  des  Gebietes  a^,  .  ..  a^,  ferner:  wenn  it  =  tt,«!  -f-  a^a^  ini,  so  ist 
Kiüi  die  ZttrQcüeitung  anf  das  Gebiet  a,,   imtor  Ausschliessung  des  Gebietes  «j. 

34.  Jede  Glewhung,  deren  Glieder  Produkte  je  einer  extensiven  Grösse 
mit  einer  ZaJtl  sind,  wird,  wenn  die  extensiven  Grössen  einem  Gänet  n-ter 
Skife  angehören,  erseist  durch  n  Zahlengleichungen,  die  man  erhält,  indem 
i  mtm  in  der  gegehenen  Gleichung  statt  aller  extensiven  Grössen  ihre  -f  su 
derseTben  Einheit  gehörigen  AUeltungsmhlen  setzt;  und  zwar  gilt  dies,  welche 
n  in  keiner  Zahlbeziehung  stehende  Grössen  des  Gebietes  man  auch  als 
System  von  Einheiten  annehmen  mag,  das  hcisst,  die  Gleichung 

(a)  aa -j-  ßh -\-  ■  ■  ■  ^  aJc  +  XI -i , 

in  welcher 

»-«,»,  +  ■■■  +  «.«.,    i-Af,  +  -. .  +  /!,.« 

h  ~  K,(;,  -i 1-  K.e.,     1  =  l,<\  H h  I.e.,  ■  .  . 

ist,  wird  eraetui  duyclt  die  n  Gleichungen 


0') 


.  =  ««,  +  iJ,  -I-  ■ 
--««,  +  J4  +  ■ 


(««.  +  /!/;.  +  ■■. -««.  +  AJ.  +  ..., 

is  e^,  ...  e^  in  "keiner  Zahjbezi^mng  zu  einander  stel/en. 
Beweis,     Setzt   mau   in   die   Grleiebnng   (a)    die    Ausdriielve    iiu- 
a,  h,  ...,  li,  l,  ...  ein,  so  erhält  man 

{..,  +  /JA  +  -)«.+  ("«,  +  ^A  +  -)«.  +  '  ■  +  (««.  +  /'/!-+  ■•)».- 

-(««,+  ",+  -")e, +  •••  +  (««. +  ".  +  ■■■)«.■ 
Diese  Gleieliung  wird  (nach  29)  ersetzt  dnvcli  die  n  Gleicliungen 

««i  +  M  +  --  =  '"'.  +  ^''i  +  '-- 
aa,-\-ßß,  +  ...  =  xx,-\-U,  +  --- 

a«^-\-  ßß^-\ =xx„+  n^-\ . 

35.  Jede  Gleichuwi,  deren  Glieder  Produkte  je  einer  extensiven  Grö'^se 
mit  einer  Zahl  sind,  bletbt  bestehen,  wenn  man  stau  aller  cxfenüwen 
Grossen  ihre  in  demselben  Sinne  genommenen  Zuruckleitungen  setzt 

Beweis  Man  nehme  an,  die  gegebene  G-leicLung  aei  die  'ilei 
chung  (a)  des  toi  hei  gehenden  &atzea,  m  welcher  a,  h,  ,  k,  l, 
dieselbe  Bedcutm^  haben  wie  vorher,  so  ist  m  zeigen,  dass  diese 
Gleichung  auch  fortbesteht,  wenn  man  statt  der  Grössen  a,  b,  ..., 
k,l,...  ihre  Zurückleitungen  auf  das  Gebiet  C-,,  ...€„,,  unter  Äus- 
schheesung  des  Gebietes  e,„+i,  ■■■  c^,  setzt,  das  heisst,  dass  auch 
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(o)                           aa  +IIV +■■■-.!/ +  U'+^ 
sei,  wü  '■ 

a'  =  a^r^  -^ \-  a,„c„.,     b'  =  fte,  H ^  ßiA,,  ■  •  ■ 

i=!t  In  dei  Thit  de  rileiLhung  (a)  wird  ersetzt  duith  dip  ii  Uh^ 
chuD^eu  (b)  dei  voiigen  Nummei  Multij-licnt  mui  nim  die  eisten  m 
diesei  n  Gleichuugen  beziehlich  mit  t,,  e^  e  und  addut  die  so 
erhaltenen  Gleichungen,  so  eihtilt  man  die  zu  ei weisende  Gleichung  ((.) 

Anm  E?  liegt  hierm  zugleich  dei  speciellere  '^atz  dass  glei(,he  *  rossen 
m  gleichem  Sinne  zurflckgeleitet  Aach  gleiche  Zuruckleitungen  geben,  oder  anders 
au3gediüi-kt  das*,  die  Zürn  I  leitung  emer  o-egebenen  Gtu&se  beatunmt  ist  wenn 
U  GebiPt  -wf  wekhe"  und  da,  Gebiet  unt^r  deespn  Aussclilie^sung  am  cl 
„eleitet  weiden  ".oll   gegeben  ist 

36.  Wenn  die  Zahle»  x,,  x«  durch  iioklic  eme  extensive  G>  ohi,e  w 
OMS  einem  System  von  n  Linheitm  e,,  e^,  p»  cAgeleitet  wiid,  i,ine> 
Gleichung  m-ien  Grades  genügen,  so  qemiqen  auch  die  Zahlin  y^,  3/«, 
durch  welche  dieselbe  Glosse  aus  unem  Systmi  lon  n  andern  dasselbr 
Gänet  liefernden  Ltnkeiten  o,,  a^,  a,  abgeleitet  wnd,  emer  Gleichung 
m  ten  Grades,  und  zuar  ist  die  leide  homogen    ivenn  die  erste  es  ist 

Beweis     Es  ist  nach  der  Ämiihme 

X  =  x^e^  -|-  x.^e.^  +  ■■•-[-  3:„e„, 
und  /wischen  diesen  Ahleitungs zahlen  bestehe  die  Gleiehiing 

f(Xj,  ...x„)  =  0, 
in  welcher  f  das  Zeichen  einer  Funktion  sw-ten  Grades  ist.    Nun  müssen 
die  neuen  Einheiten  a^,  ...  a„,  da  sie  dem  Gebiete  e, ,  ...  c„  angehören, 
aus  diesen  Einheiten  e,,  ...  c„  ableitbar  sein.    Es  sei 

Oj  =  Scci^rCr^  «1,1«!  +  ßi,sea  +  ■■■  +  «i,ne^, 
ßiä  =  ^Ja^^rCr  =  Kä.iCi  +  '^s,aCi  _f„  . . .  -|-  «2  „e„, 

««  =  .£a«,rCr  =  ß«,iCi  +  «n,3ea  H h  ««,™c„. 

Feraer,  da  y,,  ■  ■  -yn  '3ie  Ableitungszahlen  in  Bezug  auf  diese  neuen 
Einheiten  sein  sollen,  so  hat  man  auch 

X  =  j/jöj  +  «/s^  H h  y^'"", 

also 

x,e^ -i-  Xf^e^ -\ 1-  x„e„=  3 

=  !/i«i  +  ?/2a2  4 h  ;/"«". 

=  J/i2«j,re^  +  j/ä2;ßa,^e^H 1-  y^20fi„^,e,; 
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Also  (iLLich  2d) 


+  «.,i!/-, 


iktioiien  ersboii   (irades 


dus  heiasii,  a^j,  ...  x„   sind  ganze  homogene  Fun 
von  i/ij  ...  »/„;  folglicli,  setzt  man  in 

statt  a\,...x„  diese  Wcrthe,  so  erhült  man  eine  Funktion  w-teii 
Grades  von  y^,  ...  !/„  und  zwar  eine  homogene,  wenn  die  erstere  eino 
solche  war. 

Kapitisl  2.     Die  Produktliiiilung  im  AUgümeiueii. 

§  1.     Produkt  zweier  Grössen. 

37.  Erklärung.  Unter  dem  Produkte  [ah]  einer  extensiven 
Grösse  a  in  eine  andere  h  verstehe  ich  diejenige  extensive  Grösse  (oder 
auch  Zahlgrösse),  die  man  erhält,  indem  man  zuerst  jede  der  Einheiten, 
aus  denen  die  erste  Grösse  a  numerisch  abgeleitet  ist,  mit  jeder  der 
Einheiten,  aus  denen  die  zweite  b  numerisch  abgeleitet  ist,  zu  einem 
Produkte  verknüpft,  dessen  erster  Faktor  die  Einheit  der  ersten  Grosse 
und  dessen  zweiter  Faktor  die  Einheit  der  zweiten  Grosse  ist,  dann 
dies  Produkt  mit  dem  Produkte  derjenigen  Ableituiigszahlen  multiplicirt, 
mit  welchen  jene  Einheiten  verknüpft  waren,  und  die  sämmtlichen  so 
gewonnenen  Produkte  addirt,  das  heisat,  es  ist 

[Sare,.Sß,e;]  =  i:a,-ß.[ere,], 
wo  c-,  Gj  die  Einheiten,  aus   denen  die  Grössen  numerisch   abgeleitet 
sind,  a^,  /3,  die  zugehörigen  Ableitungazahlen  bezeichnen,  und  die  Summe 
sich  auf  die  verschiedenen  Werthe  der  Indices  r  und  s  bezieht. 

Änm,  Da  das  Produkt  extensiver  Grössen  nach  der  Erlifg,rung  wieder  eat- 
21  weder  eine  estensive  Grösse  oder  eine  Zahlgrösse  ist,  -f-  ao  mnss  dasselbe  (nach  5) 
aus  einem  System  von  Einheiten  numerisch  ableitbar  sein.  Welches  dies  System 
von  Einheiten  aei,  und  wie  aus  ihnen  die  Produkte  [«r^J'  *°^  denen  jenes  Produkt 
zusammengesetzt  ist,  numerisch  abzuleiten  seien,  darüber  sagt  die  Definition  nichts 
aua.  Soll  also  der  Begriff  eines  beeoudereu  Produktes  genau  festgestellt  werden, 
so  müssen  noch  über  jenes  System  von  Einheiten  und  über  diese  Ableitungen  die 
nöthigen  Bestimmungen  getroffen  werden.  Sobald  diese  Bestimmungen  getroffen 
sind,  so  geht  aus  der  allgemeinen  Gattung  der  Produktbildungen,  wie  sie  oben 
festgestellt  wurde,  eine  besondere  Art  der  Prodnktbildung  hervor. 
Hat  man  zum  Beispiel  das  Produkt 
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so  ist  dasselbe  (nach  37)  gleich 

Besondere  Arten  der  Prodnkthildimg  würden  nnn  hervorgehen,  wenn  noch  die 
Einheiten  festgesefat  würden,  aus  denen  dies  Produlrt  numerisch  abgeleitet  werde« 
soll,  und  die  Art  bestimmt  würde,  wie  die  (ier  Produkte 

[.,..],  [.,.,],  [.,..],  h«j 

aus  jenen  Einheiten  numerisch  abzuleiten  sind.  So  zum  Beispiel  könnte  festgesetzt 
werden,  dasa  diese  yier  Produkte  selbst  das  System  der  Einheiten  bildeten,  aus 
denen  P  numerisch  abzuleiten  ist,  dann  sind  iCi»/,,  x,y^,  x^y,,  x^y^  die  Ableitungs- 
zahlen von  P;  nnd  wir  hätten  eine  besondere  Art  der  Produktbüdung,  die  sich 
dadurch  auszeichnen  würde,  dass  zu  ihrer  Feststellung  keine  Gleichungen  er- 
forderlich wären.  Oder  man  könnte  drei  unter  ihnen,  etwa  [e,e,'],  [fiieäli  F^b^J 
als  Einheiten  festsetzen,  und  die  Bestimmung  hinzufügen,  dass  [e^e,]  ^=  [e^e^] 
sein  sollte;  dann  wurden  die  Ableitung s zahlen  von  P  sein 

eine  Art  der  Produttbildnng,  die  sich  dadurch  auszeichnen  würde,  daas  ihre  Ge- 
setze mit  denen  der  algebraischen  Multiplikation  identisch  sein  würden.  Oder 
maai  könnte  eine  imter  ihnen,  zum  Beispiel  [eiCa]i  ^^  Einheit  festsetzen,  aus 
welcher  das  Produkt  P  numerisch  abzuleiten  sein  soll,  und  für  die  übrigen  etwa 
die  Bestimmungen  treffen,  dass  [e, e,]  =^0,  [e^ej  =  —  [ßiCj],  [e^e,]  ==  0  sein  soll. 
Dann  würde  das  Produkt  Pnur  eine  Ableitungsnahl  haben,  nämlich  sc^y^  — a^^J/i; 
eine  Produktbüdung,  die  ich  unten  kombinatorische  genamit  habe.  Ja  ruan  könnte 
auch  ein  System  von  anderen  Einheiten,  unter  denen  [e,ej,  [6,6;],  [ß,«i],  [^Cjl 
nicht  vorkämen,  zu  Grunde  legen,  und  dann  bestimmen,  wie  diese  vier  Produkte 
aus  ümen  abzuleiten  seien,  zum  Beispiel  könnte  mau  etwa  die  absolute  Einheit 
zu  Grunde  legen,  und  etwa  festsetzen,  es  solle 

[.,.J  -  1,   [.,.,]  -  0,   h.j  _  0,   [.,,,]  _  1 
sein,  in  diesem  Falle  würde  P  eine  Zahl,  nämlicli   ^x^y^-^x^y^    sein;  eine 
Produlitbiictuiig,  die  icli  nnten  innere  genannt  halte. 

Gegenwartig  werde  ich  nur  diejenigen  Gesetze  behaudetn,  welche  aus  der 
allgemeinen  Erklärung  des  Produktes  in  ST  hervorgehen,  und  welche  also  für  alle 
Arten  der  Produkte  gelten.  Ich  habe  das  Produkt  durch  eine  Klammer  um- 
schlossen, mn  es  ¥0n  dem  gewöhnlichen  Produkte  der  Algebra  zu  unterscheiden. 

38.    Statt  Sit  einer  Grösse  a  einen  Faktor  h  hinnymtfü^enf  hann  22 
man  ihn  in  dem  Ableiiungsatisärmk  der  ersleren  jeder  Eitümt  mtf  ent- 
sprechende Weise  hinzufügen,  das  heisst 

[£(!,.«,.»]  — Z«,[o,S]. 

Beweis.     Es  sei  6  —  Sß.e,,  so  ist 


lSv,.b]  _  [£oA.2fte.]  _  Za,ß.[e,ei 

—  2;«,ft[«,e;j  +  Scß.lete,]  +  ■■■ 
I—  i<,Z/S.[e,e.]  +  nZß,[e,t,]  +  ■■•) 

—  «,[«.  Zft«.]  +  «,[«,.  Sfte.)  +  •■• 

—  «,KS]  +  a,[e,e]  + 2;«,[&S]. 


[37] 
PI 


[.17] 
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39.  Ein  FroduU  zweier  Fakloren,  dessm  einer  FaJctor  ei 
ist,  ist  gleich  einer  Summe  von  Produkten,  die  man  erhält,  indem  man 
in  dem  ursprOi^lichen  Brodttkte,  statt  des  eerstückten  Faktors  nach  und 
nach  jedes  Stück  seiet,  das  heisst 

[("  +  ?'+■■■>]  =  CM  +M  +■■■ 
[iH«  + J +  ■■-)]  =  [;*«]  + [F?']+---. 

Insbesondere  ist 

[(«  +  s)t]-[oc]  +  [;.c] 

[c(a  +  b)}  =  [eai  +  lcf\. 
Beweis.    Rs  sei 

so  ist 

-  [(Z«,e,  +  £(!,.,  +  ■■■),,i  =  [£(«,+  ft,  +  ...)»,^J)]  in 

-£(«,  + fr +  ---)fci']  138] 

=  £«,[&l,]  +  2;/S,[e,li]  +  ..^  [9] 

-i:£«,.p]+[2(i,*.li|  +  ..-  [38] 

-M  +  M  +  --- 

Somit  ist  die  erste  Formel  bewieaen.  Den  Beweis  der  zweiten  Formel 
erliäit  man  aas  dem  der  ersten,  wenn  man  den  Faktor  p  überall  als 
ersten  Faktor  einsetzt. 

40.  Statt  den  einm  Faktor  eines  Produldes  {sweier  Faktorm)  mit 
einer  Zdid  {a\s^t  muUipliciren,  kann  man  das  ganze  Prodtdd  mit  dieser  Zahl 
mnltipUciren,  das  heisst 

[{^a)h]  ^a[ah\ 

[b(aa)}  =  a[bal 
Beweis.    Es  sei  a  =  Ea,e,,  so  ist 
»  |(«o)6]-[(<..£M)i.|-[(i-«»,,,)4]  HO] 

=  Z««,|>.,tJ  [38] 

=  uSa,[e,hi  [13] 

-o  [£«,«,.  SJ  [38] 

_«[«6]. 
Der  Beweis  der  zweiten  Formel  ergiebt  aicli,  weim  man  &  überall 
als  den  ersten  der  beiden  Faktoren  setzt. 

41.  Statt  m  einer  Grosse,  die  aus  beliebigen  Grössen  a,h,... 
mimerisch  abgeleitet  ist,  einen  Fc^stor  p  hinzumfiigen ,  kann  man  ihn  in 
dem  Ausdrut^  dieser  Ableitung  011  jeder  der  (Bossen  a,  h,  . . .  auf  ent- 
spredtertde  Weise  hinzufügen,  das  heisst 
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|(„„  -\-ßh  +  --  ■)p\  =  «[«ri  +  ß{i>p\  +  ■■■ 

I 

[i>(««  + /Si +■- OJ -«[?«)  + Cfesj +  ■■■  ■ 

Beweis,    [(.a  +  ,j4  +...>]  -  [(«<•>]  +  [((JSM  +  •  ■  ■         [39] 
_»|opl  +  /iM+  L401 

42.  Dos  FroduU  suae)  Faltoim,  welcite  aui>  helicitgen  hiobben 
eldtet  sind,  erhalt  man,  indem  man  sumst  statt  yäes  FaktOit, 
eine  der  Grössen  setzt,  aiis  denen  er  abgeleitet  ist,  das  so  gewonnene  Pio 
diikt  mit  dem  Proditlte  det  zu  dm  suhstituwten  Giuti'ien  gehörigen  Ab- 
leitunj/ssoMen  multiplicvri,  und  die  sammflzchen  JPiodulte,  wekhe  sich  auf 
diese   Weise  Ülden  lassen,  additt,  das  Jietsst 

[Sccrttr .  SßA]  =  Ufx.ßXarh'}, 
tvo  Ur,  h  heliebige  Grossen,  Ur,  ß^  heliebige  Zahlen  mul 

Beweis.     [£c:,-ar.SßA]  =  2;ar[«,--^iJ,&J  1.41  J 

=  Eu,{i:ß,\_aX\)  [41.1 

=-iX^,M,].  [13J 


§  2.     Produkt  mehrerer  Gröesen. 


43     Erl'Piruno- 


)  F  k 

P       1» 


E     P 

P     H 
h  d      F 


Wenn  au«  eiiieju  Produkte  ein  anderes  dadurch 

m  itt  jedes   Faktors,   der   in   dem 

im  m  (ihm  gleichen  oder  von  ihm 

ich   die   beiden  Produkte   ein- 

f     den  Faktor  des  ersten  Produktes  24 

h  des  andern  Produktes.    Zweien 

h  Produkten  heziehungsweise  zwei 

h    d     W        hm  ufugen,  heisst  sie  so  hinzufugen, 

P        k  einander  entsprechend  weiden, 

m  id  der  m  dem  andern  Piodukte 

h  F  ktoren  weiden,  und  dir    IusIit 

entsprechend  bleiben 

h  m  d      F  ktoren  a,  h,         iigend  wie  Lut- 

w  messen    scheint,   mit   P,,i,       be- 

elben  Entwickelung   P/,,,-,,,,    das 

k  h  m  die  Faktoren  h,  i,  ...  der  Reihe 

ts  n. 

mm     g  behrlich,  wenn  man  allen  Zwoideutig- 

di      ak       ü  einea  Produktes  extenBiver  Grössen 

1»  zu  besonderen  Produlcten  vereinigt 

F        :i  in  das  Produkt  eingeht,  bestimmt 

Kr  Produkte  .seien  die  Produkte  u(bc) 
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and  d{ef)  gewählt,  wo  die  Faktoren  Bich  der  Eeihe  nach  entsprecieii.  Sollen  zu 
ilinea  noch  beziehlich  die  Faktoren  g  und  fi  in  entsprechender  Weise  hinzngefügt 
werden,  so  kann  dies  anf  verschiedene  Arten  geschehen,  zum  Beispiel  so,  dass 
die  Produkte  a{bc)g  und  d(ef)h  heiTorgehen,  oder  aifigc)  und  diehf),  nnd  so 
weitei'.  Was  die  Bedentung  ausgelassener  Klammern  betrifft,  bo  verweise  ich  auf 
Nr.  7  Anmerkung. 

44.  Wenn  ein  gegebenes  Produkt  einen  Faktor  p  enthält,  der  aus 
beliebigen  Grössen  a,h,  c,  ...  durch  die  Zahlen  q,  r,  s  abgeleitet  ist,  und 
man  setst  in  jenem  Frodukte  statt  des  Faktors  p  nach  und  nach  die 
Grusseil  a,  b,  c,  ...,  multiplieirt  die  so  erhaltenen  Produkte  besiehlidi  mit 
g,r,  s,  ...  und  addirt  diese  Ausdi-ücke,  so  ist  üire  Summe  gleich  dem 
gegebenen  Frodukte,  das  heisst 

p,.+,.+...-«p,+rP.  +  -... 

Beweis.  Wie  das  Produkt  auch  beschaffen  sei,  immer  kami  mau 
es  so  entstandeji  denken,  dass  zu  dem  Faktor  p  die  Übrigen  Faktoren 
fortschreitend  iii  bestimmter  Weise  hinzugetreten  seien,  nämlich  so, 
dass  zu  p  zuerst  ein  anderer  Faktor  (sei  es  als  erster  oder  als  zweiter 
5  Faktor  des  Produkts)  f  hinzugetreten  sei,  zu  diesem  Produkte  wieder 
ein  anderer  und  so  fort.  Statt  nun  aber  einen  Faktor  zu  einer  numerisch 
abgeleiteten  Grosse  hinzuzufügen,  kann  man  ihn  (nach  41)  in  dem  Aus- 
druck jener  Ableitung  zu  jeder  der  Grössen,  aus  denen  jene  erstere 
abgeleitet  war,  auf  entsprechende  Weise  hinzufügen.  Folglich,  statt  zu 
p  ^q^a  -\-  rh  ■\-  ■■■  die  übrigen  Faktoren  in  der  genannten  Weise  fort- 
schreitend hinzuzufügen,  kann  man  sie  in  dem  Ableitungsausdr nck  in 
entsprechender  Weise  zu  jeder  der  Grössen  a,b, .. .  hinzufügen,  das  heisst 
J>,  =  qPa  -f  rPi,  +  ■■■,  wenn  p  =  qa  ^-  rb  -]^  ■■■ . 

45.  Der  Sats  42  gut  auch  für  mehr  als  zwei  Faktoren,  das  heisst 

[Zct.ar .  2:ßA  ■  ■  •]  =  ■^«'■Ä  ■  ■  ■  [«'■^^  ■  ■  ■]  ■ 
Beweis.    Gilt  der  Satz  für  irgend  eine  Anzahl  von  Faktoren,  zum 
Beispiel  für  [S{era,..i:ßA ...  Zx^h»^],  sodass  also 
(a)  [2Jarar .  SßA  ■  ■  ■  ^^«M  =  ^^rß. .  ■ .  x..[.arh, . . .  k„\ 

ist,  so  gilt  er  auch,  wenn  noch  ein  Paktor,  zum  Beispiel  HX^l^,  hinzu- 
tritt; denn  es  ist 

ISa.a,- .  2:ß,h  ■  ■  ■  SxJ^n  ■  SXJ.']  = 

=  IZttrß,  ...«„, [aA  ...k,„]. UIX]  I Dach  a] 

=  2:arßs...  x,^lnia,b,  ...kj,'].  [42] 

Also,  wenn  die  Formel  45  für  irgend  eine  Anzahl  von  Faktoren 

gilt,  so  gilt  sie  auch,  wenn  noch  ein  Faktor  hinzutritt.    Nun  gilt  sie 

aber   (nach  42)  für  zwei  Faktoren,  also   auch  für  drei,   vier  und  so 

weiter,  also  für  beliebig  viele. 
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46.  Statt  die  Faläoren  eines  Produktes  mit  einer  Seihe  von  Zahlen 
{q,  r,  ...]  SM  multipliciren,  Tumn  man  das  ganze  Produkt  mit  dem  Pro- 
dukte dieser  Zahlen  multipliciren,  das  heisst 

P.ia,rt„..=^qr...Pa.:.,.... 

Böweis.     Nach   44  ist  P,a  =  qPa,  also  auch 

-F^fl,,■Vs...  =  S^'^'■'v■■,-..  f44"l 

=  (jrP„,„,,.,.,.  r44") 

und  so  weiter,  eiirllich 

=  qrs...P.,,,,,....  [44J 

47.  Zwei  in  einem  Proätikte  vorkommende  Faktorejt,  welche  in  einer 
Zahlbesiehung  m  einander  stehen, .  kann  man  ohne  Werthänderung  des 
Produktes  vertauschen,  das  heisst 

Pua,ru  =  P,:,„u- 

Beweis.     Es  ist  iv. 

P,a...  =  9rP„,„  [46] 

-^rqP^.a^Pru,,,a-  [46] 

§  3.     Die  Vera chie denen  Arten  der  Produktbildnng. 

48.  Erklärung.  Wenn  die  ProduktLilduug  dadurch  näher  be- 
stimmt wird,  dass  zwischen  den  Produkten  der  Einheiten  Zahlbe- 
ziehungen bestehen,  so  nenne  ich  jede  Gleichung,  welche  eine  solche 
Zahlbeziehung  ausdrttckt,  eine  zu  jener  Art  der  Produktbildnng  ge- 
hörige Bestimmungsgleichung.  Einen  Verein  von  p  Bestimmungs- 
gleichungen, von  denen  keine  aus  den  übrigen  gefolgert  werden  kann, 
nenne  ich,  wenn  zwischen  den  Produliten  keine  andere  Zahlbeziehung 
herrscht,  als  die  aus  jenen  Gleichungen  gefolgert  werden  kann,  ein  zu 
jener  Produktbildung  gehöriges  System  von  Bestimmungsgi  ei - 
chungen. 

49.  Jedes  Sifstem  von  m  Sestimmtmgsgleidiungen  stoischen  den  n 
Einheitsprodukten  E^,  ...  E^  kann  auf  die  Form  gd?racht  werden,  dass 
jede  der  Gleidiungen  ausdrückt,  wie  am  n  —  m  jener  Einheitsprodukte, 
mm  Beispiel  aus  E^,  ...  JE„-m,  die  ührig&t  m  numeiisdt  ableitbar  sind. 
Dann  bilden  F^,  ...  En-m  ein  System  von  Eijtheiten,  aus  denen  alle  Pro- 
dukte, die  zu  dieser  FroduJdbildung  gehören,  ableitbar  sind. 

Beweis.  Nach  48  soll  jede  Gleichung  des  Systems  der  m  Bestim- 
mungsgleichungen eine  Zahlbeziehung  zwischen  E^,  ...E„  ausdrücken. 
Jede  solche  Zahlbeziehung  wird  sieh  (nach  16)  auf  die  l'oriu 

a,E^-\ |-a,J5'„  =  0 

bringen  lassen,  in  welcher  die  liahlen  «j,  ...  h,  nicht  alle  zugleich  null 
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sind.  Es  sei  eine  derselben  betrachtet,  und  sei  in  ihr  etwa  k^  ungleich 
Null,  so  kann  man  -E„  durch  lE^^, . . .  -E„_i  ausdrücken.  Substituirt  man 
diesen  Ausdruck  in  die  übrigen  (m  —  1)  Gleichungen,  so  werden  sie 
von  der  Form 

a,E^^ h"..-!-^— 1  =  0- 

In  keiner  der  so  erhaltenen  Gleichungen  dürfen  die  Zahlen  a^,  ...«„— i 
alle  zugleich  null  werden,  weil  sonst  diese  Bestimmungsgleichung  aus 
i7  der  ersten  gefolgert  werden  könnte,  f  was  dem  Begriffe  eines  Systems 
von  Bestimraung^leichungen  (nach  48)  widerspricht.  Es  sei  eine  der 
so  erhaltenen  Gleichungen  betrachtet,  und  sei  in  ihr  etwa  der  Koef- 
ficient  von  I?„_i  tmgleich  NuU;  so  wird  E,_i  sich  durch  E,,  ...  -E„_2 
ausdrucken  lassen,  und  wenn  dieser  Ausdruck  in  die  übrigen  {m  —  2) 
Gleichungen  eingeführt  wird,  so  erhalten  sie  die  Form 
K^i;  ^ 5.-  «^_3Ü:„_a  =  0. 

Da  auf  diese  Weise  durch  die  Anwendung  jeder  neuen  Gleichung 
immer  eine  neue  unter  den  Grössen  E,,  ...  E^  aus  den  übrigen  Glei- 
chungen verschwindet,  wir  wollen  annehmen,  jedesmal  die  letzte  unter 
den  bis  dahin  vorhandenen,  so  behält  man  zuletzt  nur  noch  die  Grössen 
7?,,  ...  E„-„i,  durch  welche  sieb  alle  übrigen  En-m-^-i,  ■ .  ■  E„  aus- 
drücken lassen. 

50.  Erklärung.  Jede  Produktbildun^,  deien  Bt  stimmun^aglei 
chungen  geltend  bleiben,  wenn  man  stitt  der  diim  voikommendeu 
Einheiten  beliebige  aus  ihnen  numerisch  abgeleitete  Glossen  setzt, 
hoisst  eine  lineale  Produktbildung  (Multiplikation) 

51.  Mir  Produkte  aus  stvei  Faktoren  gtebi  es  ausser  äeijenigen 
ProäuMbüäung ,  welche  gar  Iceine  Bestimmimgsgleidiung  hat,  und  d^ 
jenigen,  deren  FrodwUe  alle  null  sind,  mir  Sivei  Gattungen  ImeaUr  F/odull 
Uldung,  und  swar  ist  das  System  der  Bestimmmigsgleichungen  fm  die  nne 

(1)  MJ  +  [e,e.]  =  0, 
für  die  andere 

(2)  [e,ei-[eA], 

WO  für  r  und  s,  wenn  Cj,  e^,  ...  Cn  die  Einheiten  sind,  nach  und  nach 
jede  zwei  der  Zahlen  1 ,  ...  n  gesetst  werden  sollen. 

Beweis.    Jede    Bestimmungsgleichung   wird   bei    zwei   Faktoren, 
die  aus  den  Einheiten  gj,  ...  e„  abgeleitet  sind,  die  Eonn  haben 
(a)  Safere,]  =  0, 

wo  die  Koefficienten  Ur,,  beliebige  Zahlen  sind,  die  aber  nicht  alle 
gleichzeitig  null  worden  dürfen,  und  wo  für  r  und  .1  nach   und  nach 
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je  zwei  der  Wertlie  1,  ...  n   in  die  Summe   e  n^etuhit  weilen  sollen. 
Wir  nehmen   an,   die   Prodnktbildunif     olle  -f  eine   lineile   sein;   das  28 
heisst  (nach  50),  es  soll  jede  Bestimmui  „  glei  hung  noch  geltend  bleiben, 
wenn  man  atatfc  der  Einheiten  beliebige  aus  ihnen  nomenscli  abgeleitete 
GrrBssen  setzt. 

Man  setze  in  (a)  2Xr,ußu  statt  ^r  und  Hx^^^e^  statt  e^,  wo  die  Summen 
sieh  nur  auf  die  Indiees  u  und  v  beziehen,  und  Xr,,,  und  x^,^^  beliebig 
zu  wählende  Zahlen  bedeuten.    Dann  erhalten  wir 

=  2;k,.  ,2;a:^,,.3;,,,[e„e„],  [42] 

also 

0  =  iX,a:^,„a:,,„[e,.e,],  [13] 

indem  .sich  nun  die  Summe  auf  alle  vier  Werthe  r,  s,  u,  v  bezieht. 
Vertauscht  man  hier  r  mit  s  und  u  mit  v,  was  man  kann,  da  r,  s, 
u,  V  m  jedem  Gliede  ganz  beliebige  der  Zahlen  1,  ...  n  sind,  so  er- 
hält man 

0  =  .2as^,3;j,„a;r,„[e„e„], 
und  indem  man  diese  Gleichung  mit  der  obenstehenden  addirt,  erhält  man 

(b)  0  =  Sx,,.x,,^(a,,,[e,e,]  +  «.,.[e,ej), 

eine  Gleichung,  welche  für  die  Anwendung  bequemer  ist,  als  die  beiden 
vorhergehenden.  Sie  muss  für  alle  Werthe,  die  man  den  Grossen  Xr,i,, 
Xi,,„  geben  mag,  gelten. 

Man  setze  mm  in  (b)  irgend  eine  der  Grössen  Xr,„  etwa  Xa,c  zu- 
erst =  1,  dann  =  —  1,  subtrahire  die  so  erhalteneu  zwei  Gleichungen 
von  einander,  und  dividire  durch  2,  so  fallen  alle  Glieder  weg,  welche 
Xa^c  entweder  keinmal  oder  zweimal  enthielten,  und  es  bleibt  nur 

-2:3;,,,K,[6,e„]  +  «,,<,[e„ej)  =  0, 
wobei  jedoch  unter  den  Werthepaaren  von  s  und  v  dasjenige  auszu- 
lassen ist,  für  welches  zugleich  s  =  a  und  jj  =  c  ist.  Setzt  man  nun 
hierin  wieder  irgend  eine  der  Grössen  x^^^,  zum  Beispiel  Xi,^4  zuerst 
gleich  1  und  dann  gleich  —  1,  subtrahirt  die  so  erhaltenen  zwei  Glei- 
chungen und  dividirt  durch  2,  so  fallen  wieder  die  Glieder  weg,  welche 
Xi^ii  nicht  enthalten,  und  es  bleibt 

(c)  Ka,i\ece^  -V-  ß6,„[criej  =  0 

zunächst  nur  für  je  vier  Indiees  a,  h,  c,  ä,  von  denen  nicht  -j-  gleich-  aa 
zeitig  der  ,erste  dem  zweiten,  der  dritte  dem  vierten  gleich  ist. 
Hierdurch  reducirt  sich  die  Gleichung  (b)  auf 

0  =  ^Xr^^Xr,,clXr,r[eiil!ul- 

Setzt  man  hierin  für   eine  der  Grössen  Xru,  etwa  für  Xat,  nach   der 
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lleihe  zwei  einander  nicht  entgegengesetzte  Werthe,  zum  Beispiel  1  nnil  2 

ein,  subtraliirt  die  so  erhaltenen  Gleichungen  von  einander  und  dividirt 

die  iiestgleichung  in  diesem  Falle  durch  3,  so  bleibt 

(d)  0  =  «„,„kej, 

das  heisat,  die  Gleichung  (c)  gilt  auch  für  den  vorher  ausigesehlossenen 

Fall,  da,ss  0  =  6,  e  ^=  d  ist. 

Somit  folgt  aus  der  Gleichung  (a),  wenn  sie  eine  lineale  Bestim- 
mungagleiehnng  sein,  das  heiast,  noch  geltend  bleiben  soll,  welche  aus 
den  Einheiten  abgeleitete  Grössen  man  auch  statt  derselben  einführen 
mag,  nothwendig  die  Gleiehungsgruppe  (c) ;  aber  auch  umgekehrt,  wenn 
die  Gleichungsgruppe  (c)  gilt,  so  folgt  aus  ihr  die  Gleichung  (b), 
welche  ausdrückt,  daßs  die  Gleichung  (a)  lineal  sei. 

Setzen  wir  in  (c)  die  Indices  c  imd  d  einander  gleich,  so  geht 
sie  über  in 

(0)  {".,.  + «v)[«J-0. 

und  setzen  wir  in  ihr  a  =  h,  so  geht  sie  über  in 
(f)  «...fciij  +  t&ej)  -  0. 

In  diesen  gleich  Null  gesetzten  Produkten  muss  (nach  12,  0)  jedesmal 
der  eine  oder  der  andere  Faktor  null  sein. 

Nehmen  wir  zuerst  an,  [ceej  sei  von  Null  verschieden,  so  muss 
nothwendig  für  je  zwei  Indices  a  und  h 

«a,b  -{-  tt/^a  =  0,  das  heisst:  —  ß„,j,  =  ft/,,„ 
sein.     Setzen  wir  dies  in  (c)  ein,  so  erhalten  wir 

««,i([eeed]  ~  [e^ec])  =  0. 
Sollte  hier   [Coe^]  —  [c^ej  von  Null  verschieden  sein,   so   miissie   der 
andere  Falttor  «,^ft  für  je  zwei  Indices  a  und  b  null  sein,  das  heisst, 
die   Gleichung  (a)  würde  identisch  null  gegen  die  Annahme.     Somit 
muss  in  diesem  FaUe,  wo  [e^ed  von  Null  verschieden  ist, 
[ec^ri]  -~  [eijScl  ="  0,  das  heisst:  [eceal  =  [SdCcJ 
sein,  das  heisst,  es  tritt  die  Gleichungsgruppe  (51,  2)  ein, 
;o  Ist  nun  -|-  im  zweiten  Falle  [CcCj  =  0,  oder,  indem  wir  a  statt  c 

setzen,   [Cae»]  =  0,  so  können  wir  diese  Gleichling   als   Bestimmungs- 
gleichung an  die  Stelle  der  Gleichung  (a)  setzen;   dann  ist   ««,„  =  1, 
während  alle  Übrigen  Koeffieienten  null  sind,  und  es  folgt  dann,  indem 
wir  diesen  Werth  «„,a  =  1  in  (f)  einsetzen, 
[e=erf]  +  [e,ej  =  0, 
das  heisst,  es  tritt  die  Gruppe  (51,  1)  ein. 

Nun  vräre  noch  möglich,  daas  beide  Gruppen  (51,  1)  und  (51,  2) 
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zugleich  geltend  wären.  Allein  dann  würde  folgen,  dass  [ScCd]  =  0,  also 
alle  Produkte  null  wären,  ein  Fall,  den  wir  oben  ausgescMoasen  hatten. 

Es  sind  also  keine  andern  linealen  Produktbildangen  möglich,  als 
die  im  Satze  genannten.  Dass  diese  nun  in  der  That  lineale  sind,  folgt 
sogleich  aus  der  Gleichung  (c),  verglichen  mit  (a).  In  der  That,  wenn 
(g)  [e„ej  +  re,e„]  =  0 

die  Ueatimmungsgleichungen  sind,  und  mau  setzt  irgend  eine  derselben 
als  die  Gleichung  (a),  so  ist  für  sie  «o,,,  =  1,  «6,o  =  +  lj  und  alle 
übrigen  Koefficienten  sind  null.  Dann  geht  die  Gleichungsgruppe  (c) 
über  in  __ 

[e,ea]  +  [e^ej  =  0, 
welche  schon  in  der  gegebenen  Gruppe  (g)  enthalten  waren.   Also  sind 
jene  beiden  Gattungen  der  Produktbildung  lineal  und  zwar  die  einzig 
möglichen  ausser  dei  beat immun gslosen  und  dei  Terschwindeoden 

AiiiB  Soll  iho  das  biahei  sicli  vcn  selbst  il ii bietende  Princip,  dass  niui 
hell  jedes  doiih  tmi,  Gleichung  iiiBdnii,klidie  &eseta  lucli  bestehen  bleibt,  ■wenn 
man  ^tatt  dei  Emkeiteii  beliebige  aus  ihnen  abgeleitete  triossen  setzt  ineh  m 
der  nitchsten  Entwickelung  noch  fortbe^tehe^,  'o  ifct  Item  andeicr  loitsolutt 
möglich,  ale  dei  zu  den  beiden  genannten  Prodüktbildüngeii  Nehmi  n  wii  dei 
Lmfiuiiheit  wegen  nm  zwei  Eiaheiteii  e,  und  fj  an,  so  ist  di«  S\  teni  dei  Bc 
stiinmungsgleiühungm  fui  die  erste  Gattung  glen-hzeitig 

[...,]- h«i]  -  0  uud  [.,«,]--[«,«.], 
und  für  die  zweite 

In  Bezug  auf  die  Operationen  ist  die  letztere  Gattung  die  einfachere.  Ja,  dii 
die  Beefcimmungsgleichmigen  derselben  nichts  weiter  ausdrücken  als  die  Vertausch- 
bavkeit  der  Faktoren,  so  ist  diese  Multiplikationsgleichung,  was  die  Operationen 
anlangt,  identisch  mit  der  gewöhnlichen  Multiplikation  der  Algebra,  weshalb  ich 
sie  auch  die  -f  algebraische  genannt  habe*).  Es  versteht  sich  von  selbst,  3 
dasB  ihr  auch  eine  algebraische  Division,  Potenzirung,  .  .  .  zur  Seite  geht,  und 
dass  man  für  alle  diese  Verknfipfimgen  estensirer  Grössen  unmittelbar  die 
algebraischen  Gesetze  als  geltend  annehmen  darf.  Hingegen  ist  diese  Multi- 
plikation, was  die  durch  sie  erzeugteu  Grössen  betrifft,  sehr  viel  komplicirter  als 
die  erstere  Gattung,  welche  ich  die  kombinatorisclie  genannt  habe. 

In  der  That,  beti'achten  wir  bei  zwei  Einkeiten  e,  und  %  das  Produkt  zweier 
Taktoren 

so  redueirt  aick  dies  bei  der  ersten  Gattung,  wo  [e^e^]  =  [e^e^]  ==  0,  \e.^e^]  ^— [Cißj] 
ist,  auf  (3itj  — 3  r,)[eiej]  also  auf  nur  eine  Einheit  namhch  [t-ifj]  ja  wenn 
in  einer  Entwiekelungsreihe  nie  mehr  alt  jene  beiden  ursprungbchen  Einheiten 
e,  und  e^  TOikommen  so  wild  mia  jhne  der  Allgemeinheit  Fmtia^  zu  thun 
[e,  c,]  ^  1  setzen  können    und  eihält  dann  als  R  sultat  dti  Multiplikation  eme 
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Z  lil      I  anz  indei     Lei    le»  zweiten  Uattung   wo  sidi  jenes  Prilikt  luf 

«•.["l  +  ü.     ['«]  +  (!',  +  «.■■,)[<,',] 
ledutirt    tIio  auf  nicht  weaigei  i1e  drei  Einheiten 

Da  es  in  ier  Entwiikelung  der  Wissenschaft  Tor  allen  Dingen  darauf  An 
kommt  (be  nai-h  und  nach  heivortietenden  Grcsen  in  ihrem  emfichsten  Begriffe 
zu  erfissen  so  ist  hier  dei  Uehergang  zu  der  eisten  Gattung  dei  Multiplikation 
mit  N^othwendigLeit  geboten  Ja  da  die  durch  algebraische  Multiplikation  exten 
aivei  Glossen  eizeugten  bebilde  nuht  mehr  als  einfache  Grössen  sich  darstellen 
bOndera  Tielmehi  den  Punktionen  der  Algebra  si:,h  panllel  stellen  in  werden 
wii  dieser  Multiplikation  erst  im  aweiten  Tlieile  dieses  Werkes  wiedei  liegegnen 
welcher  die  Ftinkbonen  behindeln  wiid 

Ich  veiweise  in  Bezug  int  lie  Entwickelung  der  yertcluedeneii  Multipli 
kationsgattungen  auf  die  vorbei  ingefubi-te  AbhT,ndliiiig  in  Crelle  s  Journal  Dirt 
habe  ich  fnr  den  obigen  fcatz  einen  zwvi  weitläuftigeien  aber  elementaieien  Be 
weis  gegel  en  Die  allgemeine  Idee  dei  Multiplikation  w  e  s  e  uu  ersten  Paia 
graphen  dieses  Kipitels  ntincl  elt  st  habe  th  '.clicn  n  di.i  isten  Ausgabe 
memei  Au  dehnungslehie  {%  10—1«)  zu  brinde  gelebt 


Kapitel  3.    Konibhiatorisches  Produkt. 

§  1.     AUgememe  Q-esetze  der  kombinatorischen  Multiplikation. 

52.  Erklärung.  Wenn  die  Kaktoren  einea  Produktes  P  aus 
einem  Systeme  von  Einheiten   abgeleitet   sind,  und  je   zwei  Produkte 

aa  der  Einheiten,  welche  durch  Vertauschung  der  -|-  heiden  letzten  Fak- 
toren auseinander  hervorgehen,  zur  Summe  Null  geben,  jedes  Prodidit 
aber,  was  lauter  verschiedene  Einheiten  als  Faktoren  enthält,  von  Null 
verschieden  ist,  so  nenne  ich  jenes  Produkt  P  ein  kombinatorisches, 
und  jene  Faktoren  desselben  seine  einfachen  Faktoren;  das  heisst, 
sind  b  und  e  Einheiten,  Ä  aber  eine  beliebige  Reihe  von  Einheiten, 
so  wird  die  angegebene  Bestimmur^  ausgedrückt  durch  die  1  ormel 
[Abc]  +  [Aci]  =  0. 
Anm.  Waium  hier  gerade  mit  dieser  besonderen  Multipbkationsgattmig 
der  Anfang  gemacht  wird,  ist  Nr.  61  Anm.  entwickelt. 

53.  Man  'kann  in  jedem  kombinatorische»  Fiodult  die  hetdmt  Utzten 
(einfachen)  Faktoren  vertauschen,  wenn  man  nur  mgleiüi  dab  'i  orzeichen 
(  +  )  i«  das  entgegengesetzte  verwandelt,  das  heisst 

[Ahc'\  +  [Ach-]  =  0, 
amch  wenn  A  eine  ieliebige  Beihe  von  Faktoren  ist  und  h  und  c 
einfache  Faktoren  sind. 

Beweis.  1.  Es  seien  zuerst  b  und  c  Einheiten.  Da  mm  A  eine 
beliebige  Reihe  von  Faktoren  ist,  und  die  Faktoren  aus  den  Einheiten 
numerisch  ableitbar  sind,  so  erhält  man,  indem  man  statt  der  Faktoren 
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von  Ä  ihre  Äbleitungsauadrücke  setzt,  und  die  Klammern  löst,  (nach  45) 
einen  Ausdruck,  der  aus  den  Produkten  der  Einheiten  numerisch  ab- 
leitbar ist,  also  die  Form  hat 

wo  i'',.  Produkte  der  Einheiten  sind.     Setzt  man  dies  ein,  so  ivird 
[Abc]  +  [Ach']  =t-2^ß,E,./;e]  +  [SarEr.ch] 

=  2:«,[_E.öcJ  +  2Jur[E,ch]  [44] 

=  SariiErbc]  +  f-E.cöJ)  [12,  3] 

=  £«,0  [52.1 

=  0. 
2.   Es  seien  b  und  c  aus  den  Einheiten  r,,  c,;;,  ...   numerisch  ab- 
geleitet, und  sei 

b  =  Uß.er,  c  =  Syyßr, 
so  ist 

\AW\  -f  \_Ach\  =  [^l.^/J.e..2;j',c,.]  +  iA.ZY,-er.2:ß..er\  3 

=-  2;i5.y,[^e,,eJ  +  Sy^^iAcM  [45J 

=  2;^,.y,([4e,.e,]-|-[yle.(!,.])  [12J 

-=  Sß.yß  [Beweis,  1] 

=  0. 

54.  Jn  einem  kombinatorischen  Troäuläe  Icann  man  beliebige  sicel 
aufeinand^  folgende  einfache  FAtoren  vertausdimf  ivmn  man  gugleicli 
das  Zeichen  (^)  umlcekrt,  das  heisst 

[AbcD]  +  [.4cöö]  =  0, 
tücnn  A  und  D  beliebige  FaktormreiJim,  b  und  e  einfache  Falitoren  sind. 
Beweis.     Es  ist 

\AbGB]  -I-  [AcbD]  =  [[Abe]D\  +  [[Acb\T}]        [7,  Aum.| 
=  [([Abci  +  [Acb])D]  [30} 

=  0.1)  [53] 

=  0. 

55.  In  einem  hon-Mnatorischen  Prodtihte  Icann  man  beliebige  zwei 
einfache  Faktoren  vertauschen,  wenn  man  zugleich  das  Zeiclien  (-F)  *"''" 
hehrt,  das  heisst 

oder 

P<.,6  +  Pi,«  =  0. 
Beweis.    Angenommen,  zwischen  a  und  b  stehen  in  P«,(,  noch  n 
einfache   Faktoren,    Vertauscht  man  jetzt  b  mit   dem  nächst  vorher- 
gehenden Faktor,  das  heisst,  rückt  man  b  um  eine  Stelle  nach   links, 
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so  ändert  sich  (nach  54)  das  Zeichen;  rückt  man  also  h  nach  luid 
nach  über  die  n  Paktoren  hinweg,  welche  «rsprüngUch  zwischen  a  und  h 
standen,  so  ändert  sich  das  Zeichen  «-mal.  Jetzt  folgt  h  nnmittelbar 
anf  a,  Tertauscht  man  jetzt  a  mit  h,  so  ändert  sich  das  Zeichen  noch 
einmal.  Jetzt  steht  h  auf  der  Stelle,  wo  ursprünglich  a  stand;  um  nun 
auch  a  auf  die  Stelle  zu  bringen,  wo  ursprünglich  b  stand,  hat  man 
nun  noch  a  um  n  Stellen  nach  rechts  zu  rücken,  wobei  sich  das  Zeichen 
noch  M-mal  ändert.  Im  Gajizen  bat  es  sieh  (2«  +  l)-mal  geändert; 
durch  die  2»i-malige  Aenderung  wird  das  Zeichen  aber  wieder  das  ur- 
sprüngliche, und  da  nun  noch  die  einmalige  Aenderung  hinzukommt, 
so  ist  das  letzte  Zeichen  dem  ursprünglichen  entgegengesetzt,  also 

Pa,i P..«,   oder   Fa,i  -\-  P*.^  =  0. 

4  6Ö.    Erklärung.   Wenn  von  zwei  Grossenreihen  jede  die  Grössen 

a  und  h  cuthält,  und  zwar  jede  derselben  einmal,  und  in  beiden  Reihen 
a  fi-üher  steht  als  6,  oder  in  beiden  J>  früher  steht  als  a,  so  sage  ich, 
diese  beiden  Grössen  seien  in  jenen  Reihen  gleich  geordnet,  hin- 
gegen sie  seien  in  jenen  Reihen  entgegengesetzt  geordnet,  wenn 
in  der  einen  a  früher  steht  als  h,  in  der  andern  h  früher  als  a. 

57.  Zwei  hmhinatorische  Produkte,  welche  dieselben  einfachen  Fak- 
toren {aber  in  versdiiedener  Folge)  enthalten,  sind  einander  gleicli  oder 
entgegengesetd,  je  nachdem  die  Anzahl  der  in  beiden  Produkten  ein- 
ander entgegengesetst  geordneten  Faktorenpaare  gerade  oder  ungerade  ist, 
das  }ieisst 

ivenn  P  und  Q  Icomiinaioriscke  Produkte  sind,  teelche  dieselben  einfachen 
Faktoren  enthalten,  tmd  ioenn  r  die  Ansaht  der  Faktorenpaare  ist,  ivelchc 
in  P  entgegengesetzt  geordnet  sind,  wie  in  Q. 

Beweis.  Wenn  zuerst  je  zwei  Faktoren,  welche  in  dem  einen 
Produkte,  etwa  in  Q,  unmittelbar  aufeinander  folgen,  in  beiden  Pro- 
dukten gleich  geordnet  sind,  so  leuchtet  ein,  dass  dann  beide  Produkte 
identisch  sind,  und  sie  also  kein  entgegengesetzt  geordnetes  Faktoren- 
paar enthalten  können.  So  lange  es  daher  in  Q  noch  Faktorenpaare 
giebt,  welche  entgegengesetzt  geordnet  sind,  wie  in  P,  so  giebt  es 
auch  noch  mindestens  zwei  J"aktoren,  welche  in  Q  unmittelbar  auf 
einander  folgen,  und  welche  in  Q  entgegengesetzt  geordnet  sind  wie 
in  P.  Angenommen,  a  und  b  seien  zwei  solche  Faktoren.  Vertauscht 
man  sie  unter  einander,  so  erhält  maii  ein  Produkt  Q^,  welches  dem 
Produkte  Q  (nach  54)  entgegengesetzt  bezeichnet  ist,  und  in  welchem 
alle  Faktorenpaare,  mit  Ausnahme  des  Faktorenpaares  a,  h,  ebenso  ge- 
ordnet sind  wie  in  Q,  während  dies  Faktorenpaar  a,  h  in  ^j  entgegen- 
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Di'dnet  ist  wie  in  Q,  also  ebenso  geordnet  wie  in  F.  Also 
ist  die  Anzahl  der  Faktoreiipaare,  welche  in  Q^  vaä  P  entgegengesetzt 
geordnet  sind,  um  1  kleiner,  als  die  Anzahl  derer,  welche  in  Q  und  P 
entgegengesetzt  geordnet  sind.  Ist  diese  letztere  Anzahl  also  r,  so  ist 
die  erstere  r  —  1 , 

Ist  .f  nnn  »■  —  1  noch  nicht  nnll,  das  heisat,  gieht  es  noch  Faktoren-  a 
paare,  welche  in  Q^  und  P  entgegengesetzt  geordnet  sind,  so  kann 
man  mit  (^^  wieder  so  verfahren  wie  vorher  mit  Q;  man  erhalte  da- 
durch aus  Q,  das  Produkt  Q^,  so  ist  Ö8="~^i>  ^^^  '=i~-^)'''^7 
und  die  Anzahl  der  Faktorenpaare,  welche  in  Q^  und  P  entgegen- 
gesetzt geordnet  sind,  ist  r  —  2.  Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  bis 
man  zu  Q^  gelangt,  so  wird  Qr  =  (■ —  ^YQ,  nnd  die  Anzahl  der  Faktoren- 
paare, die  in  Qr  und  P  entgegengesetzt  geordnet  sind,  betrigt  >  —  ?, 
also  Null,  das  heisat,  die  Faktorenpaai-e  in  l^,  und  P  smd  s  immtliuh 
gleich  geordnet,  also  Qr  =  P,  somit  P=  §r  =•  ( —  1)''Ö 

58.  Wenn  inan  in  einem  liomhinatorisiAen  Ptidulfe  eine  Lethe  lon 
r  einfachen  Faictoren  mit  dner  tinmitteliar  dai  auf  folgenden  Bethe 
von  s  einfachen  Faktoren  vertatischt  {ohne  im  Ueinigen  die  (hdnung  det 
Faktoren  m  ändent),  so  ist  das  so  hervorgehende  Prodult  dem  w^ptung 
liehen  gleich  oder  entgegmgesetst,  je  nachdem  rs  goade  oda  ungerade  i^l, 
das  heisst 

[BC]  =  (-  I)"[eB],     [ABC]-  (-  lyiÄOB], 
wo  B  eine  Meihe  von  r,  C  von  s  einfachen  Faktoren  darstellt. 

Beweis.    Es  sei  C  =  c^c^ ...  c^,  also 

[ÄBCr]  =  iABc,a,...c,']. 
Vertauscht  man  nun  c^  mit  dem  letzten  einfachen  Faktor  von  B,  das 
heisst,  rückt  man  Cj  um  Eine  Stelle  vor,  so  ändert  sich  (nach  54)  das 
Vorzeichen  des  ganzen  Produktes;  rückt  c,  alao  um  r  einfache  Fak- 
toren vor,  das  heisst,  rückt  man  ihn  vor  die  Faktoren  von  B,  so  ändert 
sich  daß  Zeichen  »■-mal,  also  wird 

[ABc^c^...c;\  =  {—lyiAcjBc^c^...  c,], 
also  dies 

-=(-l)'(-l)'Uc.o,Bc,...a] 
=  (—l)"lÄCie,Be,...e,'] 
—  (—iy'[Äc^c,e,Sc,...c,] 


~-(—iy'[_Äe,e,...e,B] 
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[ABC]  =^(—iy'lACB\, 
lind  weuii  lauji  hierin  Ä  =  1  setzt 

[BCi-i-iy-iGBl 

59.  Wenn  man  in  einem  Jcomhinatorischen  FroditJde  eine  JRelJw  mn 
6  q  einfachen  Faktoren  mit  einer    { von  ütr }  durch  r  einfache  f  Faktoren 

getrennten  Bi^ie  von  s  einfallen  Faktoren  vertatischt,  so  ist  das  so  her- 
vorgelmnde  Produht  dem  iir^rünglicken  gleich  oder  entgegengesetzt,  je  nach- 
dem rs  -}-  sq-j-  qr  gerade  oder  ungerade  ist,  das  heisst 

[ABC]  =  (— l)"+'!+a'-[OiJ^], 
■wo  A,  B,  C  lieihen  von  hesiehlich  q,  r,  s  einfachen  Faktoren  darstellen. 
Beweis.    Es  ist 

[ABC]  =  (—  rp+'->'[CA.B]  [58] 

^i-^iy+r.^-iyriOBA]  [58] 

^  {—iy>+"i+''^[CBA]. 

60.  Wenn  swei  einfache  Fälitoren  eines  homhinatorischen  Produktes 
einander  gleich  sind,  so  ist  das  Produkt  null,  das  fieisst 

Pa,c,  =  0. 
Beweis.    Es  sei  P^^/,  irgend  ein  kombinatorisches  Produlft,  welches 
die  FLihtoreii  a  und  b  enthält,  und  Ps,„  das  durch  Vertanschuiig  toh 
a  imd  b  aus  ihm  hervorgehende,  so  ist  (nach  55) 

P.,ö  +  A«  =  0, 

also,  wenn   a  gleich  h  ist, 

Pa,a  +  P<,,a  =  0, 
das  heiest  2Pn,o  ^  Oj  somit  auch  Pa,a  ^  0. 

61.  Ein  kombinatorisches  Produkt  ist  null,  ivenn  sivischen  seinen 
einfachen  Faktoren  eine  Zahlbegiehting  Jterrscht,  das  Jieisst 

[rt,%aj...a„J  =0, 
wenn  eine  der  Grössen  «j, . . . ««  sich  aus  den  iibrigcn  mimerisch  ableiten 


«1  =  «stta  -{-  a^as  +  ■  ■  ■  +  a,)iß,n 
ist. 

Beweis.    Man  erhiilt,  indem  man  den  Wei-th  von  a^  in  das  Pro- 
dukt einsetzt, 

[«iflaOa  -■■  a,„]  =  [(«aßä  H'  «sßs  H -f  ßmffl«)«äß^  ■  ■  ■  « J  , 

also  (nach  44} 
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[ßiMaös  ■  ■  ■  M  =  (i;2[«2«a«3  .  ■  ■  c*,;.!  +  Kslasagüi . . .  a,„]  -(--.--)- 
-f  (i:„,[«„,«2«3  ■--««.! 

=  K2.0  +  «3.0H 1-««-0  [ÖO] 

=  0. 
62.    Erklärung.    Unter  dor  Determinante   aus  n  Keihen  von  37 
je  n  Zahlen  verstellt  man,   wenn  m-Ao  die  r-te  Zalil  der  s-ten  Reihe 
mit  aW  bezeichnet,  dasjenige  Polynom,  welches  man  aus  dem  Produkte 
«<j''ß^^* . .. «["'  dadurch   erhält,  dass    man   in    ihm  nach   und   nach  die 
unteren  Indices  auf  alle  möglichen  Arten  versetzt,  während  man  die 
oberen  unverändert  läast,  dann  jedes  dieser  Prodiikte  mit  dem  +  oder 
—  Zeichen  versieht,  je  nachdem  die  Anzahl  derjenigen  Paare  von  In- 
dices,  welche   unten  entgegengesetzt  geordnet   sind  wie  oben,   gerade 
oder  ungerade  ist,  und  diese  sämmtlichen  Glieder  addirt.  Man  bezeichnet 
diese  Determinante  mit  2^  4~  "i''"^!^' ■  ■■  •^i"'?  ^^^  heisst,  man  setzt 
2:  ip  KO)ßW  . . .  aM  =  £(—  l>ßa>fl(3) . . .  aO;), 

wo        "?  ie     /  hl       1     "  igeud  e  ner   0  di    ng   ge 

uommen  „le  hui  vo  i  e  S  m  e  eh  a  f  Ue  mo^l  he  0  1 
nuut,eu  1  eher  4rt  bezieht  nd  1  e  Anzihl  lei  Index  Piire  beze  h  et 
welche    mten  entgei^engesetzt  geoi  Inet  s  nd    w  e  oben 

Anm  De  "\  Uati  digke  t  we^en  Labe  li  d  e  en  Bein  ff  de  Dete  n  nautr 
J  infatellen  au  müs  en  geglaubt  zumal  la  es  zweckmiss  g  cl  en  d  e  Ze  el  en 
bestimm  ng  n  der  e  ufa  hen  form  w  e  ehe  laigestellt  st  festzusetzen, 
wAhrenl  d  e  flonst  geb  u  hl  he  d  rch  C  achy  emgef  hrte  Form  le  Z  hen 
1,  estimm  ng  eu  Z  "ü  kgel  en  auf  1  e  Permutat  ons  C  esetae  nothwendig  ma  hen 
H  ude  Dasa  man  üb  gens  statt  der  nte  n  In  1  es  aucl  1  e  oberen  vertäu  hen 
k-uin  le  chtet  em,  doch  et  es  nuangeme  sen  e  ne  aolcl  e  aw  efiche  Be  timm  ng 
m  e  ne  st  enge  Defin  b   n      fzuuehmen 

bJ  Bas  J  h  atoiische  FjoJukt  von  n  ei  faclw  Fakfoim  uplele 
ait,  i  Q  ossen  a  c a  a  nu  p} ^sck  äbgele  tet  i  d  elalt  mai  n ie  i 
inan  atib  lei  i  S^  he- 1  von  Zolle  di  ch  welcJe  je  e  Falfotet  am  den 
n  Gi ossen  a  a^  «n  abgeletet  szrd  de  Dete  n  nanie  bUet  ti  l  de^e 
mit    iem   lo   l)"»  itot  seien  P  oäulde  der  G  os  e     a  n„       tUj»!  e   f 

■wol et  null c}  le  ZaJ leii  hicl  elcl e  ht  e  bte  je le  Fol lo  er  a  s 
«1 ,       ffn  (geleitet  tsf,  die  enfe  Uehehlde  ,     id  so  foi  t,  das  he  ssf,  es  tst 

[(ßW«i  H h  ««a„)  («f  «1  -{ h  ßf  a«)  ■  -  •  «'«1 H h  <"'«.)]  = 

Beweis.     Es  ist  (nach  45)  das  Produkt  auf  der  linken  Seite         ss 
=  2:«Waß> ...  ((W[ß^(,, ...  ßj, 
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wo  jeder  der  Tndiees  r,  s, .. .  w  nacK und  nach  jeden  der  WertJic  1, . . .  n 
annehmen  soll,  Sind  von  diesen  Werthen  zwei  oder  mehrere  einander 
gleich,  so  enthält  das  Produtt  [a,.«s . . .  n,,.]  gleiche  Faktoren,  ist  also 
(nach  60)  null,  Lassen  wir  daher  die  Glieder,  welche  diese  Produkte 
enthalten,  weg,  so  bleiben  nur  die  übrig,  in  denen  die  n  Indices 
r,  s,  ...  w  in  irgend  welcher  Ordnung  den  Werthen  1,  2,  ...  n  gleich 
sind.  Es  ist  also  dann  (nach  57)  das  Produkt  [«r«3  -  ■  ■  ß«,]  gleich 
( — l)"[<i!i(i3  ...  a„],  wenn  u  die  Anzahl  der  Faktorenpaare  ist,  welche 
in  dem  Produkte  [«,.»,  ...aJ  entgegengesetzt  geordnet  sind  wie  in 
[(tiOa ...  a„'],  das  heisst,  die  Anzahl  derjenigen  Paare  von  Indices,  welche 
in  dem  Produkte  ß*''a<^' . ..  «'"'  unten  entgegengesetzt  georduet  sind  wie 
oben;  somit  ist  das  gegebene  Produkt 

=  i-(- l)"a;."«fi ...  «(;".[«i«a -..  <^J, 

das  heisst  (nach  62) 

=  ^ip  ßülffPl  ...  ßW.[aiM2  ...  ß„]. 

G4.  Erklärung,  Unter  multiplikativen  Kombinationen  aus 
einer  Reihe  von  Grössen  verstehe  ich  die  Kombinationen  ohne  Wieder- 
holung aus  diesen  Grössen,  und  zwar  jede  Kombination  aufgefesst  als 
kombinatorisches  Produkt,  dessen  einfache  Faktoren  die  Elemente  der 
Kombination  sind;  so  zum. Beispiel  sind  [ab'],  [ac],  {be\  die  multipli- 
kativen Kombinationen  aus  den  Grössen  a,  6,  c  zur  zweiten  Klasse. 

65,  Jeäes  ItonMnatorische  Produkt  von  m  einfachen  Faktoren,  welche 
aus  n  in  Imner  Zahlbesiehung  m  einander  stehenden  Grossen  «i, ...  o» 
mimerisch  abgeleitet  sind,  ist  aus  den  muU^^aiiv&i  Kombinationen  dieser 
Grössen  siir  m-ten  Klasse  mimerisch  ableitbar,  und  stcar  ist  die  sti 
irgend  einer  dieser  Kombinationen  gehörige  Äbleitungss(M  die  Delermiwmie 
aiis  dmjenigen  m^  Ähleitungsmhlen  jener  m  Faktoren,  welche  su  den  m 
Elementen  dieser  Kombination  gehörat,  das  heisst 

[i'«.o. .  Zft», . . .]  _  _2'  ( ^  +  «;ft  •  •  •  I  [»'«.  ■  ■  i . 
■wo  r  <  Ä'  <  •  ■  - . 
:i  Beweis.     Es  ist 

iEtt^a. .  £ß^ai . . .]  =  Z;(«„(?6 . . .) [a^at . . .].  [45] 

Da  (nach  60)  [rt,,(it, . . -1  null  ist,  sobald  zwei  der  Faktoren,  also 
hier  zwei  der  Indices  0,  b,  ...  gleich  sind,  so  können  wir  die  Be- 
dingung hinzufügen,  dass  a,  6,  ...  alle  von  einander  verschieden  seien. 
Nun  seien  a,  6,  . . . ,  nachdem  sie  steigend  geordnet  sind,  =  r,  s,  t,  :. . , 
also  J'  <  ö  <  i  <  ■  ■  ■ ,  und  sei  u  die  Anzahl  der  Grössenpaarc,  welche  in 
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der  Eeihe  a,  6,  C,  . . .  entgegengesetzt  geordnet  sind,  wie  in  r,  s,t, ..., 
so  ist  [«a«b  ■--]  =  (—  'i-yiCrds  ■■■],  somit  ist  das  gegebene  Produkt 

Aber  nach  der  Definition  (62)  ist  2^{-~l)"aaßt,  ...,  wenn  a,  b,  ...,  in 
irgend  einer  Ordnung  genommen,  gleicb  r,  .v,  . . .  sind,  gleich  der  Deter- 
minante S  -4"  Kr^ä  ■  ■  - ,  also 

wo  ?■  <  s  <  ■  ■  ■  . 

(i6.  ümkehrnng  von  til.  Wenn  ein  IconMnaiorisches  Frodiikt 
null  ist,  so  stehen  seine  anfachen  Faktoren  in  einer  ZaMbeBiehung  zu 
eimmder,  das  heisst,  wenn 

[«loa  ...  «,„1  =  0 
ist,  so  muss  sich  eine  Gleichung 

a,ai  -\-  Kgftg  -|-  . . .  -j-  a,„a.,„  =  0 
aufstellen  lasseit,  in  welcher  die  Zahlen  «i,  ccs,  ...  a,„  nicht  alle  mgleich 
null  sind. 

Beweis.     Es  sei  das  kombinatorische  Produkt 
[ßlOa  ...  Um]  =  0. 
Zu  zeigen  ist,  dass  ai,  a^,  ...0^  in  einer  Zahlbeziehung  stehen  müssen. 

Angenommen,  sie  ständen  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander. 
Bilden  dann  ei,,..e„  das  System  der  Einheiten,  aus  denen  ai,...o„ 
numerisch  abgeleitet  sind,  so  kann  man  (nach  20)  zu  den  m  Grössen 
ffli,...(ini  noch  n^m  Grössen  a^i,  ...a„  aonehmen,  so  (dass)  sich 
aus  ai,...an  die  Einheiten  ei,..,c„  numerisch  ableiten  lassen.  Führt 
man  die  Ausdrücke  dieser  Ableitungen  in  das  kombinatorische  Produkt 
[^1^2 ...  e«]  ein,  f  und  löst  die  Klammern  auf,  so  erhält  man  (nach  f53)  40 
eine  Gleichung  der  Form 

[eiCa ...  e„]  =«[0,%  ■■.«.^1, 
wo  K  eine  Zahl  ist. 

Nun  ist  aber  luyas  ■  ■ .  a„^  =  0,  also  auch 

[«ida . . .  «,««„,-[-1  . . .  a„]  =  0, 
also 

[eie2...ej  =  a.0  =  0. 

Dies  widerstreitet  aber  der  Erklärung  in  52,  nach  welcher  [eiCa . . .  c«] 
von  Null  verschieden  ist.  Also  ist  die  Annahme,  dass  «i,  ...a,„  in 
keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  unmöglich.  Sie  stehen  also 
in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander. 

67,   Ein  Jcombinatorisches  ProduM  ändert  sdnen  Werih  nicht,  wenn 
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man  sii  einem  einfachen  Faktor  desselben  ein  beliebiges   Vielfaches   eines 
andern  einfachen  Faktors  desselben  Produktes  addirt,  das  itetsst 

wmin  q  eine  ZaJil  ist,  und  P  ein  kombinatorisches  Frodukt  bezeichnet. 
Beweis,     Es  ist 

P„,.+,„  =  P„,.  +  2P„,,.  [44] 

=  P«,.-  [60] 

68.    Die  sämmtlichen  Säfse  kombinatorischer  MulUfpliliation  bleiben 

nocft  bestehen,  wenn  man  stau  der  n  ursprünglichen  Fjinheiten  beliebige 

n  aus  ihnen  abgeleitete  Grössen,  die  in  keiner  ZahWeatehung  m,  einander 

stellen,  einfuhrt. 

Beweis.  Erstens  gelten  alle  in  der  Definition  des  kombinatori- 
schen Produktes  gegebenen  Bestimmungen,  auch  wenn  man  statt  dos 
Systems  der  n  ursprünglichen  Einheiten  n  solche  G-r5ssen  setzt,  wie 
sie  der  Lehrsatz  bestimmt.  Nämlich,  es  ist  auch  für  diesen  Fall 
(nach  53) 

[Abc'\  +  [Äcb'\  =  0, 

und  das  Produkt  der  sämmtlichen  n  Girössen  ist  von  Null  verschieden, 
denn  wäre  es  gleich  Null,  so  müsste  (nach  66)  zwischen  den  n  Fak- 
toren eine  Zahlbeziehung  herrschen,  gegen  die  Voraussetaimg.  Diese 
beiden  Beatimmungen  waren  nun  die  einzigen  in  der  Definition  ent- 
haltenen. Ferner  gelten  aber  auch  alle  in  den  ersten  beiden  Kapiteln 
entwickelten  Gesetze  für  den  FalE  jener  Substitution.  Aus  jener  De- 
1  finitiou  und  -(■  diesen  Gesetzen  waren  aber  die  aämmtlichon  Gesetze 
der  kombinatorischen  Multiplikation  abgeleitet.  Also  gelten  diese  Ge- 
setze auch  nach  jener  Substitution. 

§  2.     Das  kombinatorisohe  Produkt  als  Q-riSsse. 

Vorbemerkung.  Wenn  eine  Verknüpfung  von  Grossen  wieder 
als  Eine  Grösse  erkannt  werden  soll,  so  müssen  die  folgenden  Fragen 
beantwortet  werden:  Wann  sind  zwei  solche  Verknüpfimgen  einander 
gleich  oder  von  einander  verschieden?  wann  stehen  sie  in  einer  Zahl- 
beziehung zu  einander,  und  in  welcher?  Für  die  Vollendung  des  Be- 
griffs wird  es  dann  noch  wichtig  sein,  die  sämmtlichen  verschiedenen 
Grössenreihen  ableiten  zu  können,  deren  jede,  wenn  sie  der  fraglichen 
Verknüpfung  unterworfen  wird,  dieselbe  Grösse  liefert,  wie  die  andern. 

Diese  Fragen  sollen  hier  für  das  kombinatorische  Produkt  beant- 
wortet werden,  wobei  wir  den  Begi'iff  der  multiplikativen  Kombina- 
tion(m  7u   Grunde  legen. 
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69.  Wenn  4^e  Grössen  «i,  öa,  ■  -  -  ct^  w  keiner  Zahlbeziehung  m 
einander  stehen,  so  stehen  auch  ihre  muliiplikativen  KtmbinaUonen  su  einer 
beliebigen  Klasse  in  Iceiner  Zahlbeziehung  zu  einander,  das  heisst,  die 
Gleichung 

(al  aA-\-  ßB  -\ =  0, 

in  welciter  Ä,  B,  ...   die  muUiplihativen  Kombinationen  aus  ai,  ...a^ 
SU  irgend  einer  Klasse  sind,  und  a,  ß,  ...  Zahlen  bedeuten,  wird  ersetzt 
durch  die  Gleichungsgrvppe 
(b)  K  =  0,  ^  =  0,  .... 

Beweis.  Es  sei  die  Gleichung  (a)  als  geltend  angenommen.  Mau 
multiplicire  die  ganze  Gleichung  kombinatorisch  mit  denjenigen  imter 
den  Grössen  «i,  ...  a„,  welche  in  dem  Produkte  A  nicht  Torkommen; 
es  sei  .d,  diese  Faktorenreihej  so  dasa  also  das  kombinatorische  Pro- 
dijkt  [-4J-i]  die  sämmtliehen  Grössen  «i,  ...  a„  als  Faktoren  enthält. 
Dann  erhält  man 

alAA,]  +  ßlBA,i  +  --0. 

Da  nun  A  und  B  verschiedene  Kombinationen  sind,  so  nrass  B 
wenigstens  einen  Paktor  enthalten,  der  nicht  in  A  enthalten  ist.  Es 
sei  a^  ein  solcher,  so  muss  «^  in  Ai  enthalten  sein,  da  A^  von  den 
Faktoren  ai,  ...  «„  alle  diejenigen  f  enthält,  die  in  A  nicht  vorkommen.  4a 
Somit  kommt  a^  sowohl  in  B  als  in  A^  vor,  folglieh  ist  das  kom- 
binatorische Produkt  [BAfl  (nach  60)  null.  Aus  demselben  Grunde 
auch  [CAjI  und  so  weiter.     Somit  reducirt  sieh  die  Gleichung  auf 

k[AA^']  =  0. 
Also  muss  (nach  12,  6)  entweder  a  oder  [-4Jj]  null  sein.  Da  nun 
[^^J  ein  kombinatorisches  Produkt  von  n  Grossen  di,  ...  a,j  ist,  die 
in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  so  ist  dasselbe  ungleich 
Null  (ndch  bb)  Somit  muss  der  andere  Faktor,  also  a,  null  sein.  Aus 
demselben  Grunde  iind  ß,  null,  das  heisst,  zwischen  den  Kom- 
bmationen  A,  B,        henscht  keine  Zahlbeziehung. 

70.  Ztcei  Jcombinalonsche  Frodwhte  {A  und  B),  die  nicht  null  sind, 
stehen  dann  und  nui  dann  m  emer  Zdhlbemhung  su  einander,  wenn  die 
aus  ili/ien  einfachen  FaJ-toren  ableitbaren  Gebiete  identisch  sind;  das  heisst 
(a)  A^B 

dann  und  nm  dann,  ttcmi  die  einfaclien  Faktoren  von  A  dasselbe  Gebiet 

liefern  tue  die  ion  B,   oder 

(hj  [flia.        a,:}  =  {b,b^...b,^] 

dann  und  nii/r  dann,  werm  sich  jede  aus  «i,  ...  «,„  numei~isch  ableitbare 

Grösse  auch  atis  hi,  . . .  ft^  ableiten  lässt,  also  wenn  stets 
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(c)         xiüi  +  a^aOa  H h  Xr^a^  =  yihi  +  y^h  -\ h  ymbm 

gesetzt  werden  l^ann,  welche  Wertlw  auch  entweder  Xi, ...  x,,,,  oder  yi,  ...y^ 
Jiaben  mögen. 

Beweis.  1.  Angenommen  zuerst,  das  Gebiet  a^, ...  a,^  sei  identisch 
dem  Gebiete  hi,...h„„  so  sind  die  Grössen  di, ...«,«  aus  hij.-.hm 
numeriseli  silileitbür.     Dann  ist  (nach.  63) 

[«ißa ...  o„,]  =  a\hibi  ...?'m], 
wo  ß  eine  Zahl  ist  (nämlich  die  dort  beschriebene  Determinante).   Diese 
Gleichung  drückt  ans,  dass  die  beiden   kombinatorischen  Produkte  in 
{einer}  Zahlbeziehung  stehen,  und  da  auch  keiiis  von  beiden  null  ist, 
so  gilt  (nach  2)  die  Kongruenz: 

[«ißa ...  a„',\  =^\bih-i...  ö,„]. 
2.    Umgekehrt  sei   angenommen,   diese  Kongruenz  gelte,  also  die 
beiden  kombinato rischeu  Produkte  stehen  in  einer  Zahlbeziehung  zu 
einander,  ohne  null  zu  sein,  und  sei 

[ßißa ...  ««i]  ==  a\hib2 ...  M- 
:(  Man  füge  auf  beiden  Seiten  den  kombinatorischen  Faktor  \  hinau, 

so  erhält  mau 

[«1%  . .,  u,„h[\  =  a\hih-^ .. .  i„,öi]. 

Aber    \bihj  . . .  h„,hiJ[    ist,    da   es   zwei    gleiche    Faktoren    (p,)    enthält, 
(nach  60)  null;  also  ist  auch 

[ffliöa  ■■-  ftm&i]  ^  0- 
FolgUch   stehen  (nach  66)  die   einfachen   Faktoren   dieses    Produktes, 
das  heisst  «i,  a^,  ...  %,,  6i,  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander.    Also 
muss  sich  (nach  16)  eine  Gleichung  der  Forn: 

«1,611  +  «2^8  4-  . . .  -f-  a^a^  +  (^1  ^1  =  '^ 
aufstellen  lassen,  in  welcher  die  Zahlen  «i,  a^,  ...  a„„  ßi  nicht  alle 
zugleich  null  sind.  In  dieser  Gleichung  kann  auch  ß^  nicht  null  sein, 
weil  sonst  zwischen  den  Grössen  a^,  «a,  ■■-  a„,  (nach  16)  eine  Zahl- 
beziehung herrschen,  also  das  kombinatorische  Produkt  [ai_a2  . . .  a,n] 
(nach  61)  null  sein  müsste,  was  der  Voraussetzung  widerstreitet.  Wenn 
nnu  aber  (i,  ungleich  Null  ist,  so  kann  man  die  obige  Gleichung  durcli 
^1  dividiren,  und  erhält 

das  heisst,  hj  ist  aus  «„  ...  «;„  numerisch  ableitbar-.     Aus   demselben 
Grunde   sind   auch  ?>g,  h.j,  .  . .  h,,,    si.us   f^,,  ...  «,„   numerisch  ableitbar. 
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Nun  stehen  aber  auch  h,,  ...  hm  in  keiner  Zahlte ziehung  zu  ein- 
ander, weil  sonst  das  kombiaatorische  Produtt  [b^b^  . . .  fc,„]  (nach  61) 
null  sein  müsste,  was  der  Voraussetzung  widerstreitet;  also  sind  { die }  m 
Crrößsen  Ö,, . . .  fcm,  welche  in  keiner  Zahibeziehung  zu  einander  stehen, 
aus  {den}  m  Grössen  «i,  ...  «,„  numerisch  ableitbar,  folglich  ist 
(nach  21)  das  aus  der  ersten  Grössenreihe  ableitbare  Gebiet  deni  aus 
der  zweiten  ableitbaren  identisch. 

Anni.  Da  zwei  gleiche  Grössen  immer  in  einer  Zahlboaiehung  ku  einander 
stehen,  so  folgt  aus  dem  vorhergehenden  Satze  unmittelbar,  dass  zwei  gleiche 
komhinatoriache  Produkte  immer  ein  und  dasselbe  Gebiet  haben,  dem  seine  ein- 
fEbchen  Faktoren  angehören,  und  dass  daher  ausser  diesem  Gebiete  nur  noch  der 
durch  eine  Zahl  darstellbare  metrische  Werth  gegeben  zu  seiu  braucht,  damit 
der  ganze  Wei-th  des  kombinatorischen  Produktes  genau  bestimmt  sei,  Ist  nämlich 
dann  in  dem  Gebiete  irgend  ein  kombiDatorischea  Produkt  gegeben,  aua  dessen 
einfachen  Faktoten  das  Gebiet  ableitbar  ist,  so  wird  f  jedes  andere  kombinatorisclie  44 
Produkt,  aua  deasen  einfachen  Faktoren  dasselbe  Gebiet  ableitbar  ist,  durch  eine 
blosse  Zahl  bestinunt  sein,  welche  das  Verhälfcniss  dieses  Produktes  zu  jenem 
darstellt. 

71.  Erklärung.  Wenn  man  aus  einer  ßeihe  von  Grössen  eine 
zweite  Keihe  dadurch  ableitet,  dass  man  zu  irgend  einer  Grösse  der 
ßeihe  ein  Vielfaches  der  benachbarten  Grösse  der  Reihe  addirt,  während 
man  alle  übrigen  Grössen  der  Reihe  ungeäiidert  lässt,  so  sage  ich,  es 
sei  die  erste  Heihe  in  die  zweite  durch  eine  einfache  Uneale  Aen- 
derung umgewandelt;  leitet  man  avis  dieser  zweiten  Reihe  wieder 
durch  einfache  liueale  Aenderung  eine  dritte  ab,  und  so  fort,  so  sage 
ich,  es  sei  die  erste  Reihe  in  die  letzte  durch  mehrfache  lineale 
Aenderung  umgewandelt.  In  beiden  Fällen  also  sage  ich,  es  sei  die 
erste  Reihe  in  die  letzte  durch  lineale  Aenderung  umgewandelt. 

Wenn  also  p  und  q  irgend  zwei  aufeinander  folgende  Grössen  der 
Reihe  sind,  so  lässt  sich  durch  einfache  lineale  Äendenmg  umwaudeln 
die  Reihe 

i>,  q, 

in 

.  .  .  p  +  txq,  q, 

oder  in 

1,         i  +  «i'  , 

wo  «  eme  behebige  Zahl  ist 

Anm  Die  ^^  ahl  des  Auiir  Lk  I  c zieht  su,h  luf  den  (10^,61  at^  zu  einei 
weitei  unten  zu  behandelnden  Aenderung  welche  ich  circulK,!«  Aendeimg  nenn 
Beide  Ausdrucke  gehen  luf  die  (rPometrie  aurilck  und  zw  na  auf  die  leiden 
FunT.imentalgeLilde  ie  teometne  die  geriete  Linie  inl  den  Kieis  oder  viel 
mehr  auf  das  Lineal  und  den  Zukel  indem  wie  ii-h  [atei  zeigpn  we  de  lie 
bneale  Aenderung  m  dei  Geometrie  sich  einlach  m  tteltt  dt,  Lineal  i  ircu 
iäre  nutteist  des  Zirkels  bewerkstelligen  lasat 
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72.  Sei  der  Imealm  Aenäerung  einer  Grössenreihe  bleibt  das  Jcom- 
binatorisclte  ProduM  dieser  Grössenreihe  ungeändert. 

Beweis.  Nach  67  ändert  ein  kombinatorisches  Produkt  seinen 
Werth  nicht,  wenn  man  zu  einem  Faktor  ein  beliebiges  Vielfaches 
eines  andern  Faktors  desselben  addirt,  also  ändert  es  seinen  Werth 
nicht  bei  einfacher  liaeabr  Aenderung  seiner  Faktoren,  also  auch  nicht 
bei  mehrfacher. 

73.  M(m  Icann  durch  lineale  Aenderung  gwei  heliebige  Grössen  einer 
45  Beihe  beliebig  im  umgekehrten   VerhäUniss  f  ändern;  das  hmst,  es  Msst 

sich  durch  lineale  Aenderung  umwandeln  die  Reihe 

...   p,    .  ..  q,  ..  . 


Beweis.  Erstens  seien  j>  und  q  zwei  aufeinander  folgende  Grössen 
der  Reihe,  so  lässt  sich  (nach  71)  durch  lineale  Aenderung  nach  und 
nach  verwandeln: 

P,  '1 

in 

p,  q-ir{a—\)p, 

dies  wieder  in 

F  +  5  +  («  -  l)i' ,  5  +  («  —  i)i>, 

das  heisst  in 

ap-\-q,  <?  +  («  — 1)^; 

dies  in 

«ii  +  2,  5  +  («—  ^)P—"^  iS'-P  +  ?)> 

das  hcisst  in 

«1»  +  -^  -  ~ ' 

und  dies  endlich  in 

«P  +  y  —  'i  7  ~> 

das  heisst  in 

Zweitens:  Sind  p  und  q  durch  die  Grössen  ^^,  ft,  .  -  ■  p^  getrennt, 
so  verwandelt  sich  durch  lineale  Aenderung,  indem  man  die  im  ersten 
Theil  als  zulässig  erwiesene  Umwandlung  anwendet. 
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p,   p^,  p,,  ...  p„,  q 


'ip,  p,,        >  ■  ■  ■  Pill  Q > 
I  fortfährt    so  erhält  inau  zuletzt 


das  heisst 
geht  ülier  in 


/ 


74  A  b  (.te  bl  el  gel  Cro  se  tele  lam  an  ivrck  Imeeäe 
Aei  ie  itg  jede  anlete  Btikenfotje  le  selbai  Grossen  ableiten  voraus 
gesetzt  dass  nan  f  fe  lall  ksb  las  Lot  h  nator  sei e  F  odukt  Jet 
ahgel  tetei  Gtubseaehe  den  der  utsjjru-nglcften  entgegengesetzt  tst  das 
Vm  ee  dien  von  emet  äet  Grossen  Ie  t  e  ien  he  he  a  ide  t  das  he  ssi  wen 
a'i  b    e  dieselbe  iGtossisndweahc  ir  m  at  lere 

EeJtifolge     o  ksst    id  d  rJ  Ineal    Aenderi  j  Miiat  lein 

a   1  i  n    }  4 


ist,  hingegen 


ist. 

Beweis.    1,  Wenn  p  und  q  zwei  beliebige  |  auf  einander  folgende}. 

Grössen  jener  Reihe  sind,  so  verwandeln  sich  durch  lineale  Aenderung 

indem  man  nämlich  abwechselnd  zum  ersten  und  zweiten  Faktor   he- 

ziehlich  den  zweiten  und  ersten  addirt  und  subtrahirt,  Schritt  für  Schritt 

P,  <l 


\ahc  ...]  =  \al/c..:_ 
b,  c,  ...  in:  — a',  V,  c 
\ahc  ..A^  —  la'b'c   .. 


P  +  q,  Q  —  ip  +  y), 


q,  —p. 

2,     Man   kann    also    durch    lineale   Aenderung   zwei    aufeinander 
folgende  Girosaen  der  Reihe  in  die  umgekehrte  Ordnung  bringen,  wemi 
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man  nui  dis  Vorzeichen  dei  einen  ändert  Somit  kann  man  aufh  durch 
lineile  Aenderun^  jede  Gro-^se  dei  Rpihe  auf  jede  Stelle  biingen  bei 
gehongei  Zeicheuauderung 

Ea  seien  nun  d,  b,  c  dieselben  Giöbsen  wie  a,  h,  c,  ibei 

in   andeiei    Reibeutolge,   so   wud   man  die   Reihe   a,  h    (  durch 

Imeale  Aenderun;^  m  eine  Rpihe  umwandeln  kennen,  deien  Oiosseu 
dei  Reihe  nach  mit  a,  i,  c,  entweder  gleich  odei  ihnen  entgegen 
ge^üetzt  sind  Nun  kinn  min  (nach  73)  duich  lineale  Aenderung  zwei 
beliebige  Glossen  p,  q  emei  Reihe  im  umgekehrten  \  erbaltniss  andern, 
dii  heiast,  so  andern,  das%,  wenn  die  eme  (iroase  p  m  ecp  ubergeht, 
dann  die  andeie  q  m  -^  ubeigebe,  also  kann  mam  namentlich  die  zu 
letzt  |jefundene  Reihe  &o  a,ndem,  dass  jede  beliehige  Cfiosse  p  dei 
selben,  -^velcbe  cmei    der  Gio&sen  a    b    c  entge^engeiptzt  ist    m 

( — l)i',  da'^  beiast  la  —  j>,  ubergeht,  wahrend  die  eiste  Glosse  jeuei 
Reihe,  namlich  ^  ö  m  +  ^--,  das  heisst  in  +  «  ubergeht  Wendet 
man  diese  Aenderung  nach  und  nach  auf  jede  Grosse  jener  Rpihe  an, 
welche  einer  der  Grossen  «,  &,  /■,  entgegengeuetzt  ist,   nur  nicht 

lut  die  er-ite  Grosse  -f-  o  lener  Reihe  so  eihilt  man  zuletzt  entwfdet 
die   Reihe 

u     }  ,     ,  o\n    -  a     h     <  , 

7  WO  noch  das  Vorzeichen  von  d  zu  bestimmen  ist.  Da  nun  -f  diese 
Reihe  aus  «,  h,  c,  .  . .  durch  lineale  Aenderung  hervorgegangen  ist, 
so  muss  (nach  72)  im  ersten  Falle 

[aic  ..Pi-laVl!  ...\, 
im  zweiten 

[„;„      ]_[-»'y='      ]"-[»'6V      ] 

sein, 

76.  TTeJiK  man  m  iiqend  emer  Grosse  {p)  Pinei  Giosmif eilte  em 
Vielfaches  eiw}  andern  Gioüse  (g)  jeTtei  Beihe  addiH,  also  statt  p  betd 
p  -\-  aq,  wahend  man  alte  übrigen  Chossen  jener  Beihe  unverandett  lasbf, 
so  lässi  sich  die  so  htrvorqeJi&nde  Seike  aws  d&  m^imghclien  dutoh 
lineale  Aendet  iiiijj  (Metten,  da-,  ha  sf,  rt,  lat,t,t  bith  dmcli  lineale  Aendcninq 
umwandeln 


p-^  aq,  ...       q, 
oder  auch  in 

p,         ...  5  +  «J'- 
Beweis.    Wenn  in  der  gegebenen  Reihe  zwischen  p  und  g  keine 
Grösse    steht,    so  folgt  das    zu  erweisende    unmittelbar    aus    der   Do- 
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fiüition  [71].    Stellen  zwischen  p  und  q  die  Grössen  2^1,  P-i,  ■  ■  ■  Pn,  so 
ist  (nach  74)  durch  lineale  Aenderung  umzuwandeln 


und  dies  {nach  71)  in 

p  +  <^(i,   1,    ih,  ih^   ■■■    +i?'.; 

dies  ivieder  (nach  74)  in 

i'  +  «'i,      )h,      Ih,    ■■■      V:iy      +9, 

wo  das  Vorzeichen  von  q  noch  zu  bestimmen  ist. 

Da  die  letzte  Reihe  aus  der  ersten  durch  lineale  Aenderung  her- 
vorgegangen, ist,  so  ist  das  kombinatorische  Produkt  der  ersten  Reihe 
(nach  72)  dem  der  letzten  gleich;  alao 

iPlhlh  ■  ■  ■  P'^S]  =  [(P  +  m)piPi  ■■■  Pn (+  3)] 
=  +  \{p  +  (^<i)PiPi  ■  ■  ■  P.'lV 
Aber  es  ist  (nach  67) 

VpPiPi  ■  ■  ■  P«2]  =  +  [(P  +  M)Pdh  ■  ■  ■  P'^^1, 
das  heisst,  es  gilt  in  der  vorigen  Formel  das   +2oichen,   also  haben 
wir  statt  +  q  zu  setzen  q,  das  heisst,  die  gewonnene  Reihe  ist  p  +ßff, 
l\,  p<i,  ■  ■  ■  p«,  q-    Es  verwandelt  sich  also  durch  lineale  Aenderung 

P,  ...  q      in:     p  +  m,  ■■■  a, 
und  auf  dieselbe  Weise  folgt,  dass  sich  auch  durch  lineale  Aenderung  48 
umwandeln  las  st 

p,  ■  ■  ■  q       in:      J',  ■  -  ■  2  +  Kp. 

76.  Wenn  mvei  von  Null  verschiedene  komÜnatorische  ProdttJcte  ein- 
ander gldch  sind,  so  lassen  sich  die  einfachen  Fahtoren  des  einen  mcs 
denen  des  andern  durch  lineale  Aenderung  ableiten,  das  heisst,  wenn 

(a)  [abc  ...-]  =  [ABC  . .  .]  ^  0 

ist,  so  lässt  sich  durch  lineale  Aenderung  die  GrössenreiJie 

(b)  a,  h,  c,  ...   in:   A,  B,  C,  .  .  . 
ntmvaiuleln  [ümkebrung  von  72]. 

Beweis.  Da  die  von  Null  verschiedenen  kombinatorischen  Pro- 
dukte [abc  .  . .}  und  [ABC  .  . .}  einander  gleich  sind,  nnd  sie  also  in 
einer  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  so  müssen  (nach  70)  die  aus 
ihren  einfachen  Faktoren  ableitbaren  Gebiete  identisch  sein;  das  heisst, 
die  aus  der  Grössenreihe  a,  h,  c,  . . .  numerisch  ableitbaren  Grössen 
müssen  auch  aus  A,  B,  C,  ...  numerisch  ableitbar  sein  und  umgekehrt. 
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Also  müssen  namontlicli  Ä,  B,  C,  ...  selbst  aus  a,J),  c,  ...  numeriscli 
ableitbar  sein.  In  den  Ausdrücken  dieser  Ableitung  darf  nicbt  der 
Koefficient  von  irgend  einer  der  Grössen  a,  6,  c,  . . . ,  zum  Beispiel 
der  Ton  a,  in  allen  gleichzeitig  null  sein;  denn  sonst  wären  die  Grössen 
A,  Bf  C,  . . .,  deren  Anzahl  n  sei,  aus  den  n  —  1  Grössen  b,  c,  . . . 
ableitbar;  also  würde  (nach  22)  eine  Zalilbeziehung  zwischen  ihnen 
herrschen,  ihr  Produkt  also  (nach  61)  null  sein,  gegen  die  Annahme, 
Es  sei  d  eine  der  Grössen  Ä,  B,  G,  . . .  und  zwar  eine  solche, 
in  deren  Ableitungsausdruck  der  Koefficieat  von  a  nicht  null  sei,  und  sei 

a'  =  a^a  +  ß^b  -\ , 

wo  also   «^  ^  0  ist;   so  lässt  sich  durch  lineale  Aenderuug  nach  und 
nach  umwatideln 


«,«,  h,  c,  ■■■  j^,  [731 

dies  in 

a,n  +  ^,h  +  ---,     h,  c,  ■■■    j-,  [75] 

das  heisst  in 

6,  c,  ...  i. 

)  Nun  muss  aber  (nach  19)  das  aus  a',  b,  c,  .  .  .  ableitbare  Gebiet 

identisch  sein  dem  aus  a,  b,  c,  . . .  ableitbaren,  also  müssen  nament- 
lich die  Grössen  A,  B,  C,  ...  aus  d,  h,  c,  ..  .  ableitbar  sein.  Nun 
ist  es  wieder,  aus  demselben  Grunde  wie  vorher,  unmöglich,  dass  der 
Koefficient  von  b  in  aUen  Ausdrücltcn  dieser  Ableitung  zugleich  null 
sei.  Es  sei  h'  eine  der  Grössen  Ä,  B,  C,  .  .  .  und  zwar  eine  solche, 
in  der  jener  Koefficient  nicht  null  ist,  und  sei 

b-  ^a:,d  ^ß^l^y.,C  +  ---, 
so  lässt  sich  durch  lineale  Aenderung,  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher, 

'   1  i 

a,  0,  c,  ■■■  — 

umwandeln  in 

Ebenso  sei    {c    eine  der  Grössen  Ä,  B,  C,  .  .  .  uud  zwar  sei| 

c=-(^,d-\-ß,b--\-y,c-\-d,ä+---, 
wo  y..  ungleich  Null  ist,  so  lässt  sich  wieder  durch  Uiieale  Aenderung 


uöiwiindebi  in 


,  *'.  c',  d, 


«,(l,r,. 
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Auf  diese  Weise  fahre  man  fort  bia   zur  vorletzten  Grosse.    Diese  sei 
k,  so  erhält  man  zuletzt  die  Grössenreihe 

a,  b,  c,  ....  IC,    — ^ 

Da  Ulm  diese  GrÖsseureihe  aus  der  ursprünglichen,  a,  h,  c,  ... 
hervorgegangeu  ist,  so  rauas  (nach  72)  ihr  kombinatorisches  Produkt 
gleich  dem  jener  GrÖsseureihe  sein;  also 

dh'c  ...  h'  — 5 =  Sähe  ...  Äfl- 

Ferner  sind  die  n  —  1  Grössen  a,  b',  c,  ...  Ä'  aus  der  Reihe  dor 
)(  Grössen  A,  li,  G,  . . .  K,  L  entnommen,  und  da  a',  V,  d,  ...  7c'  alle 
von  einander  verschieden  sein  müssen,  weil  sonst  (nach  60)  das  kom- 
binatorische Produkt  derselben  null  wäre,  was  vermöge  der  soeben 
entwickelten  Gleichung  mit  der  Voraussetzung  streitet,  so  kaim  von 
den  Grössen  A,  Ji,  0,  . . .  K,  L  nur  noch  eine  übrig  sein,  welche 
nicht  unter  den  Grössen  a',  h' ,  c',  . . .  Ü  enthalten  ist.  Dies  sei  V  und 
sei  l  =  «„«'  +  ^JJ  _|-,  . . .  _|w  5j^;/  -j.,  i^^' ^  so  verwandelt  sich  die  zuletzt  öo 
gewonnene  Reihe  durch  lineale  Aenderung  in 
,     ,     ,  ,  %J 

Die  Grössenreihe  a',  b' ,  c,  .  . .  li,  V  enthält  aber  dieselben  Grössen, 
wie  die  Reihe  Ä,  B,  C,  ...  K,  L,  nur  in  anderer  Ordnung;  also  ist 
(nach  74)  a,  h',  c',  .  . .  Ic',  V  durch  lineale  Aenderung  umzuwandeln  in 
A,  B,  C,  .  . .  K,  "^  L,  also  auch 


A,B,C,...  K,+  ^TTi;^' 

indem  es  (nach  715)  gleichgültig  ist,  zu  welcher  Grösse  man  den  Zahl- 

+  K 
faktor  — , — ■ ■■   hinzufügt.     Es   sei   dieser   Zahlfaktor   =  s,   so   ist 

also  durch  lineale  Aenderang  aus  a,  h,  c,  . . .  k,  l  schliesslich  hervor- 
gegangen Ä,  B,  0,  . .  ■  K,  eL.     Also  ist  (nach  72) 

\abc  ...kl'\  =  [_ABC...  K.eL]^e[ABG...  KL'\. 
Es  ist  aber  auch  nach  der  Hypothesis 

{abc  ...  kt]^lÄBC  ...  KL], 
Also  auch 

t[ABC  .  . .  ffi]  =  [ABC  .  .  .  KL], 
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das  lieisst  s  =1,  also  ist  */>  =  L,  und  somit  hat   sii;li  durch  liiieale 
Aeaderuug  umgewandelt  die  Iteihe: 

a,b,  c,  ...  l,  l  \n  A,  B,C,  ...  K,  L, 
eine  Umwandlung,  tieren  Möglichkeit  zu  erweisen  war. 

77.  Erklärung.  Die  multiplikativen  Komhiuationen  der  ui'sprüng- 
lichen  Einheiten  zur  m-ten  Klasse  nenne  ich  Einheiten  )»-ter  Stufe, 
eine  aus  diesen  Einheiten  numerisch  abgeleitete  Grösse  eine  Grösse 
m-ter  Stufe,  und  zwar  eine  einfache,  wenn  sie  sich  als  kombina- 
torisches Produkt  Ton  in  Grössen  erster  Stufe  darstellen  lasst,  eine 
zusammengesetzte,  wenn  dies  nicht  möglich  ist.  {Die  Zahlen  sollen 
hierbei  als  Grössen  nullter  Stufe  gelten.  \ 

Das  aus  den  einfachen  Paktoren  einer  einfachen  Grösse  ableitbare 
Gebiet  nenne  ich  das  dieser  Grösse  zugehörige  Gebiet,  kurz  das  Ge- 
biet dieser  Grösse.  Ich  nenne  endlich  eine  einfache  Grösse  A  einer  andern 
61  übergeordnet,  untergeordnet,  f  oder  mit  ihr  incident,  je  nach- 
dem dies  Ton  den  Gebieten  dieser  Grössen  gilt  (vgl  Nr.  15). 

771).  Zusatz.  Ein  Icomhinatorisches  Troduld  aus  m  Gtossen  erster 
Stufe  ist  eine  einfache  Grosse  m-ter  Stufe  {77},  und  ist  aus  clen  Ein- 
heiten m-ter  Stufe  numerisch  ableitbar  {65} 

Anm.  Als  Beiapiel  einer  zuaainmenge setzten  Grösse  ffihie  ich  hiPi  die 
Summe  [ai]  -\-  [cd\  an,  wenn  a,  b,  e,  d  vier  in  kemer  Zahlbeiiehung  zu  einander 
stehende  Grössen  sind.  Sollte  nämlich  [aB] -f*  ["^'l  ^'"0  uuiaiJio  GiushP,  i-twa 
'^  Ijpg]  sein,  so  mtlsste 

[(«&  +  cd)  {ah  +  Cä)-]  =  [p^pq\  ^  0 
sein  (iia«h  60);  aber 

[(oS  +  o<D  (.6  +  ca)\  -  [»Srf]  +  [«iaS], 
da  [ffl&ßft]  und  [cdaül  null  sind.    Aber  (nach  58)  ist  [ahtd}  =  [crf«6J.     Also 

[(.S  +  e<i)(«»  +  rf)]_2[»Srf]. 
Somit  moaste,  wenn  \ab~]  -{■  \cd\   eine  einfache  Grösse  wäre,  [aJind]  =  0   aeia, 
alt.0  (iitcli  b6)  a,  6,  c,  i!  in  einer  Zahlbeziehung  stehen,  was  der  Voraussetzung 
wideirtroitet 

§  3.     Aenasere  Multiplikation  von  Grössen  höherer  Stufe. 

78.  Erklärung.  ZweiEinheitenhöhererÖtufe  äusserlich  multi- 
pliciren,  heisst  die  einfachen  Faktoren  derselben,  ohne  ihre  Reihen- 
folge zii  veräudem,  kombinatorisch  mulfciplieiren,  das  heisst 

[(cißs . . .  e,«}  (e«H-i . . .  e„)]  =  [eies  . . .  e.] . 
Anm.    Den  Namen  der  äusseren  Multiplikation  habe  ich  gewii.hlt,   lun  ku 
heaeichnen,    dass    das   Produkt   nur   dann  geltenden  Werth  hat,   wonn   der   eine 
Faktor  ganz  ausserhalb  des  Gebietes  des  andern  liegt.    Ea  steht  dei'   äusseren 
Multiplikation  die  innere  (s.  Kap.  4)  gegenüber. 
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79.    Statt  eine  mnfacke  Grösse  A  mit  einer  andern  B  ättsscrlich 
m  muttiplidren,  Jcami  tnan  nach  der  Beihe  die  einfachen  Faktoren  der 
ersten  mit  denen  der  stueiien  Jcombinatorisch  muUipliciren,  das  Jieisst 
{{ah  . . .)  (c<?  . .  Ol  =  [«ö  ...  cri..,]. 
Beweis.    Es  seien  C] ,..,  e„  die  iirepriinglichen  Einheiten,  und  sei 
a  =  Sauen,     b  =  2^ß^eij,  . .  .,     c  =  2Jycec,     d  =  i'^^et,,  .  . ., 

so  ist 

[{ah  . . .)  {cd  ...)]-  [(i>„ca  -  2;^,f6 . . .)  {^ne,  -  Ud.c, . . .)] 

=  [2:!«„^,...[.„et,..J!.2;|yA...M...]|]  [45] 

=  ^{«„^b -.-rct^b ... [M ...)M ...)] )  [42]  Bä 

=  2][  a,ßi, . . .  i-ctfb .  .  ■  [ecSi, . . .  e,e, . .  .J )  [78] 

-=  [2;«„e„ .  Eßat . . .  Sy,e, .  IJS^e^ . . .]  [45] 

=  \al...cd..:\. 

Job.    Zusatz.    Wenn  eine  einfache  Grösse  A,  welche  nicht  null  ist, 

einm-  andern  S,  tvelche  gleidtfalls  nidd  null  ist,  untergeordnet  ist,  so  lässt 

siA  die  letztere  als  äusseres  Jh-odiikt  darstellen,  dessen  einer  Faictor  A 

tmd  dessen  anderer  Faktor  eine  einfacihe  Grösse  C  ist,  also  in  der  Form 

B=iAC]. 

Beweis.  Nach  77  ist  A  dem  £  untergeordnet,  wenn  das  Gebiet 
von  A  dem  von  B  untergeordnet  ist,  das  heisst  (nach  15),  wenn  jede 
Grosse  des  ersten  Gebietes  zugleich  Grösse  des  zvreiteu  ist.  Es  sei 
J.  =  [djflg  . ,  .  an],  wo  «j,  . , .  a,„  Grössen  erster  Stufe  sind,  so  stehen 
diese,  da  A  ungleich  Null  sein  soll,  in  keiner  Zahlbeziekung  zu  ein- 
ander (61).  Ferner  sei  B  =[b^  ...  6„].  Da  nun  die  Grössen  Oj, . . .  «m 
dem  Gebiete  B  angehören  sollen,  so  müssen  sie  aus  h^,  ...  6„  nume- 
risch ableitbar  sein.  Dann  aber  kann  man  (nach  20)  zu  den  Grössen 
o^,  .  . .  a,„  noch  {n  —  m)  Grössen  a,„-i-i,  . . .  «„  von  der  Ai"t  hinzufügen, 
dass  die  Gebiete  a,,  . . .  a„  und  b^,  .  . .  b„  identisch  sind.  Ist  aber  dies 
der  Fall,  so  müssen  (nach  70)  die  Produkte  [«,  . . .  oj  und  [ö^  . .  .  l„] 
in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen.     Es  sei 


p,...s,]-=«K.. 

.<!.]  — «[»,...  a„o„.+,  ...  «„] 

-[(o,...a.,). «(«.+....».)]     [79,146]]. 

Also,  wenn  noch 

«[«.+....  o.]-C 

gesetzt  wird,  so  wird 

B~[AC]. 

80.   Die  Klammersetm^  in  einem  unseren  Produkt  ist  e/lädiffüUig 

für  dm  l^mltßt,  das  keisst 

[A(BC)]  ~  iABCl 
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Beweis.  1,  Ea  seien  A,  B,  0  einfache  Grössen  X  =  [iii . . .  a,,}, 
B=^[bi...br'},   (7  =  [ci . .  .  cj,   so  ist 

[A{BC)]  =  [a,...  a,iih  . . .  b.)  (c, .  . .  c,))] 

=  [ai...a,Xöi.--  hci...  c,)]  [19] 

-=[«1...  a,bi...  brCi...e,']  [79] 

=  [(«,...«,) (6,...  M(^i-.-<^.)]  U^} 

2.  Es  seien  A,  B,  ö  Summen  einfacher  Grössen,  A=^SAf,, 
B  =  SBi,  C=2;C(,   so  ist 

[AiBC)]  =  [i:A,.{i:Bi,.2:a)]  =  S[A^(BiC,)']  [42] 

=  2'[^oP6CJ  [Beweis  1] 

=^[ZA„.ZBi.I^C;\  [4ö] 

=  [ABC]. 

81.     TFcMW  %,  ...  Om,  &i,  ■  ■ .  6«  Grössen  erster  Stufe  sind,  welche 

in  keiner  ZaUhemhung  su  einander  stehen,  und  A  aus  a,,  . .  .  a,n  durch 

Addition  und  Multiplikation  hervorgegangen  ist  und  B  aus  i^,  .  . .  h„,  und 

[AB]  =  0 
ist,  so  muss  entweder  A  =  0  oder  B  ^  0  sein. 

Beweis.  Es  sei  A  von  «-ter  Stufe,  B  von  ^-ter  Stufe,  imd 
seien  A^,  A^, ...  die  multiplikativen  Kombinationen  aus  a,,  .  .  .  a„,  zur 
ß-ten  Klasse,  B-^^,  B^,  ...  die  zur  /3-ten  Klasse  aus  'b^,  .  . .  6„,  so  sind 
(nach  77)  A  und  B  darstellbar  in  den  Formen 

A^^Scc^Ac,     B  =  EßiBi, 
also  ist 

[AB\  =  Ea^ßi[A^Bi]. 
Hier    sind    die    [^la^b]     als     multiplikative    Kombinationen    TOn 
a^,  ...  um,  i,,  ■  ■  ■  b„  zu  betrachten.   Sie  stehen  also  (nach  69)  in  keiner 
Zahlbeziehung  zu  einander.     Also  ist  (nach  28) 

für  jedes  r  und  s;  also  wenn  B  ^  0  ist,  das  heisst,  irgend  eine  der 
Orössen  /5,  ungleich  Null  ist,  so  folgt  «^  =  0  für  jedes  r,  das  heisst 
^  =  0. 

83.  Wenn  eine  Summe  S  einfacher  Grossen  mit  einer  von  Null  ver- 
sdiiedenen  Grosse  erster  Stufe  a  äusserlich  multiplvdrt  Null  gieht,  so  lässt 
sich  die  erstere  (S)  als  äusseres  Produkt  darstellen,  in  weU^m  a  ein 
FdkUyr  ist,  das  heisst  in  der  Form. 

S-[,P],wmn  [«S]-0. 
i  Beweis.    Es  sei    S  eine   Summe  von  Grössen  «i-fcer   Stufe   und 
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seien  e^,  e^,  ■  ■  ■  e^  die  ursprünglielien  Einheiten,  so  kann  man  (nach  20) 
zn  a  stets  noch  (n  —  1)  andere  Grössen  h,  c,  . . .  der  Art  hinzufügen, 
da^s  sich  die  Grössen  e^,  ...  e^  aus  a,  i,  c,  . . .  numerisch  ableiten 
lassen.  Dann  läast  sich  auch  jeder  einfache  Faktor  in  jeder  der  Grossen 
»i-ter  Stufe,  deren  Summe  S  ist,  aus  a,  h,  c,  . .  .  numerisch  ableiten. 
Also  lässt  sich  jede  dieser  Grössen,  und  also  auch  ihre  Summe  S,  aus 
den  multiplikativen  Kombinationen  zur  m-ten  Klasse  aus  a,  b,  c,  . . . 
ableiten. 

Es  seien  mm  [aBJ,  [aB^j,  ...  diejenigen  unter  diesen  Kom- 
binationen, welche  a  enthalten,  und  C^,  C^,  ■ .  ■  diejenigen  imter  ihnen, 
welche  a  nicht  enthalten,  und  sei 

S^ß,  [aB,-]  +  ,5,  [aB,]  -\- ■  ■  ■  +  y,C,-\- y,G,  ^  ■■■. 
Da  nun  nach  der  Annahme  [aS]  =  0  sein  soll,  so  hat  man 

0  =  [aS]  =  nlaC,-]  +  j-.CaC;]  +  ■■■- 
da  [aaB^'],  [aaB^],  .  . .  null  sind.  Da  nun  a  nicht  in  C^,  C^,  . . .  ent- 
halten ist,  so  sind  [aC^'j,  [aCf^],  ...  [lauter  verschiedene}  multipUka- 
tive  Kombinationen,  stehen  also  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander. 
Somit  folgt  aus  der  obigen  Gleichung  0  =  Y,{aGJ -\- y.^laC^']  +  ■  ■  ■ , 
dass  y^,  y.^,  ...  alle  null  sind  (nach  28).    Folglich  ist 

=  [a(ß,B,  +  ß,B,  +  ---)]  =  [aB], 
wenn 

P=  /3,j9i  + /33B,  +  ■■■ 
gesetzt  wird. 

83.  Wetm  mie  Summe  S  emfacker  Grösse  mit  jeder  von  m,  in 
Jc^ner  ZahlbeskJitmg  su  einander  stehendm  Grossen  erster  Stufe  «i ,  . . .  0^ 
mtsserlich  m/ultiplicirt  Null  giebt,  so  lässt  sich  S  als  iktsseres  'Proäuht  dar- 
stellen, in  welchem  a^,  ...  am  Faktoren  sind,  das  heisst  in  der  Form 

yS  =  [ff-,  Og  . . .  aniS„] , 
wenn 

0  =  [a,S]  =  [a,8]  =  ■■-  =  [a^S]. 

Beweis,  Es  seien  e,,  . . .  e„  die  ursprünglioben  Einheiten,  so  lassen 
sich  (nach  20)  zu  «1,  . . .  «»  noch  n  —  m  andere  Grössen  «m-fi,  ■  ■  ■  a^ 
der  Art  hinzufügen,  dass  sich  e,,  . . .  e«  aus  ct,,  ,  . .  n„  numerisch  ab- 
leiten lassen.  Denmach  lassen  sich  auch  alle  in  S  vorkommenden 
Grössen  erster  Stufe  aus   o^,  .  ..  a„  numerisch  ableiten. 

Nun  ist  angenommen  [a^S]  =  0,  folglich  lässt  sich  f  (nach  82)  55 
S  in  der  Form  S==[a,S^]  darstellen.    Hier  ist  S^  wieder  eine  Summe 
einfacher  Grössen.    Stellt  man  die  einfachen  Faktoren  dieser  Grössen  als 
Yielfachensummen  von  a,,  . . .  a„  dar,  so  kann  man,  ohne  den  Werth 
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des  Produktes  [«i^S^]  zu  äudem,  (nach  GT)  in  allen  diesen  Yielfachetj- 
siimmen  das  Glied,  das  a,  enthält,  weglassen.  Nachdem  dies  geschehen, 
habe  sich  S,  in  P^  verwandelt,  so  ist 

S=  KÄJ  =  KPi], 
wo  I\  nni'  aus  den  Grössen  Mg, . . .  «„  hervorgegangen  ist  (kein  «j  enthält). 

Nun  ist  ferner  [a^S]  =  0,  das  heiast 

0  =  [ö2«,PJ,  oder  (nach  55)  [a,aj^,[=^0. 
Da  nun  [«^P,]  nur  aus  den  Grössen  a^,  -  ■  ■  a^  erzeugt  ist,  so  muss 
(nach  81)  entweder  Oj  oder  [«äP,]  null  sein.  Das  erste  ist  gegen 
die  Annahme,  also  [a^Pi]  =  0.  Somit  muss  P,  in  der  Form  [öJaS^] 
darstellbar  sein;  hier  kann  wieder  in  S^  die  Grösse  a^  fortgeschafft 
werden,  ohne  den  Werth  des  Produktes  [a^S^]  zu  ändern;  es  sei 
P,  =  [oaSg]  =  [«aPa],  wo  P^  nur  noch  aus  a.j,  .  . .  a„  erzeugt  ist  (ohne 
(Tj  und  «2),  so  ist 

S=[«iagSä]  =  [fl,«,p2]. 

Dann  ist  [a^  S]  =  0,  also 

[ögßißsPa]  =  0,  oder  Kß^ösP,]  =  0, 
Da  mm  [«gP^]  nur  aus  a^,...««  erzeugt  ist,  so  muss  (nach  81) 
entweder  [«,«3]  null  sein,  oder  [«aP^].  Ersteres  ist  nicht  möglich, 
weil  sonst  (nach  66)  zwischen  a^  imd  a^  eine  Zahlbeziehung  herrschen 
würde,  gegen  die  Voraussetzung.  Es  muss  also  [«sPa]  =  0  |sein|, 
also  Pg  in  der  Form  darstellbar  P^  =  [«^a-Ps]'  ^^'^  wieder  P3  nur  aus 
O4,  . .  .  ff,i  erzeugt  ist,  und  so  fort,  bis  endlich 

S=[«jffa  ...a„.S^] 
wird, 

84.  Wenn  eine  Summe  S  ton  Gwbsen  in  tet  Stufe  mit  jedet  von 
m  Grössen  erster  Stufe  «j,  «„,  die  m  hmei  ZahU)ezieliumf  zu  cm- 
««dej-  stehen,  äusserlich  mtUüplictit  Null  giebt,  so  ist  S  dem  aubseien  Fio 
duMe  dieser  m  Grössen  kmigtiient,  Jas  lieisst,  nenn 

0  =  [(/^S]=---.  =  KS],  so  üt  S-^\a^...  «,„]. 
Beweis.    Dann  ist  (nach  83)   S  in  der  Form   [«i  ...  «„,6'^]   dar- 
56  stellbar;   hier  muss,  da  S  ein  Ausdruck   )«-ter  Stufe  ist,  \  S,,,  von 
nuUtei"  Stufe,  also  eine  Zahl  sein  |77),  und  dann  kijmien  wir  (nach  2) 
statt  S  =  [«i  ...  «n,iS„]  sehreiben 

S=  [fli  ...  «„,]. 

85.  Wenn  es  m  +  1  Grössen  {erster  Stufe]  a^,  .  . .  a,„.f.i  gielt,  deren 
jede  mit  einer  Summe  S  von  Grössen  m-tci-  Stufe  äusserlich  muUvplicirt 
NitU  gieht,  so  ist  entweder  8=0  oder  [a,  .  . .  fl^+i]  =  0. 

Beweis.  Gesetzt,  es  sei  [a^ . . .  (T„,+i]  nicht  null,  also  auch  [n^ . . .  «,„] 
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nicht  null,  also  «j,  .  . .  «,„  in  keiner  ZaLlbeziehuug  zu  einander  stehend, 

so  ist,   da   zugleich   [a,S]  =  [a^S] [a„S]  =  0   ist,  (nach  84) 

iS  =  a[a|  ...  »ffl].  Nun  soll  aber  auch  [«„,^.iS]  =0,  also  K\a^...a„t^(\  =  0 
{sein),  also,  da  [öj  . .  .  «.„^-i]  nach  der  Annahme  you  Null  Terschieden 
ist,  so  muss  K  -=  0  I  sein } ,  also  auch  15=  r  [Oj  ...  «,„]  =  0,  das  heisst, 
es  ist  entweder  [tr,  ...  a,„j^i\  oder  S  null. 

§  4-.     ErgäiiBrmg  der  Grössen  in.  Bezug  auf  ein  Hanptgebiet. 

86.  Erklärung.  Hauptgebiet  nenne  ich  das  Gebiet  der  ur- 
sprünglichen Einheiten,  aus  welchen  alle  der  Betrachtung  unterworfenen 
Grössen  hervorgegangen  sind. 

87.  Zwei  einfache  Grössen  A  nnä  B  lassen  sich,  wenn  die  Summe 
ihrer  Süifensahlen  die  des  Hauptgehietes  um  y  übertrifft,  in  da-  Form 

*'■*"»  Ä~[CAi,    B-lOBi, 

WO  [A^  und  B^  einfache  Grössen  sind,  und]  C  eine  einfache  Grosse  von 

y-ter  Stufe  ist. 

Beweis,    Es  sei  a  die  Stafenzahl  von  A,  ß  die  von  B,  n  die  des 

Hauptgebietes,  also  ,    ^ 

a  +  ß  =  n  +  y. 

Dann  haben   (nach  26)    die   Gebiete  {von}  A.  und  B   mindestens 

ein  Gebiet  (a  -\-  ß  —  )i)-ter,  also  y-ier  Stufe  gemein.     Es  sei  C  eine 

{ einfache  J  Grösse   y-ter  Stufe   dieses   Gebietes,  so  ist  C  sowohl   der 

Grösse  A,  als  der  Grösse  B  untergeordnet,  also  (nach  79b)  Ä  in  der 

Form  [Cji^]  und  B  in  der  Form  [CB,]  darstellbar,  |wo  auch  A^  und  ßi 

eingehe  Grössen  sind } . 

88.  Einfache  Grössen  (n  —  l)-ter  Stufe  in  einem  Haaptgehiete  n-tcr 
Stufe  gehen  mir  Stimme  wieder  eine  einfache  Grösse  (n  —  l)-ter  Stufe. 

Beweis.    Es  seien  A  und  B  die  beiden  Grössen  {ü— l)-ter  Stufe,  57 
welche  in  einem  Hauptgebiete  it-ter  Stufe  liegen;  so  müssen  sie,  da 
die   Summe   (2n  —  2)   ihrer  Stufenzahlen   die   des   Hauptgebietes   um 
n  —  2  übertrifft,  (nach  87)  in  der  Form 

A  =  [üa],    B  =  [Cb\ 
darstellbar  sein,  wo  C  eine  Reihe  von  n  —  2  einfachen  Faktoren  erster 
Stufe  darstellt,  a  und  6  aher  Faktoren  erster  Stufe  sind,  also 

A  +  B^[Ca]  +  lCi]-lO(<,  +  t)].  [39] 

Hier  ist  a  -\-  h,  als  Summe  zweier  Grössen  erster  Stufe,  wieder 
eine  Grosse  erster  Stufe,  also  ist  A  -\-  B  als  kombinatorisches  Pro- 
dukt von  n  —  1  Grössen  erster  Stufe  darstellbar,  also  selbst  eine  { ein- 
fache} Grösse  {n — l)-ter  Stufe, 
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Acm.  Hat  man  in  einem  Hauptgebiete  n-tei-  Stufe  zwei  {einfache)  Grössen 
A  und  B,  deren  Stufenzahien  grosser  als  1  und  kleiner  als  w — 1  sind,  bo  giebt  ihre 
Summe  im  Allgemeinen  nicht  mehi  Pme  einfdclie  Grösse.  So  zum  Bespiel  lässt  sich, 
wenn  a,  b,  c,  d  vier  in  keiner  Zahlbeziekung  zu  einander  stehende  Grössen  erster 
Stufe  sind,  die  Summe  jS=  [al]  -{-  [cä]  nickt  mehr  in  Form  eines  kombinatoriacken 
Produktes  tou  Faktoren  erster  Stufe  dareteilen.  In  der  Tkat  müaste  dann  (nack  CO) 
sem    akü  [SS]  =  0 

0  =  [SS]  =  [(«fc  +  cd)  {ah  +  cd)]  =  [abcd]  +  [aah] , 
da  [rt6«&]  und  [cded]  (nack  60)  null  sind.     Aber  da  (nach  58)  [cdab]  ~  lahcd] 
ist,  so  hätte  man  dann 

0  =  ^[abed], 
das  heisst,  es  müsst«  [abcd]  null  sein,   also  (nach  66)  o,  6,  c,  ö!  in  einer  Zahl- 
boziehung  au   einander  stehen,   gegen  die  T^rauaaetauikg.     Also  ist  S  dami  nicht 
in  Form   eines   kombinatorisohen  Produktes  von  Grössen  erster  Stufe   darstellbar, 
und  ist  alao  dann  eine  zusammengesetzte  Grösse. 

89.  Erklärung.  Wenn  in  einem  Hauptgebiete  w-ter  Stufe  das 
kombinatorische  Produkt  der  ursprüngliclien  Einheiten  e^,  e^,  ...  e„ 
gleich  1  gesetzt  ist,  und  £  eine  Einheit  beliebiger  Stufe,  das  beisst, 
entweder  eine  der  ursprüi^lichen  Einheiten  oder  ein  kombinatorisches 
Produkt  von  mehreren  derselben  ist,  so  nenne  ich  „Ergänzung  von  E" 
diejenige  Grösse,  welche  dem  kombinatorischen  Produkte  E'  aller  in 
E  nicht  vorkommenden  Einheiten  gleich  oder  entgegengesetzt  ist,  je 
nachdem  [EE']  der  absoluten  Einheit  gleich  oder  entgegengesetzt  ist; 

58  ich  bezeichne  die  Ergänzung  einer  Grösse  f  durch  einen  vor  das 
Zeichen  der  Grösse  gesetzten  vertikalen  Strich,  also  die  von  E  durch  \E. 
Die  Ergänzung  einer  Zahl  setze  ich  dieser  Zahl  gleich.     Also: 

\E=[EE']E', 
wenn  E  und  E'  die  einfachen  Faktoren  e^,  .  ■  ■  e„  enthalten  und 

(6,^2  ...  e„J  =  1 
ist;  und 

wenn  u  eine  Zahl  ist. 

Anm  Ba  der  Definition  ist  Torauagesetzt,  dass  [EE']  nur  entweder  +  1 
oder  —  1  8Hm  könne.  In  der  That,  da  E  und  E'  kombinatorische  Produkte  der 
uiiprunglichcn  Lmheiten  sind,  und  E'  alle  in  E  fehlenden  Einheiten  enthält,  so 
untersckeidet  sich  {EE']  von  [6,6^  ■■-«„]  n«''  durch  die  Folge  seiner  Faktoren, 
und  beide  sind  also  (nach  fi7)  einander  entweder  gleich  oder  entgegengesetzt, 
also  da  [e,e;        ej  =  1  ist,  eo  ist  [EE']  =  4:  1. 

90.  El  klarung.  Unter  der  Ergänzung  einer  beliebigen  Grösse  A 
verstehe  ith  diejenige  Grösse  \A,  die  man  erhält,  wenn  man  in  dem 
Ausdrucke,  welcher  die  numerische  Ableitung  jener  Grösse  aus  den 
Einheiten  darstellt,  statt  jeder  dieser  Einheiten  ihre  Ergänzung  setzt, 
das  heisst 
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1(«,^,  +  cc,E,  +  ...)  =  «,!-£,  +  öc^lE,  +  ■■■, 
wo  E-^j  E^,  . . .  Einheiten  beliebiger  Stufe  aind. 

Zusatz.  Wenn  n  die  StufenzaM  des  Hauptgebietes  und  ß  die 
der  Grösse  Ä  ist,  eo  ist  w  —  k  die  der  Ergänzung. 

Anm  Der  vertikale  Strich  erscheint  also  nach  diesen  Definitionen  mit  den 
Eigenachaften  emes  Faktors.  Es  hat  dieser  Faktor,  wie  sich  weiter  unten  zeigen 
wird,  eme  auffallende  Analogie  mit  dem  imagiaärea  Ausdruck  j/  —  1 ,  so  dass 
man  liin  unter  gp-wissen  Umständen  dadurch  ersetzen  kaim.  Den  vertikalen  Strich 
hihe  iiJk  gewählt,  um  darauf  hinzudeuten,  daas,  wie  ich  uuten  zeigen  werde, 
diese  Ergaii7ung  geometrisch  durch  das  auf  einem  gegebenen  Gebilde  senkrecht 
stehende  Gebilde  dd,rgestellt  wird. 

91.  Drts  äussere  Produkt  einer  Einheit  in  ihre  Ergmmmg  ist  1, 
das  heisst 

\-E\E-i-l. 
Beweis.   Wenn  E'  das  konibinatorisehe  Produkt  aller  in  E  nicht 
enthaltenen  ursprünglichen  Einheiten  ist,  so  ist  (nach  89) 

!E  =  +  E', 
je  nachdem 

[HE']  _  +  1. 
Also,  wenn  das  untere  Zeichen  gilt,  so  iat 

\E\E}  =  [£E']  =  l, 

und,  wenn  das  obere  gilt,  so  ist  & 

[£l£J--[«E-)  =  -(-l)-l. 

92.  Die  Ergä-munrj  der  Ergänmmg  einer  Grösse  A  ist  dieser  Grosse 
A  gleich  oder  mtgeyengeselst ,  je  nachdem  das  I^oduht  der  Stufensahlen 
dieser  Grosse  einerseits  und  ihrer  Ergänzung  andrerseits  gerade  oder  un- 
gerade ist,  das  heisst 

\\Ä  =  {-!)"  A, 
wenn  q  die  Stufensahl  von  A  und  r  die  von  \A  ist. 

Beweis.  Angenommen  sei  zuerst,  daas  A  ein  kombinatorisches 
Produkt  der  ursprünglichen  Einheiten  sei,  und  B  =^  \A  seine  Er- 
gänzung, so  enthält  nach  der  Definition  B  alle  die  Einheiten,  welche 
dem  A  fehlen,  und  zwar  so,  dass  [.4|.4]  =  1,  also 

[AB-i  -=  1 
ist.  Die  Ergänzung  von  B  wiederum  ist,  da  Ä  alle  Einheiten  enthält, 
die  der  Grösse  B  fehlen,  (nach  89J  der  Grösse  A  gleich  oder  ent- 
gegengesetzt, je  nachdem  [^BA\  der  absoluten  Einheit  gleich  oder  ent- 
gegengesetzt ist;  nun  ist  (nach  58)  [BÄ\  =  { — 1)"'[-4JS],  wenn  q 
und  )■  die  Stufenzahlen  von  A  und  B  sind;  also,  da  [AB^  =  1  ist, 
[BA]~(-1)", 
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somit  aiacli  die  Ergänzung  von  B  gleich  +  Ä  oder  —  A,  je  nachdem 
( —  1)'^''   gleich  -f"  1  oder  —  1  ist,  das  heisst 

|JJ  =  {-1).'X 
Aber  ß  war  gleich    yi   aogonommen,  somit 
U-(-l)"A, 
wenn  A  ein  kombinatorisches  Produkt  der  ursprünglichen  Einheiten  ist. 
Es  sei  Bweilens  A  eine  beliebige  Grösse  ^-ter  Stufe,  ihre  Ergänzung 
von  )'-ter  Stufe,  uud  sei 

WO  £,,  -ß'g,  -  .  .  kombinatorische  Produkte  der  ursprüngliche]!  Einheiten, 
«1,  Kg,  ...  Zahlen  sind,  so  ist  (nach  90) 

|4  =  .,|£,  +  «,|S,  +  ..., 
somit,  da  -li,,  \E^  wieder  Einheitsprodulfte  sind, 
lA-«,lE,  +  «:,\ß,  +  ---. 
0  Nun   sind  Jf,,  E^,  . .  .   you   gleicher   Stufe  mit   A,   also   von  -|-  g-ter 
Stufe,  und  ihre  Ergänzungen  von  r-ter  Stufe;  also  ist  nach  dem  ersten 
Theile  des  Beweises  |!.E^  =  (—  ly-'E,,  jE^  =  (—  1)'"'^.,  ...,  somit 
iA  =  (^Vr(a,E,  +  a,E,  +  --) 
^{-\yA. 
93.   Ist  die  Stufemahl  (n)  des  Hauptgehietes  ungerade,  so  ist 
\'Ä  =  A. 
Ist  n  gerade,  so  ist 

A-(-i_yA, 

wenn  q  die  Stufensahl  von  A  ist. 

Beweis.  Denn  dann  ist  die  Stufenzahl  von  \A  gleich  {n  —  q), 
also  (nach  92)  ji.^  ^  (■ —  !)'<"""'' j1.  Ist  nun  n  ungerade,  so  ist  ent- 
weder q  oder  n  —  q  gerade,  also  (—  1)^("— *>  ^  1  und  also  dann 
A  =  A.  Ist  n  gerade,  so  ist  g_{n  ■ — q)  gerade  oder  ungerade,  je 
nachdem  g  es  ist,  also  dann  (—  l)?!'"-»)  =  ( —  l)i,  und  \A  =  ( — 1)"^. 

Anm.  Sind  q  und  r  beide  ungerade,  wie  zum.  Beispiel,  wenn  man  die  Er- 
gänzungen von  Grössen  erster  Stufe  in  einem  Gebiet  zweiter  Stufe  betraditet,  so 
wird  \iA  =  —  A,  so  dass  also  in  diesem  Falle  das  Zeichen  |  denselben  Gesetzen 
unterliegt,  wie  i  ^=y  —  i,  und  wir  erhalten  daher  hier  eine  reelle  Bedeutung 
des  Imaginären. 

Es  wird  sich  bei  der  Anwendung  anf  die  Geometrie  zeigen,  dass  Strecken, 
das  heisst  Linien  von  bestimmter  Richtung  und  Länge,  als  Grössen  erster  Stufe 
zn  betrachten  sind,  und  dass  in  Bezug  auf  sie  die  Ebene  als  Gebiet  zweiter  Stufe 
erscheint,  so  dass  also  hier  der  obenerwähnte  Fall,  wo  \\A  =  —  A  ist,  eintritt. 
Ich  werde  zeigen,  dass  die  Ergänzung  einer  Strecke,  wenn  man  als  la-Bprüngliciie 
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EiÄheiteii  7wei  gegeaemander  senkiPclite  Rtreckeu  von  gleicher  Länge  amiiinint, 
die  auf  ihr  beakiechte  Streck«  laf,  und  man  sieht  dahei  fickoii  hiei,  ddss  die  leelh' 
Bedeutung-,  die  wir  hiPt  dem  Imagiiwren  beilegen,  genau  dei  gpoinctrischpa  Be- 
deutung deaaelben,  wie  sie  von  Ganss  zueitt  aufgefasst  wurde,  entspritht  mii 
daes  diese  Bedeutung  hiei  in  aUgememerei  Porni  her¥Oih-itt 


§  5.  Produkt  in  Bezug  auf  ein  Hauptgebiet, 
94.  Erklärung.  Wenu  die  Summe  der  Stufon zahlen  zweier  Ein- 
heiten kleiner  oder  ebenso  gross  ist  als  die  Stufenzahl  n  des  Haupt- 
gebiefces,  so  verstehe  ich  unter  ihrem  progressiven  Produkte  ihr 
äusseres  Produkt,  jedoch  mit  der  f  Bestimmung,  dass  das  progressive  61 
Produkt  der  n  ursprünglichen  Einheiten  1  sei.  Hingegen,  wenn  die 
Summe  der  Stufenzahlen  zweier  Einheiten  grösser  ist  als  die  Sbufen- 
zahl  (n)  des  Hauptgebietes,  so  verstehe  ich  unter  ihrem  regressiven 
(eii^ewandten)  Produkte  diejenige  Grösse,  deren  Ergänzung  das  pro- 
gi'essive  Produkt  der  Ergänzungen  jener  Einheiten  ist. 

Das  progressive  und  (das)  regressive  Produkt  fasse  ich  zusammen 
unter  dem  Namen  des  auf  ein  Hauptgebiet  bezüglichen  Produktes, 
Die  Bezeichnung  ist  für  alle  diese  Produkte  dieselbe,  nämlich  die 
einer  das  Produkt  ums chliess enden  Klammer,     Also 

wenn  die  Summe   der  Stufeuzahlen  von  E  und  F  grosser  ist,   als  die 
Stufe  (n)  des  Hauptgebietes,  und 

[e^ea  .  .  .  e„]  =  1, 
wenn  e^,  e^,  .  .  .  e„  die  Reihe  der  ursprünglichen  Einheiten  ist. 

Aura.  Auf  die  hier  behandelte  Multiplikation  und  auf  die  algebraische 
lassen  sich  alle  Multiplikationen,  die  überhaupt  für  die  Wissenschaft  von  Interesse 
sind,  lurQckfuhi-en.  Es  kommt  daher  nur  darauf  an,  diese  beiden  Multipiikations- 
gattungen  von  einander  durch  die  Bezeichnung  unzweideutig  zu  unterscheiden. 

Wenn  man  bei  der  algebraischen  Multiplikation  alle  überflüssigen  Klammern 
vermeidet,  also  nie  ein  algebraisches  Produkt,  welches  mit  einer  andern  Grösse 
durch  Addition,  Subtraktion,  Multiplikation,  Division  verbimden  werden  soll,  durch 
eine  Klammer  umschliesst,  so  wird  eine  in  diesen  Fällen  angewandte  Klammer 
stets  ein  nnzweideutiges  Zeichen  der  beEüglichen  Multiplikation  sein.  In  den- 
jenigen FäUen,  wo  das  algebraische  Produkt  so  verknüpft  wird,  dass  eine  Klammer- 
setzung nöthig  wird,  also,  wenn  das  Produkt  potenairt  oder  logarithmirt  werden 
soll,  oder  in  ein  Funttionaeichen  {wozu  aucit  Summenzeichen,  Differenzialaeiohen, 
und  so  weiter  gerechnet  werden  können)  einrückt,  so  wird  wieder  alle  Zwei- 
deutigkeit gekoben,  wenn  man  in  diesem  Falle  entweder  für  die  bezügliche  Multi- 
plikation zwei  Klammem  anwendet,  oder,  was  bequemer  erscheint,  für  diese  Fälle 
dem  algebraischen  Produkte  stets  die  nmde  Klammer,  dem  bezüglichen  die  eckige 
zuweist,  während  man  in  den  erstgenannten  Fällen  nach  Bequemlichkeit  über 
beide  verfügt. 
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Es  ist  ooli  zu  erwähnen  das''  d  e  gewihlte  Bpzeichnung  fui  1  p  Teischie 
denen  Arten  ie  bezüglicliea  Muitipl  liation  eobal  \  da  Ha  iptgeliiet  bekannt  ist 
durchaus  zureicl  eud  ist  nd  keinpn  Verwechsel  inge  i  E'ium  gielt  und  dass  die 
Ee  hnungaseietze  überall  dieselben  sini  unl  nir  noch  von  den  Stnifenzahlen  doi 
u  verkiiuife  den  Grössen  und  Ton  der  des  Hauitgeb  etes  abhängen 

9o  TVcHH  q  «n?  t  die  iDÜifen^ahlen  ueiet  dui-sei  A  und  B  sind 
und  n  die  des  Rai  ptgeheteö  so  id  die  StufenzaM  d/'S  ProduUes  [AB} 
erstens  gleicli  5  +  ^  »eMW  2  +  '  Uenet  cds  n  ist,  zweitens  glech 
g  _|_  ^  —  ji  weun  2  +  ^  grosso  odet  ebenso  grottS  ah  n  ist  in  ifiden 
Fallen  also  longruent  der  bumme  det  Stuftn^alhi  in  ie*  (9  aif  dt  i 
Modul  n    das  JietbSt    loeun 

C-[ÄL], 
SO  ist 

s  ^  g  +  >■  {Mod.  n) , 

iDo  q,  r,  s,  n  hedehlieh  die  St/iifensahlen  von  A,  ß,  ö  und  vom  Haupi- 
gehiete  sind. 

Beweis.    Ist  5  +  r  <  w  und 

A  =  \a^a^  . . .  a.,},     B  =  [b,b,  . .  .  b,} , 
wo  «1 , . . .  f'„  ?*, ,  . . .  br  GrBasen  erster  Stufe  sind,  so  ist  [A  B]  als  pro- 
gressives Produlit  au  betracliteii,  also 

C  =  [A  B'\  =  [(ö,«,  ...Og)  {hj}^  . . .  b,)] 

=  Ka,  ,..a,h,b^  ...  &,],  [79] 

also  (nach  77)  die  Stufenzahl  des  Produktes  =  q  +  r. 

Wenn  q  -\-  r  =  n  ist,  so  wird,  da  (nach  94)  das  Produkt  der  n 
Einheiten  ■=  1  gesetzt  ist,  und  also  auch  das  Produkt  von  n  Grössen 
erster  Stufe  eine  Zahl  wird,  die  Zahlen  aber  (nach  77)  als  Grössen 
nullter  Stufe  aufzufassen  sind,  die  Stufenzahl  des  Produktes  gleich  Null, 
also  =  3  +  s"  —  n. 

Wenn  endlich  3  +  »"  grösser  als  n  ist,  so  ist  (nach  94),  wenn 
A  und  B  Einheiten  beÜehiger  Stufen  sind, 

\C=[\A\B]. 
Aber  (nach  50,  Zusatz)  sind  die  Stufenzahlen  von  \A,  [B,  \C  gleich 
n  —  q,  n  —  r,  n  —  s;  nun  ist  n  —  q -\-  n  —  r  =  n  —  (q  +  r  —  n), 
also  kleiner  als  n,  somit  ist  (nach  dem  ersten  Theile  des  Beweises) 
die  Stufenzahl  des  Produktes  [_\Ä\B]  gleich  der  Summe  der  Stufen- 
zahlen  seiner  Faktoren,  also 

n  —  s  ^  n  —  q  -\-  n  —  r, 
das  heisst 

s  =  q-\-r  —  n. 

Somit  gilt  das  zu  erweisende  Gesetz  für  den  Fall,  dass  A  und  B 
Einheiten  beliebiger  Stufen  sind.    Da  nun  aber  jede  aus  den  Einheiten 
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nnmerisch  abgeleitete  Grösse  mit  den  Einheiten  von  gleicher  Stufe  ist 
so  gilt  der  Satz  auch  für  beliebige  Grössen, 

96.  Wenn  n  die  Stvfeneahl  des  Hauptgebietes  ist,  so  is(  du.  Stufe» 
gaJd  eines  heliehigm  auf  dies  Gebiet  bemglichen  f  Frodulies  det  Summe  63 
der  Stufertsaklen  seiner  Faktoren  kongruent,  in  Bezug  auf  den  Modul  i?, 
oder,  die  Stufensäkl  des  JVodwifes  ist  gleich  dein  Division-.reste,  ivcklm 
ihibt,  wenn  man  die  Summe  der  Stufengahlen  aller  FiAtoien  dureh  die 
Stufensahl  des  Hauptgehietes  dividirt;  also,  wei^n 

R  =  \ABC  ...'] 
ist,  so  ist 

f-^a  +  ß  +  r+---  (iloä-  11), 
wenn  q,  cc,  ß,  y,  ...  die  Stufenmhlen  von  li,  A,  B,  G,  ...  sind  und 
n  die  des  Mauptgebietes  ist. 

Beweis.  In  95  ist  gezeigt,  dass  die  Stufenzahl  des  Produktes 
zweier  Grössen  der  Snmme  der  Stufenzahlen  dieser  Grössen  kongruent 
ist,  in  Bezug  auf  den, Modul  n.  Tritt  nun  zu  dem  Produkte  noch  ein 
Faktor  hinzu,  so  bleibt  aus  gleichem  Grunde  das  Gesetz  noch  bestehen, 
und  so  fort,  also  gilt  es  für  beliebig  viele  Faktoren.  Da  nun  die 
Stufenzahl  immer  kleiner  als  n  und  nie  negativ  ist,  so  gilt  der  Satz 
auch  in  der  zweiten  Fassung. 

Anm.  So  zum  Beispiel  ist  die  Stnfenzalil  eines  Produktes  von  sieben  Pak- 
toren dritter  Stufe  in  Benug  auf  ein  Hanptgebiet  vierter  Stufe,  gleiisli  Eins  (a. 
Crelle'a  Journal  Bd  4a  &  12)  jin  dei  ^.bhandluiig ;  Grundsätze  der  atereometri- 
schen  Multiplikation  ' 

97.  Das  Prodult  det  Fhganzungen  mteiu  Grössen  ist  die  Ergänmng 
des  Froduktes  dienet  Giusben,  das  heisst 

Beweis.    1.  Wenn  die  StufenzaUeu  «  und  ß  der  Grössen  Ä  und  B 
zusammen  grösser  sind   als   die  Stnfenzalil  n  des   Hauptgeljietes,   das 
lieiast,  ß  -|-  j5  >  11. 
Dann  sei 

A  — Z«,/;,     B  =  Sf,F,, 
wo  Er,  F3  Einlioiten  sind,  so  ist  (naeli  90) 

:ä  —  EaAK  und  iB  =  Zf,F.. 
Also 

\\A\B]  _  [E„,\E,.Sf,\F,]  —  Z«,.ft[ii;iF.J  [421 

-  Ea:,ß,lE,F,\  [94] 

_  \E,ME,Fi  [90] 

=.\[S(i.E,.Sf,F.'l  [42] 

-\XAB]. 


y  Google 


08  A,.     Abschnitt  1,    Kapitel  3.    §  5,    Nr.  97. 

2.  Wenü  a  -j-  ß  ^  n  ist,  dann  gilt  der  Satz  zunächst  für  die 
Einheiten. 

64  Es   seien  E  und  F  Einheiten,  das  heisat,  kombinatoriache  Pro- 

dukte der  ursprünglichen  Einheiten  c, ,  .  .  .  e„. 

Enthält  zuerst  E  eine  ursprüngliche  Einheit,  die  auch  in  F  vor- 
kommt, so  können  in  E  und  F,  da  sie  zusaninieu  nur  «  einfache 
Faktoren  enthalten,  nicht  alle  «rsprünghthen  Einheiten  vorkommen; 
es  muss  also  mindestens  eine  dieser  Einheiten,  etiva  q,  in  beiden 
Grössen  E  und  F  fehlen;  nun  enthält  \E  alle  ursprünglichen  Einheiten 
die  in  E  fehlen,  also  auch  e, ,  und  \F  alle  die  in  F  fehlen,  also  auch 
Ci ,  somit  enthalten  \E  und  \F  beide  die  ursprüngUche  Einheit  *, ,  es 
ist  also  (nach  GO)  [\E\F]  =  0,  aber  auch  [EF]  =  0,  da  E  und  F 
nach  der  Annahme  beide  ein  und  dieselbe  ursprüngliche  Einheit  ent- 
halten, somit 

[-E:F]  =  [EF\. 

Wenn  zweitens  F  keine  ursprüngliche  Einheit  enthitlt,  die  iiuch 
in  F  vorkommt,  so  muss,  da  E  und  F  im  Ganzen  n  Faktoren  ent- 
halten, deren  jeder  eine  der  ursprünglichen  Einheiten  ist,  [.Ei'']  ein 
Produkt  sämmtlicher  n  Einheiten  sein.    Dann  aber  ist  (nach  BD) 

\E=[EF]F  und  \F=[FE]E, 
wo  [/'.'-?'' I  und  \FF}  nur  entweder  +1  oder  — 1   sind.    Dann  ist 

\!.F\F]^lEF-\[FF\iFE\. 
Aber   \FE][FE]    ist  entweder    1,1    oder    (— !)■(— 1),  also    beide- 
male   1     Somit  ist 

l|E|-F]  -  [A'i-'], 
wie  im  vorigen  Falle.     Da  nun  \FF]  eine  Zahl  ist,  so  ist  (nach  89) 
[FF]  =  \\EF].     Somit  in  beiden  Fällen 

[|£|_F]=,[Ei''|. 
Da  nun  das  Gesetz  für  Einheiten  gilt,   so  folgt  ganz  wie   in  Be- 
weis 1,  dass   es  auch  für  beliebige  Grössen  gilt,  vorausgesetzt,   dass 
die  Summe  der  Stufenzahien  n  sei. 

3.  Wenn  a  -\-  ß  <.n,  dann  sei  A  =  \Ä'  und  B  ='  \ß'.  Ist  nun 
zuerst  n  ungerade,  so  ist  (nach  93) 

\A  =  -Ä  ==  A'  und   ebenso    B  =  B'  =  B'. 
Also 

[^i7;j  =  [A'B'l  =   \A'B'].  [nach  93] 

Aber,  da  die  Stufenzahien  von  A'  und  B'  beziehlich  =»  —  k,  n  —  ß 

6f)  sind  (90,  Zusatz),  so  sind  die  Stufenzahien  von  A'  und  .Z>"  f  Kusammen- 

genomnien  =2n  —  «  —  ß  ■=  n  -\~  (n  —  k  —  ß).     Nun  ist  n  ~  ec  —  ß 
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posiÜT,  da.  K  -\-  ß  nach  der  Änuahme  kleiner  als  n  ist,  somit  ist 
n-\-  {n  —  «  —  (3)  >  «,  also  die  Summe  der  Stufenzahlen  voa  A'  und  ß' 
grösser  als  n.     Also  ist  nach  Beweis  1 

\[A'B']  =  ]\A'\B']  =  [Ali\. 
Also 

[^■i"J-.|[/lBl, 
aber  auch 

wie  üben  gezeigt,  also 

{Isb  endlich  ji  gerade,  so  ist  (nacli  93) 

A  —  ^r  -  (-  ly—A'  »nd  |U  =  B'  —  (~  l)'-fB% 

[A\B]-(-iy~'-f[A'in. 

Nun  ist  die  Summe  der  Stufenzahlen  von  A'  und  B\  wie  schon  vorhin 

beim  Falle  eines  ungeraden  n  gezeigt  wurde,  grösser  als  n.    Es  wird 

daher  (nach  Beweis  1) 

llA'B']-[\A'B']-lAB\ 
und  somit 

[AB]-   iA'B']. 

Da  aber  die  Stufensumme  der  Faktoren  des  Produktes  [A'B'],  wie 
soeben  erwähnt  wurde,  grösser  als  n  ist,  so  hat  (nach  95)  die  Stufen- 
zahl des  Produktes  [A' B']  selbst  den  Werth 

(„--„)-|.(„_fl_„_„_„_,S; 
es  wird  also  (nach  93) 

UB]  =  !|  lA-B'}  -  (-  1) 'iA-B'], 

oder,  da  n  nach  der  Voraussetzung  eine  gerade  Zahl  ist,  auch 

\[AB]  =  (^iy'^-«-nA-ß']. 

Man  erhält  daher  für  \[AB]  denselben  Werth  wie  oben  für  \\A  ß], 
also  gilt  die  Formel 

fA\K]-\lAB] 

auch  in  diesem  letzten  Falle.) 

Zusatz.  Wenn  das  FrodtM  zweier  Grössen  ein  progressives  ist,  so 
ist  das  ihrer  ErgÖnnungm  ein  regressives,  vorausgesetzt,  dass  man  das 
Prodnht  millter  Stufe  sugleich  als  ein  progressives  und  als  ein  i 


Beweis.  Denn  ist  [^ iJ]  ein  progressives  Produkt,  so  ist  {nach94| 
a-\-ß^ii,  wenn  a  und  ß  die  Stufenzahlen  von  A  und  B  sind.  Dann 
sind   {nach  ÖO,  Zusatz}  die  der  Ergänzungen  ji  —  k  und  n  —  ß,  aber 
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n  —  «  —  |3  ^  0,  also  auch  n  —  a  -\-  n  —  ^  >  ",  "äas  heisst  {nach  94 1, 
das  Produlit  der  Ergänzungen  {ist}  ein  regressives. 

98.  Das  Produkt  der  Ergänmingen  mehrerer  Grössen  ist  die  F/r- 
(jimsung  des  Trodtüttcs  dieser  Grössen ,  das  heissf 

\\Ä\BlC...l-  IAB0..:\. 

Beweis.    Es  gelte  der  Satz  für  m  Faktoren,  das  heisst,  es  sei 

\_Ä,A^  ...  |A,]  =  lUi^.  ...  AJ, 

sü  gilt  er  a\ic,h  für  3u  +  1  Faktoren.    Denn  es  komme  noch  ein  Faktor 

IJ„„_l_i  auf  beiden  Seiten  obiger  Gleiclinng  hinzu,  so  ist 

(üilt  dev  Satz  also  für  irgend  eine  Faktorenzahl ,  so  gilt  er  auch 
fitr  die  nächst  höhere,  also  auch  für  jede  höhere  Faktorenzahl.  Da 
er  nun  (nach  97)  für  awei  Faktoren  gilt,  so  gilt  er  auch  für  be- 
liebig viele. 

99.  Ins  Besondere  ist 

\a7j...\^\[ah...\, 
wenn  a,  !>,...  Grijssrn  erster  Stufe  sind. 

Zusatz.    Es  folgt  hieraus,   dass  ein  regressives  Produkt,   dessen 
Faktoren  die   Ergänzungen    von   Grössen   erster    Stufe   sind,   als    ein 
kombinatorisches   beti-achtet  werden   kann,   dessen    einfache   Faktoren 
von  (n  —  l)-ter  Stufe  sind. 
,6  100.   Die  lErgänsung  eines  Fvlyitotns  ethalt  man,  indem  man,  ohne 

die  Vorseichen  der  Glieder  m  ändern,  von  jedem  die  Ergänzung  nimmt, 
das  heisst 

\(A  +  B  +  -.-)-\Ä-+\B  +  --. 

Beweis.    Es  sei 

A  —  Sujl,,     J5— 2:ft.E,,  .    ., 
so  ist 

(^  +  ü  +  •■■)-  I  (£«,Ä  +  Sß.E,  +  ■•■)-  M"'  +  ft-  +  ■  ■  ■)-'''' 
-£(«,  + fr +■•■):£,  [90] 

=  \£c,E,  +  \Zß,E,  +  .--  [90] 

=  |4+|B  +  ..-. 
101.    Eine  Gleieimng,  in  welcher  Iceine  andern  Verknüpfungen  als 
die  in  Kap.  1  latd  3  iehandelten  vorkommen,  bleibt  mich  bestehen,  wenn 
man  statt  der  darin  vorkommenden  Grössen  ihre  Ergmigungen  setst,  das 
heisst,  wenn 
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f(Ä,  B,...)~  y(X',  D',  . . .) 
ist,   wo  f  und  tp  Zeichen  von  Verhiüpfungen   sind,  die   den  genannten 
Kapiteln  angehören,  so  ist 

f(\Ä,  \B,  ...)-  füA;  \B',  . . .). 
{  Ebenso  folgt  umgekehrt  aus  der  letzten  Gleichimg  die  erste.  ] 

Beweis.  Da  gleiche  G-rössea,  derselben  Verknüpfung  initerworfeii, 
Gleiches  liefern,  so  muss,  wenn 

f{A,B,...)^^>{A',B',...) 
ist    auch 

'f(Ä,B,...)-i,,{Ä;B;...) 

sein.  Nun  können  keine  andern  Verknüpfungen  vorkommen  als  Ad- 
dition, Subtraktion  nnd  die  bezügliche  Multiplikation,  zu  welcher  auch 
die  Multiplikation  mit  Zahlen  gerechnet  werden  darf.  Für  Addition 
und  Subtraktion  ist  in  Satz  100  bewiesen,  daaa  man,  statt  von  der 
Verknüpfung,  von  den  Verknüpfunga gliedern  die  Ergänzungen  nehmen 
kann,  und  dasselbe  gilt  (nach  98)  von  der  bezüglichen  Multiplikation, 
also  für  alle  auf  beiden  Seiten  vorkommenden  Verknüpfimgen. 

{Andrerseits  ergiebt  sich  aus  92  sofort,  dass  für  jede  beliebige 
Grosse  Ä  von  q-tei  Stufe  in  einem  Hauptgebiete  «-ter  Stufe  die 
Gleichung 

[A  =  (-  !)'!(«-'>(-  lj«(''-/)..l  =  A 

gilt.    AVeiss  man  daher,  dass  eine  Gleichung  von  der  Form 

/-(U,  «,...)  =  9. (U',|£',...) 

besteht,  so  erkeinit  man,  indem  man  den  oben  bewiesenen  Satz  dreimal 
auf  diese  Gleichung  anwendet,  dass  auch  die  Gleichung 

f{Ä,B,...)-v(Ä%B;.^.) 
gültig  ist. ) 

.  Anm.  Es  tritt  hietduicL.  dii>  v  Ite  Eeciirocitit  awisehen  beliebigen  trrosseii 
und  ihren  Ergänzungen,  also  nl  erhanpt  zwiselien  ÖrösBen  m  ter  und  (»  —  m)  tei 
Stnfe  hervor,  wenn  das  Hauptgebiet  von  n  ter  Stufe  ist  namtnthch  ist  die  Eeci 
prodtät  awisehen  Grössen  erster  nnd  ("  — ll  ter  Stufe  von  Interease  NdoH  an 
schaulicher  wird  sich  diese  Eecipioeität  weitei  unten  entfalten 

102.    Wenn  E,  F,  G  Einheiten  ^mt?,  dfjen  Stufen'oklen  mtbammcn  ( , 
n  (ßtufensahl  des  Hawpigtitetet,)  hetia/en,  bo  lU 
[EF   _ECr]  =  lJirr]E 

Beweis.  Wir  können  zwei  Fälle  unterscheiden,  entweder  [EEG'] 
enthält  gleiche  Faktoren  oder  nicht.  Enthält  es  gleiche,  so  muss,  da 
die  Anzahl  seiner  einfachen  Faktoren,  nach  der  Voraussetzung,  gleich 
n,  gleich  der  Anzahl  der  ursprünglichen  Einheiten  ist,  eine  dieser  Ein- 
heiten, etwa  e,,  unter  den  Faktoren  von  [EFG]  fehlen. 
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Nun  sei  [EF}  =  |  ^,  so  muss  {nach  89)  Q  diesen  auch  in  [ß.F] 
fehlenden  Faktor  c^  eüthalten;  ebenso  sei  [EG'l  =  \li,  so  muss  R 
diesen  Faktor  gleichfalls  enthalten.  Also  ist  dann  (nach  60j  lQli\ 
gleich  Null.     Nun  ist 

[JiF.EGi-[\Q\R}-\[Qll\,  [97] 

also  gleich  der  Ergänzung  von  [QK}  =  0,  also  (nach  89)  selbst  null. 
Aber  es  ist  auch  [EFG],  da  es  nach  der  Annahme  gleiche  Faktoren 
enthält,  null,  somit  beide  Seiten  der  zu  erweisenden  Gleichung  nuU. 

Wenn  dagegen  [^EFG]  keine  gleichen  Faktoren  enthalt,  so  muss 
es,  da  es  n  Faktoren  enthalten  soll  und  zwar  keine  andern  als  ur- 
sprüngliche Einheiten,  ein  Produkt  der  n  ursprünglichen  Einheiten 
sein.     Dann  ist  (nach  89  |  und  80 } ) 

\G  =  \ß'EF^\EF],    \F=  {FEGI  [EG]. 
Da   hier    \GEF~\   und    {FEG~\    als   Produkte    sämmfclicher    Einheiten 
c^,  ...  ß„  gleich  +  [p^öa  . . .  e,],  also  (nach  94)  =  +  1  sind,  und  die 
Multiplikation  mit  +  1  gleiches  Resultat  mit  der  Division  durch  +  1 
liefert,  so  können  wir  die  obigen  Gleichungen  auch  so  schreiben: 

iEF'[  =  \GEF']  ß,    [EG]  =  \FEG'\  \F. 
Dann  wird,  da  man  überdies  Zahlfaktoren  behebig  ordnen  darf, 
\EF.  EG]  =  [GEF]  [FEG]  [\G'F]  =  [GEF][FEG]  \[GF]   [07] 
=  [G  EF]  [FEG]  [GFE]  E.  [89] 

Nun  ist  \EF]  =  '-\^  [FE]  (nach  58).  Vertauscht  man  also  in 
dem  gewonnenen  Ausdrucke  zweimal  E  mit  F,  so  bleibt  sein  Werth 
uugeändert,  und  so  wird  er 

=  [GEF]  [EFa\  [GEF]E. 
63  Aber,  da  [GEF]  =  +  1  ist,  so  wird  [GEE][GEF]  =  1  und  somit 
erhält  man 

[EF   FC]  =  [FFr]F 

i03     Tlei     ^    B   C       f  l    C  i     id  l     S  m       7 

/        }lm     1    1   d      'it  fei     il  n  des  H    ptgh    CS     t  t 
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Es  kann  o,  entweder  in  A  oder  B  oder  C  enthalten  sein.  Ist  a,  in 
B  enthalten,  so  sei  B  =  [«i-D],  und  verwandle  sich  B  durch  die  obige 
Substitution  in  B'  =  [a'Z>].     Dann  wird 

lÄB'.AC]  =  [Ä{iSa,ffr)D]  ■  AG]  =  i:ct,[A{arB)  .  AC] 
=  i:ar[A(arX))C]Ä, 
da  nach  der  Annahme  Formel  103  für  den  Fall,  dass  die  betrachteten 
Grössen  nur  «,,  a^,  ...   als  einfache  Faktoren  enthalten,  gelten  soll. 
Also  ist 

[äB'.AC]  =  2Ja,.lA(a,D)C]A=lA{(i:ctra,)D]C]A  =  [Ä(aD)Ü']A 
=  IAB'C]A. 
Genau  dieselben  Schlüsse  gelten;  wenn  a,  in  C  enthalten  ist.    Es 
bleibt  also  nur  der  Fall  zu  behandeln,  wo  «j  in  Ä  enthalten  ist. 

In  diesem  Falle  verwaiidle  sich  zunächst  a^  in  ii' =  (t^n,  +  cc^c^, 
und  sei  A  =  [^li?],  also 

A'  =  [a'J)]  =  a,[a,J)'\  +  ct.Ja.U], 
das  heisst 

(•)  A'-,,Ä  +  «,[a,D]. 

Sollte  a^  noch  in  I)  enthalten  sein,  so  wäre  der  letzte  Summand 
(nach  60)  null;  es  verwandelte  sich  also  A  nur  in  aein  Vielfaches, 
also  würde  dann 

[A'  B  .  a:C]  =  o<,^[AB  .  AG]  =  a,^[ABC}A 
==  [a^ABClict.A  =  [A'BCIA'. 
Also   bleibt  nur  noch  der  Fall  zu   betrachten,  wo  a^  in  B  oder 
in  C,  zum  Beispiel  in  B  vorkommt.   In  diesem  Falle  sei  f  .5  =>  [fflg-E].  'i 
Es  war,  wie  oben  {*)  gezeigt,  A'  =  a^A  +  a^[a^I)],  und  da  a^  in  B 
als  Faktor  enthalten  ist,  und  also  [cf^-Di']  null  wird,  so  ist 
n  lA-E]~.a,\_AB]; 

ferner  ist 

\'A'G]  =  [(cc,A  +  a,[a-JJ])C]  =  a,[AG]  +  a,\a,DG'\, 
also 

\A'B  .  A'C]  =  a,^\_AB  .  AG]  +  cc^ci^[AB .  a^BC] 
=  a^'lABG']  A  +  a^a^lAB  .  a^DC]. 
Aber 

{AB.aJJC}  =  [ö, Z)(a3£:) . (7a7)C]  =  —  la^D(n,E) . a^DÜ]  [{80),  55J 

=  —  ia^D(a,E)C']\a^I)1. 
Letzteres  nämlich  ist  der  Fall,  da  die  drei  Grössen  [«s-D],  [«i^G]  nnd  G 
keine    andern    Faktoren    enthalten,    als    solche,    die    der   Grössenreihe 
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öi,  «2,  «g,  ...  angehören,  und  die  Summe  der  Stufenzahlen  n  ist,  also 
die  Bedingungen  alle  erfüllt  sind,  unter  denen  die  Geltung  der  Formel 

[AB.AC]  =  [ABC]A 
angenommüii  war.      Somit  wird 

[A'Ji.A'C^  =  ac[ABC]A  —  a,(i,\a^D{a^E)C]{a,I)] 

=  a,'[ABC]A  +  a,a^[a,I)(a^B)C]\a,n\  [{801,  55| 
=  ß,^i;.4£C]4  +  a,a^lABC]ia,D] 

=  icc,ABC]A'  n 

=  [A'BC'IA'.  (**) 

Dasselbe  gilt,  wenn  a^  ia  C  statt  in  B  enthalten  war.  Also  ist 
gezeigt,  dass  die  Formel  immer  bestehen  bleibt,  wenn  man  einen  Faktor 
a^  in  «j«!  +  ^i(^2  verwandelt,  also  auch,  weim  man  diesen  wieder  in 
Kjd,  -{-  a^a^  +  vc^ßs  verwandelt  und  so  fort. 

Es  ist  also  jetzt  vollständig  erwiesen,  dass,  wenn  die  Formel  103 
für  irgend  eine  Reihe  von  n  Grössen  erster  Stufe  a^,  ß^,  ...  <f«  gilt, 
welche  die  einfachen  Faktoren  der  Grössen  Ä,  B,  C  bilden,  sie  auch 
noch  bestehen  bleibt,  wenn  man  statt  irgend  eines  dieser  Faktoren 
eine  aus  jenen  Grössen  a^,  , . .  a,  numerisch  abgeleitete  {Grösse}  setzt. 
Da  sich  dasselbe  wieder  auf  die  so  hervorgehende  Reihe  von  Grössen 
anwenden  lässt,  so  folgt,  dass  die  Formel  auch  noch  bestehen  bleibt, 
wenn  man  statt  der  einfachen  Faktorm  der  Grössen  A,  B,  0  ielkbige 
am  jenen  Grossen  a^,  ...  «„  numerisch  abgeleitete  Grössejt  setzt. 

In  der  That,  es  seien  zum  Beispiel  h,,  ...  h,  solche  aus  a^  .  .  .  a„ 
numerisch  abgeleitete  Grössen.  Wie  diese  auch  beschaffen  seien,  immer 
wird  sich  (nach  17)  unter  ihnen  ein  Verein  von  m  Grössen  angeben 
TO  lassen,  welche  in  keiner  Zablbeziebung  -f  zu  einander  stehen,  und  aus 
denen  sich,  wenn  m  kleiner  als  n  ist,  die  übrigen  numerisch  ableiten 
lassen.  Es  seien  nun  &, ,  ...  b,„  diese  Grössen,  aus  denen  &„,4-i,  . . .  &„ 
numerisch  ableitbar  sind;  dann  kann  mau  (nach  20)  statt  m  der 
Grössen  a^,  .  . .  o,„  die  Grössen  6,,  ...  6™  in  der  Art  einführen,  dass 
das  Gebiet  der  so  erhaltenen  Grössen  dem  Gebiete  der  Grössen  «[,...  a„ 
identisch  wird.  Es  seien  «,,  ...  ö„,  die  Grössen,  statt  deren  man  in 
dieser  Weise  ft,,  ...  l>,u  einführen  kann,  so  wird  nun  das  Gebiet  der 
Grössen  «j ,  ...  a„  identisch  dem  Gebiete  der  Grössen  &, ,  ,  . .  l,„ , 
«Hi+i,  .  . .  a„,  oder,  indem  man  dieselbe  Schlussfolge  Schritt  für  Schritt 
anwendet:  Es  wird  das  Gebiet 
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ffj,  a^,  ...  ß„  identisch  dem  Gebiet  ij,  O3,  ...  «„, 

dies  wieder  identisch  &^,  h.^,  «3,  ...  «„, 

und  eniälieh  identisch  Jj,  ög,  .  .  .  &«,,  «m+i;  ■  ■  ■  <^n- 

Gilt  nun  Formel  103  für  a^,  ...  «„,  ao  gilt  sie  auch,  wenn  man 
statt  des  Fattors  «,  die  aus  «j,  ...  «,  abgeleitete  Grösse  1)^  setzt,  also 
für  hf,  a.2,  ■  ■  ■  lin-  Da  nun  das  Gebiet  a^,  ...  ö„  mit  dem  Gebiete 
b,,  ßj,  ...  »B  ideutisch  ist,  und  b^  nach  der  Annahme  aus  a^,  ...  n, 
ableitbar  ist,  so  ist  es  auch  aus  i^,  a^,  . . .  a,,  ableitbar,  folglich  bleibt 
Formel  103  noch  bestehen,  wenn  man  h^  statt  a^  setzt,  daa  heisst  für 
die  Reihe  öj,  63,  Hg,  . . ,  «„,  und  so  fort,  endlich  noch  fttr  die  Reihe 
bi,  h^,  ...  Am,  Oim+i,  ■.■«».  Ferner,  da  nach  der  Annahme  b„,^i, . . .  &« 
aus  hy,  ig,  ...  &m  numerisch  ableitbar  sind,  so  bleibt  nun  103  auch 
noch  bestehen,  wenn  man  nach  und  nach  in  der  Reibe  6,,  ...  ö,„, 
«,„4-1,  ...  «,,  statt  «„,+],  ...  c,  die  Grössen  6m4.i,  .  ■ .  h^  setzt,  also 
auch  für  die  Reihe  ö^,  .  , .  6,,  das  heisst,  für  jede  beliebige  aus  «j,  ...  «„ 
numerisch  abgeleitete  Grössenreihe.  Nun  gilt  aber  103  für  die  ur- 
sprünglichen Einheiten  e^,  ...  e„  (nach  102),  also  für  eine  beliebige 
Reihe  von  Grossen  erster  Stufe,  welche  die  einfachen  Faktoren  von 
Ä,  B,  C  bilden,  das  heisst,   für  beliebige  einfache  Grössen  A,  B,  C. 

104.  Auch  wenn  B  und  C  siisammmgeseUte  Grössen  sind,  A  aber 
eine  einfache  Grösse  und  die  Summe  der  Skifenmhlen  von  A,  B,  0  gleich 
der  Stufenmhl  des  Hauptgebietes  ist,  so  ist 

[äS.AC]  =  [ABC]A. 


Bew 


,  Einheitsprodukte  sind,  so  ist 


[AB  .  AG^  =  Sß,y.  [AM,  .  AF;\ 

[42] 

=  SßrV.[AE,F^A 

[103] 

=  {_ASß,Er.Z:y,F~\A 

[«] 

=  iABC^A. 

Aam.    Dieser  Sata  gilt  im  Allgememen  niciit  mehr,  wenn  A  eine  zus 

»ammen- 

gesetzte  Grösse  ist.    Ist  zum  Beispiel  A  =  {ab}  +  Ißd],  wo  a,  h,e,ä  l 

Q  keiner 

Zahlbeziehung  zu  einander  stehen  sollen,  und  ist  B  =  c,  C  =  d,  ao  wird  i 

n  Bezug 

auf  ein  Gebiet  vierter  Stufe 

[.AB.  dC]  ^  [{ai  +  cd)c  .  {ab  +  cd)d\  =  [abc  .  abd], 
da  [cdc]  und  [cdd]  veractwiaden;  aber  [abc  .  abd]  =  labcd][ab].    Also  ist 
[AB.ÄG]  =  [abcdjlab]. 
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Dagegen  ist 

[ABC]  Ä  =  [(«6  +  cc!)ca}iiab]  +  [cd])  =  [aöcrf]([«6]  +  [cd]) 
^[abcd][ab]  +  [<ibcd][cd]. 
Also  sind  beide  Ausdrücke  um  [tificfi]  [cd]  voa  einander  verschieden. 

105-— 107.    Wenn  A,  B,  C  einfaclie  Grössen  sind,  und  ihr  Proditld 
von  mdlter  Stufe  ist,  so  ist 

105.  [ÄB.AC]  =  [ABO]A 

106.  [AB  .  BC]  =  [ABC]B 

107.  [AC  .BC}  =  [A BC] C, 

das  heibst,  wenn  sucei  Produkte  {F  und  Q)  einfacher  Grössen,  welcfie 
einen  gemeinschaftlicheil  Faktor  haben,  zu  muUipliciren  sind,  und  dieser 
gemeinschaftliche  Faktor  entweder  in  dem  zweiten  Produkte  (Q)  tds  erster 
Faktor  oder  m  dem  ersten  (P)  tüs  siceiter  Faictor  vorkommt,  so  kann 
man  diesen  Fahtor  mit  dem  Produkte  der  iibrigeit  Faktoren  miiUipUdreit, 
vorausgesetzt,  dass  dies  letztere  Produkt  von  nitllter  Stufe  ist.  In  beiden 
Fällen  ist  das  Gesammtprodidd  von  gleichem  Werthe. 

Beweis,  1,  Sind  a,  ß,  y  die  Stufenzalileii  von  A,  B,  0,  und  n 
die  des  Hauptgebietes,  so  muss,  da  [^.BC]  von  nullter  Stufe  sein  soll, 
(nach  96)  a  -{-  ß  •{-  y  durch  n  theilbar  sein,  also,  da  «,  ß,  y  kleiner 
als  n  sind,  entweder  gleich  n  oder  gleich  2n  sein.  Ist  ci-\- ß-\-y  =  n, 
so  ist  die  Geltung  der  Formel  105  schon  in  103  bewiesen,  Ist  da- 
gegen «  +  |5  +  ;>  =  2«,  so  sei 
3  ^=\A',    B  =  \B,     <J=  \G' 

und  seien  «',  ß',  y    die  Stufenzahlen  von  A',  B',  C,  so  ist 

a'  ^  n  —  a,    ß'  =■  n  —  ß,     y  =  u  —  ;■,     [90,  Zusatz] 

k'  +  ^'  4-  /  =  3«  -  («  +  /i  +  y)  =  'in  -  %n  ==  n. 
Somit 

\A« .  A0-]  =  {üa:\b-\[\ai\o'\)  -  iiA'jr.ÄC]       [97] 

—  'ilA'B'C'.Ä],  [103] 

da  jiänilich  «'  -|-  /J'  +  /  =  n  ist.    Dies  ist  aber  (nach  98) 
-[l^'l^-jO']]^'-  IÄB0]A. 

2.  E»  sei  [A  JS]  —  IBD],  so  ist  JD  yon  gleicher  Stufe  mit  A,  also 

lAB  .  BC]  —  [BD  .  EC]  —  [B7)C]  B  [1U6] 

—  [ABdiB, 
da  [BB]  —  [AB]  ist, 

3.  Es  sei  [BC]  —  [CD],  so  ist  D  von  gleicher  Stufe  mit  B,  also 
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Wann  ein  auf  das  Hauptgebiet  beKÜgliclies  Produkt  bu!1  wird,  77 

[AC.  BC}  -  {ACCB}  -  lACBlO  [100] 

-  [ABC]C, 
da  [CK]  =  {BC]  ist. 

Änm.     Es   lassen   sich  die   in  105—107   aufgeat eilten  Gesetze   30   erweitern, 
daas  sie   auch  für  den  Fall  gelten,  wo  [AB<J]   nicM  Yon  nullter  Stufe  ist,  wenn 
man  aie  nämlich  in  den  folgenden  Formen  darstellt; 
lAB  .AC]  =  {A,ABG] 
iAB.BG\'^  {B.ABC'] 
[AO  .BC]  ^[C.ABC]. 
Den  Beweis   dieser  Formeln,   die  ich  in  dieser   allgemeineren  Bedeutung  im 
1  nicht  anwenden  werde,  üherlaase  ich  dem.  Leser. 


108.  Wenn  A,  B,  C  einfache  Grössen  sind,  und  die  Summe  der 
Stufenmhlen,  von  A  und  C  gleich  der  des  Hauptgebietes,  und  B  dem  Ä 
untergeordnet  ist,  so  ist 

\A.BC'\  =  \_ÄC]B 
[CB  .A\  =  \_CA']B. 
Beweis.    Demi  dami  ist  (iiacli  79bj  A  in  der  Form   \_l^f>\  dar- 
stellbar, und  also 

[A  .  _ßC]  =  [BD  .  BC'\  =  ißDC\  ß  [105] 

=  [AG^B 
imd 

[CB  .  Ä\  =  [C/; .  BI)\  =  [CBB]  B  [1061 

=  \CA-\B 

109.  Bill  behagliches  BtodiiJt  zweier  emfacha  (Tivbsen,  die  nicht  "iä 
null  sind,  ist  dann,  und  nur  dann  von  Null  ii^rschieden,  uenn  die  Stufen- 
eahl  ihres  gemeinschaftlichen  Gebieteb  den  Idemsten,  oder,  was  dasselbe  ist, 
die  Sttifenmhl  ihres  verbindenden  (xebtetei,  den  grossten  Werth  hat,  den 
sie  hei  gegebenen  Stufeneahkn  dei  beiden  Faltoten  und  des  Hauptgebietes 
haben  iann,   das   heisst,  wenn  a  und  ß  die  Stufensahlen  der  Faktoren 

A  und  B,  n  die  des  Haiiptgebutes  tsf,  y  du.  des  geitieinschafÜiclien ,  S  die 
dte,  tethndenden  Gebietes,  so  ist, 

wenn  « -}- (5  <  »,  (?as  htissl,  daa  Biodulf  ein  piogressives  ist, 

[irj^ii 

dann  und  mtt  dann,  itain 

}  =", 
odei ,  utts  daShelhe  t  t, 

,  +(,-'!, 
und  utmi  K  +  (3  >  «,  (/i(ä  Äiäss/,  '/«s  Biodult  im  iirjit     ives  ist^  .w  i^i 

UJiJ^O 
dann  und  nur  dann^  ivenn 
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oder,  tvas  dasselbe, 


Beweis.  1.  Wenn  a  +  ß<^n  ist,  so  ist  das  Produkt  (uach  94) 
progressiv,  also  (nach  61,  6G)  dann  und  nur  dann  nuli,  wenn  seine 
einfachen  Paktoren  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen.  Ist 
also  [J,£]  =  0,  so  läast  sieh  von  den  einfachen  Faktoren  des  Pro- 
duktes [A-B]  einer  aus  den  «  -|-  ^  —  1  übrigen  numerisch  ableiten 
(nach  2).  Also  werden  dann  sämmtliehe  einfache  Faktoren  jenes  Pro- 
duktes von  einem  Gebiete  von  niederer  als  (a  +  /3)-ter  Stufe  umfasst, 
das  heisst,  S  <a  -{-  ß.  Ist  hingegen  [AB]  ^  0,  so  stehen  die  einfachen 
Faktoren  dieses  Produktes  (uach  61)  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  ein- 
ander, ihr  verbindendes  Gebiet  ist  also  von  (k  -|-  ^)-ter  Stufe,  das 
heisst,  «  -\-  ß  =  d.  Somit  ist,  wenn  «  +  /3  <  )i  ist,  \AB]  dann  und 
nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  a  -|-  (3  =  ö  ist. 

2.  Es  sei  ff  -|-  ^  >  n  und  a  -\~  ß  —  9i  =  7.  Dann  haben  die  Ge- 
biete Ä  und  B,  da  sie  beziehhch  von  a-ter  und  ^-ter  Stufe  sind, 
(nach  2ö)  mindestens  ein  Gebiet  (cc  -\-  ß  —  M)-ter,  das  heisst,  j'-ter  Stufe 
gemein.  Es  sei  C  eine  Grosse  von  y-ter  Stufe  in  diesem  Gebiete,  so 
sind  (nach  79  b)  A  und  B  in  den  Formen  A  ==  [CAJ,  i?  =  [CiJ,] 
darstellbar.     Somit  wird 

[AB]  =  [CA, .  CB,]  =  [CA,B,]C,  [103] 

l  weil  die  Summe  der  Stufenzahlen  von  C,  A,  und  B, 

^y+{a-y)-\-(ß  —  y)  =  a  +  ß-Y^n 
ist.  Es  ist  aber  [CA,B,]C,  da  [CAiB^]  von  nuUfcer  Stufe,  also  eine 
Zahl  ist,  dann  und  nur  daiin  null,  wenn  [CJ^SJ,  das  heisst  [-AÜj] 
null  ist.  Aber  nach  Beweis  1  ist  [^Jß,]  dann  und  nur  dann  null, 
wenn  A  und  B,  von  einem  Gebiet  von  niederer  als  w-ter  Stufe  um- 
fasst werden;  aber  da  C  ia  Ä  ^  [GA,]  liegt,  so  werden  dann  auch 
A  und  [GB,J,  das  heisst,  A  und  B  von  einem  Gebiete  niederer  als 
)i-ter  Stufe  mnfaast,  das  heisst,  3  <.n.  Somit  ist,  wenn  c!-[-ß>n 
ist,  [A  B]  dann  und  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  d  =  is  ist. 

3.  Nach  25  ist  die  Summe  der  Stufenzahlen  zweier  Gebiete  gleich 
der  Summe  der  Stufenzahlen  ihres  gemeinschaftlichen  und  ihres  ver- 
bindenden Gebietes,  das  heisst 

cc  +  ß  =  r  +  ä. 
Die  Bedingung  in  Beweis  1 ,  dass   a  -{-  ß  =  d  sei,  ist  also   iden- 
tisch mit  der,  dass  j-  =  0  sei,   und  die  Bedingung  in  Beweis  2,  dass 
ä  ■=  n  sei,  ist  identisch  mit  der,  dass 
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a  +  ß  —  n^y 
sei  ^(  mit  i-)i  dei  zweite  Wortausdruck  unseres  Satzes  bewiesen.  Nun 
ist  al  er  kUr,  das^,  wenn  a  +  /3  <  «  ist,  die  Ideinste  Stufenzahl,  die 
das  den  Crroasen  Ä  und  B  gemeinschaftliche  Gebiet  haben  kann,  null, 
und  die  giosste,  die  hs  verbindende  Gfebiefc  haben  kann,  a  -\-  ß  ist. 
4.uf  der  andern  ^eite,  wenn  «  +  ^  >  '*  ist,  so  ist  die  grösste  Sfcufen- 
zahl,  die  das  Yerbindende  Gebiet  haben  kann,  n,  also  (nach  26)  die 
kleinste,  die  das  gemeinschaftliche  Gebiet  haben  j  kann  [ ,  «  -f-  /3  ^  j?. 
bomit  stimmt  dei  eiste  Wortausdruck  mit  dem  zweiten  übereiu,  und  der 
"iatz  ist  eiwiesen 

110.  Alle  Gesetse  der  auf  ein  Hatt^tg^iet  ieziiglichen  Multiplikation 
gelten  auch  noch,  wenn  man  überall  statt  der  ur^rmgliehen  Einheiten 
eine  heJiäitge  Rtihe  ton  n  Orössen  setst,  die  am  jenen  numerisch  ahge- 
httet  tmd,  und  deten  kombinatortsclies  ProdtüU  1  ist. 

Beweis  Es  =ieien  c,,  ...  (?„  die  ursprünglichen  Einheiten,  und 
«I,  a    lus  ihnen  numerisch  abgeleitet,  und  zwar  so,  dass 


[%ff3   ...   ffj  =  1 
ist. 

Nach  89  wurde  unter  der  Ergänzung  \E  eines  Einheitsproduktes  7 
E  diejenige  Grösse  verstanden,  welche  dem  kombinatorischen  Produkte  E' 
aller  in  E  nicht  vorkommender  Einheiten  gleich  oder  entgegengesetzt 
ist,  je  nachdem   ^EE'}   der  absoluten  Einheit   gleich   oder   entgegen- 
gesetzt ist,  diejenige  Grösse  also,  welche  der  Gleichung 

\E=[EE'']E'. 
genügt.  Bezeichnen  wir  nun  diejenige  Grösse,  welche  aus  einem  Pro- 
dukte Aj  in  welchem  nur  die  Grössen  «,,  ...  a„  vorkommen,  auf  ent- 
sprechende Weise  gebildet  ist,  für  den  Augenblick  mit  lA,  das  heisst, 
bezeichnen  wir  mit  lA  diejenige  Grösse,  welche  dem  kombinatorischen 
Produkte  Ä'  aller  derjenigen  Grössen  jener  Keihe  «,,  ...  a^,  welche 
in  A  nicht  vorkommen,  gleich  oder  entgegengesetzt  ist,  je  nachdem 
[J.J,'J  der  absoluten  Einheit  gleich  oder  entgegengesetzt  ist,  so  dass 
also 

(a)  IA^[AA']A' 

ist,   { und  setzen  wir  ferner  wieder,  wenn  a  eine  Zahl  bedeutet. 


r  zunächst  zu  beweisen, 


w 

lü 

■  =  « 

und  eudlich 

w 

I2]a,Ar 

=  Z^a.IA, 

entsprechend  dei 

:  Erklä 

rung  90}, 

so  haben 
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dass  die   als  Definition  des  bezügliclien  Produktes  (in  94)  aufgestellte 

Bestimmung  auch  bei  dieser  Einsetzimg  der  Grössen  a,,  .  . .  a„  an  die 

Stelle   der   ursprünglichen  Einheiten   noch    ihre  Geltung   behalte,   das 

heisst,  dass 

(d)  I[AB\^IIA.IB] 

sei,  wenn  A  und  IB  nur  Grössen  aus  der  Reihe  «,,...«„  als  einfache 

Faktoren  enthalten,  und  die  Summe  («  +  ß)  der  Stufenzahlen  von  A 

mid  B  grösser  ist  als  die  Stufenzahl  n  des  Hauptgebietes. 

{Es  sei  ztwst  [AB]  =  0,  so  müssen,  da  ce  +  ^  >  m  ist,  die  Ge- 
biete von  A  und  B  (nach  109}  von  einem  Gebiete  von  niederer  als 
«-ter  Stufe  umfassfc  werden.  In  Ä  und  B  werden  daher  nicht  alle 
n  einfachen  Faktoren  «j,  ...  «„  vorkommen,  sondern  nur  eine  gewisse 
Zahl  Ö  von  ihnen,  wo  tJ  <  M  ist,  während  die  n  — ■  d  übrigen  sowohl 
in  J.  als  in  .B  fehlen.  Da  nun  JA  nur  die  Faktoren  enthält,  die  in 
A  nicht  vorkommen,  und,  da  für  IS  entsprechendes  gilt,  so  werden 
JA  und  IB  diese  n  —  d  Faktoren,  die  in  A  und  B  fehlen,  gemein 
haben.  Da  überdies  die  Summe  der  Stufenzahlen  von  JA  und  JB 
den  Werth  )*  —  cc  -\-  n  —  ß  hat  und  somit  kleiner  als  n  ist,  so  wird 
(nach  109) 

[IA.JB]  =  0. 
Da  aber  auch  IAB]^0  war  und  die  Ergänzung  einer  Zahl  (nach  b) 
auch  in  dem  jetzigen  Sinne  gleich  dieser  Zahl,  also  die  von  Null  wieder 
Null  ist,  so  orgieht  sieh 

J[AB}^iJA.IJi]. 

Es  sei  siveitens  [AB]  von  Null  verschieden,  so  muss  (nach  109) 
das  verbindende  Gebiet  der  Gebiete  von  A  und  B  die  Stufenzahl  n 
haben,  das  gemeinschaftliche  Gebiet  dagegen  die  Stufenzahl  k  -j-  ^  —  n. 
Da  nun  die  Grössen  A  und  B  beide  Produkte  von  Faktoren  aus  der 
Reihe  der  n  Grössen  öj,  . . .  (i„  sind,  so  ist  klar,  dass  jeder  der  n  Fak- 
toren «!,...«„  mindestens  in  einer  der  beiden  Grössen^  und  B  vor- 
kommt und  dass  ausserdem  A  und  B  gerade  a  -i-  ß  —  n  unter  diesen 
einfachen  Faktoren  gemein  haben.  Ist  C  das  Produkt  dieser  a-\-  ß  —  n 
Faktoren,  so  lassen  sich  A  und  B  in  den  Formen 

A  =  [CA,] ,    B  =  [GB,] 
darstellen,  wo  [Ä,CBj]   alle  n  einfachen  Faktoren  enthält  und  somit 
eine  Zahl  ist.     Es  wird  aber  (nach  103) 

[AB]  =  [OA^ .  ÜB,]  =  \CA,B,\C 
und  ferner  (nach  c) 

1\AB]  =  [CA,B,]IC, 
oder,  da  (nach  a) 
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JC-=\Cä,B^][A,B,\ 
ist, 

I\JB\  =  [6MiJ?,][C^,Bj1[J,7?,1. 
Anrlrorseita  ist 

lA  =  :/lOA,\  =  [CA,£,'}B,,    IB  =  i[Ci?,]  =  |_(7J)\^,  M,, 
demnach  wird 

[M  .  /B]  =  [C^,  B,]  [CB,  y^j]  [ß,  4] , 

niid  da  dieser  Ausdruck   (nacli  58)  seinen  Wei-th  nicht  ändei-t,  wemi 
man  KirVfsimul  A.^  mit  B^  vertauscht,  so  ergiebt  sieh  wieder 

J\AB'\='\TÄ.IB'\, 
also  ist  diese  Formel  allgemein  bewiesen.} 

Es  gilt  also  die  Bestimmimg,  durch  welche  der  Begriff  der  be-(7G) 
zfiglichen  Multiplikation  festgestellt  wurde,  auch,  wenn  man  statt  der 
ursprünglichen  Einheiten  die  Grossen  «i,  . . .  «„  einführt:  alle  frühereu 
Gfesetze  gelten  aber,  wenn  man  statt  der  n  ursprünglichen  Einheiten  be- 
liebige n  Grössen  {setzt),  die  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  steheu, 
das  heisst,  deren  kombinatorisches  Produkt  nicht  null  ist,  also  auch, 
wenn  man  statt  derselben  die  Grrössen  a^,  ...  a„  setzt.  Aus  diesen 
früheren  Sätzen  und  der  in  der  Definition  festgestellten  Bestimmung 
sind  aber  alle  folgenden  Gesetze  abgeleitet,  folglich  gelten  auch  diese 
noch  bei  der  angegebenen  Substitution. 

Anwi.  Darch  das  Fortbestehen  der  Mulüplikationa-Geaetze,  auch  wenn  man 
eine  Beibe  Jineal  ahleitharer  Einlieiten  den  ursprünglichen  eubstituirt,  ist  die 
Multiplikation  als  lineale  bedingt,  und  erat  im  folgenden  Kapitel  werden  wii' 
zu  einer  Produktbildung  übergehen,  bei  welcher  das  Fortbestehen  der  für  die  nv- 
spröiiglichen  Einheiten  geltenden  Gesetze  nur  in  einem  Tiel  beschränkteren  Um- 
fange stattfindet. 

Zu  bemerken  ist  noch,  daas  die  oben  mit  lÄ  beaeiehnetc  Grösse  im  All- 
gemeinen nicht  mit  der  Ergänzung  yon  A,  die  wir  mit  \A  bezeichneten,  zu- 
sammenfilllt.  Zum.  Beispiel  ist  in  einem  Gebiete  drittel  Stute,  wenn  e^,  Cj,  e^  die 
urBprimglichen  Einheiten  sind  und  {e,e,ej]  ="  1  ist,  die  Eigtazung  loa  e,  -|-  e^, 
da  [fij  =  \e,e.j],    \e^  =  [e.je,}   iat,  gleich  [e^eg]  -[-  [«„6,],   denn  {n&f.h  101  ist 

K-I-«.)  =  K  +  K  =  [«.«3]  +  Ke,] 

«1  =  «1  4-  e,,    «,  =  65,    »3  =es 
ist,  so  ist  zwa,r   [a^a^a^]  =^  ie^e^e^]  ^  1,   aber,   bei  Anwendung  der  Bezeichnung  77 
in  obigem  Sat/e, 

la,  =  [ai<[äa,][«,o,]=  [a^a^]  =  [e^e,j, 
also  von  ja,  um  [e^e,]  verschieden.    Im  folgenden  Eapitel  (s.  Nr.  1G7  und  lüöj 
wird  aieh  ergeben,  welche  Beziehungen  zwischen  e,,  , . .  e^  und  a, , .  . .  a^^  statt- 
finden müssen,  wenn  \A  =  ZA  sein  soll. 

111.     Wenn 
1  -  [o,  . . .  «,]  -  1PP-]  -  IAÄ\  -  1  7>'/>"  ]  _  [(;(,'■  I .-  ••  • 


Dagegen, 
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ist,  und  P,  F',  Ä,  Ä,  B,  B',  C,  C ,  ...  "kd-m  andern  einfachen  Fak- 
tore)t  Mithalten,  als  die  der  Reihe  «,,  ...  a„  angehören,  und 

F=[ABC...] 
ist,  so  ist  auch 

P'  =  [4'S'C'...]. 
Beweis.    Es  sei   anter  lÄ  dasselbe  verstanden,  wie  im  vorigen 
Beweise,  so  ist 

IF==[PF]P'  =  P',     IA  =  \_AÄ]A'  =  A',..    . 
Nun  ist,  da  nach  dem  vorigen  Satze  alle  früheren  Sätze,  also  nament- 
licli  auch  Satz  98  nocli  gilt,  wenn  man  überall  das  Zeichen  I  statt  ] 

i[^BC..,]  ==\IA.IB.IC..:\, 
also 

7P=[/j:./j5.7C'...]. 
Also,  da  IF  =  F,  JA  =  A' ,   IB  =  B' ,  IC^C',...   ist, 
F'^IA'B'C  ...]. 
113.    Wenn  timn  aus  n  Grössen  erster  Stufe,  deren  homhinatorisclies 
Produkt  1    liefert,   die   muUiplikativen   Kombinationen   mir   (n — i)-ten 
Kkisse  bildet,  und  die  Elemente  jeder  Kombination  alpludietisch,  die  Kom- 
hinationen   selbst   lexihographisch   tmter   der  Annahme   ordnet,   dass   die 
Beihe  jener  n  Grössen  als  ein  Abhabet  iekachtet  wird,  so  ist  das  Fro- 
duM  aus  den  n  —  m  ersten  dieser  Kombinationen  gleich   dem   Produkt 
aus  de»  m  ersten  jener  n  Gh'Össen,  das  lieisst 

[A,..X.+J  =  [«,...»..], 
wenn 

A-[a,  ...o,_,a,+,  ...flj 
und 

I «,  . . .  nj  -  1 
ist 

Beweis.    1.   Ich  beweise  zuerst,  dass 

K  ...o,/iJ-K...»,_,| 

73  sei.    Es  ist  nach  der  gewählten  Bezeiclmung 

J,_[o,  ...«„_,«,+.  ■■■«.]■ 


Also 

[o,...o,jj-r«.  ■•■«,(".■■■<!.-. ".+,. 

.  0,-,]    [105  (und  80)] 

d»  [n, . .  .  f.J  -  1  ist. 
2.    Somit  ist 

y  Google 


Sätzo  über  die  iniiltiplilciitwdn  Koni  bin  sitionGii.  83 

und  so  fort.     Also 

[A.A.-,  .  ■  ^  A„J  -  [»,  .  .  .  «._,_,]. 
Also,  wenn  «  ~-  r  —  1  =  m  ist, 

[/l..4._,...^.,+,] -[»,...  <.,.]. 

113.  Wenn  Cj,  C^,  . . .  die  nmUipUIcaiivm  Kombinationen  [bu  einer 
bestimmten  Klasse]  a/us  den  einfachen  Faktoren  (erster  Stufe')  einer  von 
Null  versckiedeneit  Grösse  B  sind,  tmd  D^  jedesmal  ans  denjenigen  Fak- 
toren von  B  bestellt,  welche  in  Cr  fehlen,  und  zwar  die  Fahtoren  so  ge- 
ordnet,  dass  jedesmal 

[aüj  =  B 
ist,  so  ist  für  jede  Grösse  A,  deren  StufenmU  die  StafensaJd  der  Dr  su 
der  des  Hauptgehietes  ergänzt, 

lAB]  =  i:iADr'\Cr  =  M  A]<^i  +  [^AlC'a  +  ■■  ■  ■ 

Beweis.  Es  möge  m  die  AazaM  der  einfachen  Faktoren  von  B 
sein  und  n  die  Stufe  dea  Hauptgebietes,  r  die  Stufenzahl  vod  A,  und 
sei  _B=[i,62  ...  &„]. 

Da  nun  nacli  der  Ännakme  B  von  Null  verschieden  ist,  ao  ateheu 
(nach  61)  &,,...  i,n  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander,  folglich 
lasaen  sieh  (nach  20)  zu  ihnen  noch  n  —  in  Grössen  erster  Stufe 
h^^t,  . . .  h„  TOu  der  Art  hinzufügen,  dass  sich  alle  Grössen  erster 
Stufe,  welche  dem  betrachteten  Hauptgebiete  angehören,  aua  ihnen 
numerisch  ableiten  lasaen.  Dann  lässt  sich  A  als  Grösse  K-ter  Stufe 
aus  den  multiphkativen  Kombinationen  der  n  Grössen  '^i,  .  . .  h„  zur 
a-ten  Klasae  numerisch  ableiten,  also  sieh  in  der  Form 

A  =  «1^1  +  «3^  H =  i:o:rA, 

darstellen,  weon  A,,  A-,,  ...  die  multiphkativen  Kombinationen  f  aus  7 
liy,  ■  •  ■  ^n  2ur  K-ten  Klasse  sind.  Es  seien  diese  Kombinationen  A^jA^,. . . 
so  gewählt,  dass  jedesmal  A,-  aus  denjenigen  jener  n  Grössen  besteht, 
welche  in  D,  fehlen.     Dies  iat  allemal  möglich,  da  D,-  nach  der  An- 
nahme n  —  a  jener  Grössen  enthält.     Dann  iat 

[AB'\  =  [Sci.Ar.B]  =  Ea.lÄrB']  |41J 

=  Ea,\_A.r.CrDA, 
da  nach  der  Aiuiahme  B  <=  [6'rl>r]  ist.     Da  nun  C  nur  solche  jener 
%i  Grössen  6i,  .  .  .  h,^  enthält,  die   dem  J),  fehlen,  und  A,-  sauamtliche 
in  7>,.  fehlenden  Grössen  h,,  ...  h^  enthält,   so  ist  <\.  dem   A,.  unter- 
geordnet, somit  (nach  108) 

\A,.V,.I),\  -  ixA-ja, 

also 

{AB\^.  Sc<,\A,.J):\('.. 
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Nun  ist  aber  {nach  60}  [Xi*,]  =  0,  wenn  s  von  r  Terschieden  ist, 
weil  liann  A^  mindestens  einen  Faktor  enthält,   der  aiieli  in   Dr  vor- 
kommt, also  kann  man  statt  «,.[^4^^*.]  schreiben  2!o!s\AiD,-],  wo  sich 
die  8üinme  nur  auf  den  Index  s  bezieht,  das  heisst,  es  ist 
tt,-[A,I),:]  =  i:a,\A,nr]  =  [Sa.A, .  7>,]  =  \_AT).\, 
somit 

\AB\  =  E\A]),^C.. 

^  ß.     Vertausehung  der  Faktoren  Tina  Auflösung  der  Klammem 
in  einem  reinen  und  {in  einem |  gemischten  Produkte. 

11+.  Erklärung.  Wenn  mehi'  als  zwei  Grössen  A,  .7>',  C,  ... 
so  zu  einem  Produkte  verknöpft  sind,  dass  sie  keiner  anderen  als  der 
progressiven  Multiphkation  unterliegen,  so  nenne  ich  das  Produkt  ein 
rein  progressives  Produkt  jener  Grössen,  wenn  sie  dagegen  keiner 
andern  als  der  regi-essiveo  Multiplikation  unterliegen,  oder,  falls  (las 
Gesammfcprodükt  von  nuUter  Stufe  ist,  nur  die  letzte,  das  Gesammt- 
produkt  bildende  Multiplikation  eine  progressive  ist,  so  nenne  ich  das 
.Produkt  ein  rein  regressives,  in  beiden  Fällen  ein  reines,  in  jedem 
andern  Falle  ein  gemischtes.  Das  heisst,  wenn  in  dem  Produkte 
\_ABOD  . . .  JK],  das  Produkt  [.^IB]  ein  progressives,  das  Produkt 
der  zwei  Grössen  [.ABJ  und  G  wieder  ein  progressives,  ebenso  das 
Produkt  der  zwei  Grössen  [.^BC]  und  D,  und  so  fort,  endlich  auch 
0  das  Produkt  der  zwei  Grössen  [ABCIi  . .  .  J]  f  und  K  ein  progres- 
sives ist,  so  ist  [AJBCD  .  . .  JK]  ein  rein  progressives  Produkt  der 
Grössen  A,  B,  C,  D,  . . .  J,  K.  Wenn  hingegen  alle  jene  Produkte 
regressive  sind,  oder  wenigstens  nur  das  letzte,  nämlich  das  der  zwei 
Grössen  \ABGD  . . .  J\  und  K  ein  progressives  Produkt,  und  zwar 
von  nuUter  Stufe  ist  so  ist  [AB  CD  JK'\  ein  rein  regressives 
P        kdGssen^B  I  J   I 

AmDaidP  hdmF  mn  b 

kwdwn  tzteMulpii  ddg  Pdkul 

büd  tbhd  ddpoa  lulpb         a 

h  P    dutt  n  &         bd  hmangha 

M    bphk  b     d(,htet  wdnkm  Up  esta        g 

Mu  tiphka  b  d  f,  Cr 

Mul     hka  A     B  h  g  1       phka     n 

dat.  Produkt  [«&  .  at  .  iic],  wenn  das  Haitpt^ebiet  von  dnttei  Stute  ist. 

115.  Wenn  ein  Produld  mehrerer  Grössen  [ABC  .  .  ^  ein  rein 
progressives  ist,  so  ist  das  Broduht  der  Ergänzungen  [\A\B'C .  ■  .]  ein  rein 
regressives  tmd  umgekehrt. 

Beweis.  Denn  (nach  97,  Zusatz)  gilt  dies  für  zwei  Faktoren,  also 
da  [AB]   ein   progressives  ist,  so  ist  m|L']   ein  regressives,  und  da 
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[(AB)C]  ein  progi^essive^  ist,  so  ist  []{j41?)'(7]  ein  regi-essivea,  also 
[[^|-B|6']  ein  rein  regressives,  und  so  weiter. 

116.  Mn  Froäukt  von  m  OrÖssm  A,  B,  C,  . . .  J,  K  ist  ein  rein 
progressives,  wenn  die  Summe  äer  Sktfensaklen  dieser  Gvössen  ebenso 
gross  oder  Meiner  als  die  Stufensahl  (»)  des  Sav^tgeUetes  ist,  hingegen 
ein  rein  regressives,  wenn  jene  Summe  ebenso  gross  oder  grösser  als 
n(m—  1)  ist,  ein  gemischtes,  wenn  jene  Summe  grösser  als  n  und  kleiner 
ah  Ji(m  —  1)  ist. 

Beweis.  1.  Es  seieu  a,  ß,  y,  . . .  die  Stufenzahlen  der  Grössen 
A,  B,  G,  ....     Wenn 

«  +  f5  +  y  +  ---  +  (  +  «<« 
ist,  so   ist  aiicli    a  +  ß<7i,   also   das   Produkt  [AB]   (nacb  94)    ein 
progressives;  aber   aucb  «  +  ^  +  7  <  ?»,  also   das  Produkt   der  zwei 
Grössen  [AB]  und  C  ein  progressives,  und  so  fort.     Endlieh  auch 

cc  +  ß  +  y-\ ht  +  Jt^«, 

also  auch  das  Produkt  der  zwei  Grössen  [ABC  ...  J]  und  K,  da  die 

Stufe  von  [ABC  ...J]    (nach  96)    gleich   «  +  ^  -[-  y  H \- t    ist, 

ein  progressives,  f  Ebenso  folgt  das  Umgekehrte,  dass  niimlieh,  wenn  81 
[ABC  .  . .  JK]  ein  rein  progressives  Produkt  ist, 

u  +  ß-\-y  +  ---  +  i  +  xZn 
sein  mnss. 

2.    Wenn 

«  +  /S+)'  +  "'  +  t  +  »>«(»'-l) 
ist,  so  können  wir  dies  auch  so  schreiben: 

(« - «)  +  ('•  -«  +  («-)■)  +  ••■  +  (» - ')  +  (•>  -" »)  < «, 

weil  nämlich  m  die  Anzahl  der  Grössen  A,  B,  0,  . .  .,  J,  K  ist.  Da 
imn  n  —  a  die  Stufenzahl  der  Ergänzung  von  A,  das  heisst  die  Stufen- 
zahl von  \A  ist,  . . .,  so  ist  das  Produkt 

[\A\B\C...  \J\K\ 
nach  Beweis  1  ein  rein  progressives,  folglich  (nach  115)  [ABC .. .  J K\ 
ein  rein  regressives. 

116b.*)     Das   reine  BrodvM  von   Grössen   erster   Stufe  oder  wk(98) 
Grössen  (n —  l)-ter  Stufe  in  einem  Hauptgehiete  n-ter  Stufe  ist  ein  liom- 
hinatorisches  Brodukt  dieser  Grössen. 

Beweis.  Das  reine  Produkt  von  Einheiten  erster  Stufe  ist  (nach 
114,  94)  ein  progressives,  also  (nach  94)  ein  äusseres,  also  (nach  78)  ein 


*)   {Dieser  Satz  ateM  in  der  Origina,! ausgäbe  auf  S.  98  als  Nr.  132,  gehört 
aber  hierher  hinter  Nr.  116. ) 
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kombinatorisches  Produkt  der  Einheiten;  also  {istj  auch  (nach  52)  das 
reine  Produkt  von  beliebigen  Grössen  erster  Stufe  ein  kombinatorisclieB 
Produkt  dieser  Gfrössen.  Das  reine  Produkt  von  G-röaaen  (li  —  l)-ter 
Stufe  ist  aber  (nach  101)  genau  denselben  Gesetzen  iinteiwoifen,  wie 
das  von  Grössen  erster  Stufe,  also  auch  den  Gesetzen  dei  kombina- 
torischen Multiplikation,  das  heisst  jenes  Produkt  ist  Pin  liombnii 
torisches  Produkt  jener  Grössen  («  —  l)-ter  Stufe 
(81)  117.  Die  Stufensahl  eines  rein  progressiven  Piodu'kk'^  ist  null,  neun 
dte  Summe  der  Stufengahlm  setnei  Falioren  gleich  der  Stnfcnmhl  n  i?«. 
Mmiptgehetes  ist,  tn  jedem  andern  Falle  ist  die  StufenzaM  jmes  Pio- 
dii1i.tc)>  gleich  det  Summe  der  Stufensahlen  semer  Faktoren  Die  Stufen- 
^ahl  eines  tem  regtesbiven  Ptoduktea  is(  ^  g  —  (jh  —  1)h,  wenn  g  die 
Summe  der  Stufensahlen  seinet  Faktoten  und  m  die  Arnold  diese)  Fal 
torcn  )st 

Beweii  Für  zw.i  Paktoien  ist  di^i  fratz  m  '»")  bewiesen  Ist 
UHU  das  Piodnkt  [ABO . . .  JK\  em  lem  piogiCbSRes,  und  sind 
K,  ß,  y,  . . .,  i,  X  die  Stufeuzahlen  von  Ä,  B,  C,  . . .  J,  K,  so  ist  die 
vou  [AB]  gleich  a-\-ß,  also  die  von  \{AB)G\  gleich  «4-/3  +  3'!  ■■-; 
also  die  von  ^ABC  .  . .  Jl  gleich  a -\-  ß  -{' y  -\ -\-  i.     Ist  nun 

«  +  /?  +  ;'  +  --■  +  '  +  «<", 

so  ist  nach  demselben  Satze  (95)  die  Stufenzaiil  von  [(ABV  ...  J)li] 
gleich  «  -|-  ß  -{-  y  -{-■■■  -i-  i  -j-  x;  wenn  aber 

«  +  (S  +  »'+-+'  +  «-« 
ist,  so  ist  sie  nach  demselben  Satze  null. 

Ist  zweitens  das  Produkt  \_ABC  . . .  JK~\  ein  rein  regressives,  so 
ist  nach  dem  angefiihi-ten  Satze  die  Stiifenzahl  vou  [jI-B]  gleich 
K  ^  ß  —  n,  also  die  von  [(^B)6']  gleich  a -{-  ß  -\-  y  —  2m,  ...,  also, 
wenn  m  die  Auzabi  der  Faktoren  von  [ABC  . .  .  JK]  ist,  die  Stufen- 
zahl dieses  Produktes  gleich  ß  +  ^  +  y  +  '-'  +  i  +  x  —  {m  —  Vjn. 
118.  Das  Gebiet  eines  rein  progressiven  Frodtthtes  ist  gleich  dem 
seine  sämmtlichen  FaMoren  verbindenden  Gebiete,  und  das  Gebiet  eines 
rein  regressiven  Produktes  gleich  dem  seinen  sämmtlühen  Faktoren  gc- 
meinschaftlieJicn  Gebiete,  vorausgesetzt,  dass  in  beiden  Fällen  das  ProduM 
nicht  null  ist. 
Si  Beweis.    1.  Es  sei  [AB  .  .  .]   ein  rein  progressives  Produkt  und 

A-^[a,  ...a,],    /^=[6,  ...b;\,  ..., 
wo  fi|,  .  .  .  rtj,  hj^,  .  .  .  br,  ...  Grössen  erster  Stufe  sind,  so  erhält  man 
[.i  i'... ]«[(«,...«,)  (S,...t,)...|. 
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Da  nun  das  progressive  Produkt  stets  zugleich  ein  äusseres  ist,  so 
tanii  man  (nach  80)  die  Klammem  ■weglassen  und  es  wird  der  letzte 
Ausdruck 

=  [«,...  ö,Ji ...  h..:]- 

Das  Gebiet  dos  Produktes  ist  also  (nach  77)  das  aus  seinen  ein- 
fachen Faktoren  a,, . . .  a^,  &[,...  h,-, .  ■  ■  numerisch  ableitbare  Gebiet. 
Ebenso  ist  das  Gebiet  von  Ä  das  aus  a^,  . .  .  a^  ableitbare  Gebiet,  und 
so  weiter,  und  (nach  15)  ist  das  aus  dcu  Grössen  zweier  oder  mehrerer 
Gebiete  Ä,  B,  ...  ableitbare  Gebiet  das  diese  letzteren  verbindende 
Gebiet,  also  das  Gebiet  des  progressiven  Produktes  [AB  .  .  .]  das  die 
Faktoren  A,  B,  ...  verbindende  Gebiet. 

2.  Es  sei  [.dB]  ein  von  Null  verschiedenes  regressives  Produkt, 
also  die  Stufenzahlen  k  und  ß  der  Faktoren  A  und  B  zusammen 
grösser  als  n,  so  haben  A  und  B  ein  Gebiet  (a  -\-  ß  —  )()-ter  Stufe 
gemein  { 2P  | ;  aber  auch  kein  Gebiet  höherer  Stufe,  vreil  sonst  (nach  lOÖ) 
das  Produkt  null  sein  würde.  Also  lassen  sich  {nach  87)  A  und  B 
auf  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  I)  von  («  -}-  (5  —  n)-ter  Stufe  von 
der  Jirt  bringen,  dass  A  =  [DE^,  B  =  [D-F]  imd  D,  E,  F  einfache 
Grössen  sind;  dann  ist  (nach  105) 

[AB]  =  [DE  .  DF]  =  [DEFIDet^B, 
da  [DEF]  eine  von  Null  verschiedene  5^ahl  ist,  das  hcissfc,  das  Gebiet 
von  [.^iJ]   ist  gleich  dem  den  Faktoren  A  und  B  gemeinschaftlichen 
Gebiete.     Tritt  nun  noch  ein  Faktor  C  hinzu,  so  wird 

[ABa]  =  [DC]  =  G, 
wenn  G  das  dem  .0  und  0  gemeinschaftliche  Gebiet  ist,  also  das  den 
A,  B,  C  gemeinschaftliche,  und  so  iveiter. 

119.  In  dnew  reinen  Produkte  kann  man  Klammern  beliebig  seteen 
und  iveglassen,  das  heisst 

[A{BC)\=^\ABC], 
ivenn  [ABG]  em  reines  Frodukt  ist. 

Beweis.    1.  Wenn  das  Produkt  ein  rein  progressives  ist,    |    so  ist  83 
es  (nach  94)  auch   ein  äusseres,  also   (nach  80)   die   Klamm  er  Setzung 
gleichgültig  fürs  Resultat. 

2.  Wenn  das  Produkt  [ABCl  ein  rein  regressives  ist,  so  ist 
(nach  115)  das  Produkt  [j^l'BIC]  ein  rein  progressives,  also  nach 
Beweis  1 

[\Ä(':B\C)]  =  [\A\B\Ül 

das  heisst  (nach  101) 

IA{B0)']  =  [ABC]. 
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119  b.  Ein  reines  ProdnM  heliält  seinen  Werth,  wenn  man  seine 
Faktoren  in  lauter  FaMoren  oster  oder  (n  —  l)-fer  Stufe  auflöst,  je 
nacMetn  das  gegebene  FroduH  ein  progressives  oder  regressives  tvar.  AueJ^ 
behauptet  das  Prodtticf  in  Besug  auf  diese  neuen  Faktoren  seinen  Charakter, 
als  rein  progressives  oder  regressives,  das  heisst,  wenn 

P=[AB  .,.  E'} 
ein  reines  Produkt  der  Faldoreii  Ä,  B,  . .  .  E  ist,  und 

A^\a,...a,l     B  =  [a,+^  .  .  .  «,.] ,  .     ,     F=  ["'+>         "-H 

und  c(j,  . .  .  M„   Grössen  erster  oder  (n  —  1)  tet   Stuft   smd,  ji   nathdun 

das  Frodukt  [AB  ...  E^  ein  progressives  oder  legyessives  ist,  s«  ist  mich 

P  =  [OlOg  ...  ßj, 

und  swar  audi  dies  Frodukt  ein  rein  progtesbwes  odct   legteMiue^i,  je 
nacitdem  das  gegebene  Produkt  [AB  . . .  E]  es  uai 

Beweis,  Wenn  das  Produkt  [AB  . . .  E]  ein  rein  progressives 
ist,  so  isb  {iiaek  116}  die  Summe  der  Stufeazahlen  von  A,  B,  . ._.  F, 
heisst  !«,  ^  n,  somit  bleibt  es  aueh  (nach  116)  ein  rein  progres- 
s  in  Bezug  auf  die  Paktoren  «j,  ...  a,„  wenn  man  statt  A  setzt 
l'ff,  . .  .  «j],  und  so  weiter,  fo^lioh  kann  man  (nach  119)  die  Klam- 
mem weglassen  und  erhält  P=  [«,«3  - . .  fi«]- 

Ist  aber  [AB  .  . .  E]  ein  rein  regressives  Produkt,  so  wird 
[]j4|B  . ..  IE]  (nach  115)  ein  rein  progressives;  nnd  wenn  A  =  [a^  ...  a,,] 
ist,  , . .,  und  a,,  . . .  a„  Grössen  {n  —  l)-ter  Stufe  sind,  so  ist 
\A  =  [Iß,  .  .  .  \ag]  und  so  weiter,  wo  J(t^,  . . .,  \a^  Grössen  erster  Stufe 
sind,  somit  nach  dem  ersten  Theile  des  Beweises 

aÄ\B...\E)-(,u,...\B.]. 
Also  audi  (nach  101) 

[XB  ...£]-[»,.. .  oj, 
und  dies  ein  rein  regressives  Produkt  (uiich  115). 

J3  119c.*)  Weim  a,i,...  die Stufensahlen  [der  Faktoren)  einesreinmi 
Produktes  P  [sind]  (114),  n  die  des  Hat^tgd)ietes,  v  die  SktfemM  des 
verbindenden,  g  die  des  gemeinschaftlichen  Gebietes  [aUer  Fcüitoren]  (15) 
und p  die  des  Produktes  is-t,  und  n  ~  a  =  d ,  n  —  b  =  h',...,  n  —  9  =  g' 
gesetzt  wird,  so  ist 

*)  {Dieser  Satsi  stellt  in  der  Ofiginalausgabe  auf  S.  lÖH  als  Ni-.?87,  gehört 
aber  hierher,  hinter  Nr.  119b.} 
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1)  wenn  das  Produkt  P  ein  progressives  ist,  P  dann  und  nur  dann 
von  'Null  verschieden,  wenn 

ist,  ttmi  swar  ist  dann  p  •=  v, 

2)  tvettn  das  Produkt  P  ein  regressives  ist,  so  ist  P  dann  und  nur 
dann  von  Null  verschieden,  ivenn 

ist,  und  stvar  -ist  dann  p  '=  g. 

Beweis.  1.  Wenn  das  Produkt  P  ein  progressives  ist,  so  bann 
man  die  Faktoren  (nach  119  b)  in  lauter  Falitoren  erster  Stufe  auf- 
lösen; die  Anzahl  dieser  Faktoren  erster  Stufe  ist  (nach  77)  a  +  ^  H 1 

ihr  Produkt  ist  (nach  Gl  und  66)  dann  tmd  mir  dann  von  Null  ver- 
schieden, wenn  die  FaJitoren  erster  Stufe  in  keiner  Zahlbeziehung  zu 
einander  stehen,  das  heisst  (nach  23),  wenn  das  verbindende  Gebiet 
von  (a  -\-l}  -\-  ■■  -)-ter  Stufe,  also  v  =  a  +  ^  "I"  ' " '  i^*'-  Dann  ist  die 
Stufe  des  Produktes  (nach  77)  =  a  -\-'b  -{-  ■■•,  das  heisst  =  v. 

2,  Wenn  das  Produkt  P  ein  regressives  ist,  so  gilt  der  Satz  zu- 
uächst  fiir  zwei  Faktoren.  Demi  nach  109  ist  (in  diesem  Falle  j  P  dann 
und  nur  daiiu  von  Null  verschieden,  wenn  y  =  a  ■\-h  — -  n,  das  heisst 

n  —  g  =  n  —  a-]-  n  —  h, 
also 

/  -  <i'  +  V 
ist.    Nach  ÖÖ  ist  ferner  j*  =  a  +  ?i  —  n,  also   =g.    Somit  gilt  der 
Satz  für  Kwei  Faktoren.    Aus  ihm  erhält  man  aber  durch  wiederholte 
Anwendung  den  Satz  für  beliebig  viele  Faktoren. 

120.  Ein  reines  Produkt  hleibt  sich  selbst  kongruent,  icenn  man  die  84 
Ordnung  der  Faktoren  beliebig  ändert,  das  heisst 

Pj,B  =  Pß,A. 

Beweis.  1.  Sind  q  und  r  die  Stufenzahlen  von  --1  und  B,  und 
ist  zuerst  das  Produkt  \^A.B~\  ein  progressives,  so  ist  (nach  58) 

also 

lAB-]zi:[BA]. 

Ist  das  Produkt  \AB'\  ein  regressives,  die  Stufe  des  llauptgebietes 
n,  so  ist  [|.^|-B]  (nach  115)  ein  progressives  Produkt,  und  da  h  —  q 
und  w  —  r  die  Stufen  von  \A  und  \B  sind, 

[M|B]-(-l)'— "-"[|BM], 
iJso  (iiack  101) 


y  Google 


90  A,.     Absoliiiitt  I.    IfiipUel  3,    §  6.    Nr.  läO-123. 

also  aueh 

lÄß]  =  [BA]. 

2.  Ist  t'eraer  diis  Produkt  [FAB]  ein  reines,  hü  ist 

[PÄB]===IF.AB]  [119] 

nach  Bewein   1   iiinl  iiaeh  2,  40;  dies  wieder 

=  [PBÄ],  [119] 

also 

\PAB]:-.^.ll:'BA], 

das  lieisst,  das  Produkt  bleibt  sich  kongruent,  wenn  man  zwei  auf 
einander  folgende  Faktoren  vertauscht. 

3.  Durch  Vertauschung  zweier  auf  einander  folgender  Faktoren 
kann  man  nun  nacli  und  nach  jeden  Faktor  auf  jede  beliebige  Stelle 
bringen,  also  den  Paktoren  jede  beliebige  Ordnung  gehen,  während 
dabei  nach  Beweis  2  das  Produkt  sieh  kongi'uent  bleibt. 

131.  Wenn  ein  reines  Produkt  swei  einander  incidente  Faktoren 
enthält,  von  denen  "keiner  die  Sttifemahl  Null  hat,  so  ist  das  Produkt 
null,  das  heisst  Pj,s  ■=  0,  wenn  P  [ein]  reines  Produkt  [ist]  und  Ä 
tmä  B  die  incidenten  Faktoren  sind. 

Beweis.  1.  Sind  A  und  B  die  einander  incidenten  Faktoren, 
also  der  eine  dem  andern  mitergeordnet,  etwa  B  dem  A,  so  ist  B 
das  gemeinschaftliche  Gebiet  und  A  das  verbindende,  also  das  Produkt 
[-4if],  da  die  Stufe  von  B  grösser  als  Null,  und  die  von  A  kleiner 
als  n  ist,  (nach  109)  null. 
5  2.    Enthält  aber  ein  Produkt  P  zwei  einander  incidente  -f  Faktoren 

A  und  B,  so  kann  man  (nach  120)  die  Faktoren  so  ordnen,  dass  A 
und  B  auf  einander  folgen,  wobei  das  Produkt  sich  selbst  kongi'uent 
bleibt,  also  auch  (nach  2)  in  dem  einen  Falle  null  bleibt,  wenn  es  in 
dem  andern  null  ist.  Dann  kann  man  (nach  119)  diese  beiden  Fak- 
toren in  eine  Klammer  schliessen.  Ihr  Produkt  ist  null  uach  Beweis  1, 
also  ein  Faktor  von  P  null,  also  auch  F  selbst  null. 

122.  Fun  gemischtes  Produkt  [ABC]  dreier  [einfacher]  Grössen, 
{von  denen  die  leiste  C^  0  ist,]  ist  dann  und  nur  dann  null,  wenn  ent- 
weder {AB']  =0  ist,  oder  alle  drei  Grössen  A,  B,  C  von  einem  Gebiete 
von  niederer  als  n-ter  Stufe  umfasst  werden,  oder  ein  Gebiet  von  höherer 
als  nuUter  Stufe  gemein  haben. 

Beweis.  Es  seien  k,  ß,  y  die  Stufenzalilen  von  A,  B,  C,  also 
K-]-  ß  +  y>><  und  <  2n  (nach  IIG).    Es  sei  [AB]  ^  0,  und  sei 
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gutist  ß-j-/J>?i  etwa  =n-\-8,  so  lassen  sich  (nach.  87)  A 
imd  ß  auf  erneu  gemein scliaftliehen  Faktor  Ö-ter  Stufe  D  bringen,  so 
dass  A  =  {_DE\,  B  =  \I)F^  sind,  so  ist 

IA'B~\  =  IBBF\J),  L103J 

also,  da  \^AB\  nach  der  Annahme  ^  0  ist,  so  uiuss  auch  [D^i*']  ^  0 
sein.     Dann  ist 

{ABC]  =  \J)Et'^\J)C\, 

also,  da  [Z>i?-FJ  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  ist,  so  ist  \ABC'\ 
i!a]ni  und  nur  dann  null,  wenn  \J)Ü'\  es  ist.  Die  Stufe  voji  [DC]  ist 
=  (J  +  j'  =  a  +  (3  —  »  +  }')  also  <  w,  da  «  +  ^  +  j'  <  2h  ist.  Also 
ist  das  Produkt  [D  C] ,  |  da  Z)  und  ü  ungleich  Null  sind  |  (nach  109) 
dann  und  nur  dann  null,  wenn  Z)  luid  C  ein  Gebiet  von  höherer  als 
nullter  Stufe  gemein  haben,  das  heisst  (da  Z>  das  gemeinsame  Gfebiet 
von  A  und  B  ist),  wenn  A,  B  und  ü  ein  Gebiet  von  höherer  als 
nullter  Stufe  gemein  haben. 

Es  sei  ztvdtms  «  +  ^  <;  "?  so  ist  [/1-B]  ein  progressives  Pro- 
dukt, also,  da  [AB]  nach  der  Annahme  ^  0  ist,  {und  auch  C  von  Null 
verschieden  ist,}  das  Produkt  l(AB)C~\  (nach  109)  dann  und  nur  dann 
null,  wenn  [AB]  und  C,  das  heisst  A,  B  und  C,  von  einem  Gebiete 
niederer  als  Ji-ter  Stufe  umfasst  werden.     Somit  bewie&en 

133.  Die  Ordnung,  in  toelcher  man  mit  ztiei  emandsi  mudeiiteu 
einfachen  Grossen  fortschreitend  muUiplicirt,  wt  ylachgultnj  )itt  dat,  Bc 
sultat,  das  heisst  r  4  R  ^"il  —  r  J  om 

ivenn  B  inddent  C. 

Beweis.  1.  Wenn  B  oder  C  von  nullter  Stute,  das  heisst  Zahlen  s 
sind,  so  findet  die  Gleichheit  beider  Seiten  statt  (nach  13).  Wenn  die 
Produkte  reine  sind,  so  sind  beide  Seiten  (nach  121)  null,  folglieh  ist 
der  Satz  nur  noch  zu  erweisen  für  den  Fall  des  gemischten  Produktes, 
in  welchem  B  und  C  von  höherer  als  nullter  Stufe  sind;  das  heisst 
(weim  a,  ß,  y  die  Stufenzahlen  von  A,  B,  0  sind,  und  n  die  des 
Hauptgebietes)  für  den  Fall,  dass  c.^ß-\-'y>n  und  <  2«  1 116 }  und 
ß  und  y  von  Null  verschieden  sind. 

Wir  können,  da  die  zu  erweisende  Formel  sich  nicht  ändert,  wenn 
man  B  und  C  mit  einander  verwechselt,  annehmen,  dass  ß  <cy  sei, 
das  heisst,  da  B  und  C  einander  incident  sind,  dass  B  dem  ü  unter- 
geordnet sei.  Ausserdem  nehmen  wir  zunächst  an,  auch  A  sei  eine 
einfache  Grösse.  Da  die  Summe  «  +  (3  ebenso  gross  oder  kleiner  als 
die  Summe  a  ■^-  y  ist,  so  sind  nur  drei  Falle  möglich:  entweder  beide 
Summen   sind   kleiner   als   n,   oder   beide    grösser  als  n,   oder   es   ist 
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2.  Öiud  beide  Sumuieu  kleiner  als  n,  also  uucli  k  +  y  <  H,  so 
werden  die  drei  Grössen  Ä,  ß,  C,  von  denen  B  der  tirösse  6*  unter- 
geordnet ist,  von  einem  Gebiete  (a  -|-  ;')-ter  Stafe,  also  von  eiaeui 
Gebiete  von  niederer  als  n-ter  Stufe  umfassfc,,  somit  sind  (nach  122) 
sowohl  [ABC~\  als  [ACB]  mill,  also 

[ABC~\  =^[ACB]. 

3.  Sind  K  4-  ;^  nnd  tt  +  ;-  >  )i ,  so  sind  (_n  —  «)  +  (n  -  ß) .  und 
(n  —  ft)  +  {n  —  y)  <n,  also  dann,  da  n  —  k,  m  —  ß,  n  —  y  diu 
Stuieiizahlen  der  JÜvgänKungen  von  A,  B,  G  sind, 

[Uj5iC]==-[!A|Ci3]  (nach  Beweis  2), 

also  (nach  101) 

\ABC']  =  [AGB'\. 

4.  Ist  ß  4"  /■  >  '*  wild  K  -f  ^  <  )!  ersteres  etwa  =  w  +  tf  wo 
S  auch  null  sein  kann,  so  müssen  (_nuli  S7)  -1  und  C  sii-h  lut  enitn 
gerne inschaftliclien  Faktor  D  von  d  tei  Stute  bimgeu  la  sen  in  dei 
Art,  dasä  C=  [DE'\  sei,  wo  D  und  E  einfache  GiDS'^en  s>ind  nnl  I> 
dem  A  untergeordnet  ist.  Dann  ist  E  von  {y  —  S\  tei  fetute  ilso 
die  Summe  der  Stufeiizahlen  von  4  ml  i  glei  h  a -\- y  —  ö^« 
somit  ist  (nach  108) 

lAC]  =  [A.BE']^[AE'\D, 
also 

[ACB'\  =  \AE]\PB']. 

Hier  ist  diis  Produkt  [ÜB]  ein  progressives,  du 
d-\-ß  =  a  +  ß-\-y  —  n<n 
ist,  indem  das  Produkt  ein  gemischtes  sein  sollte.  Wenn  nun  \T)Jf\ 
nnll  ist,  so  haben  (nach  109)  D  und  B  ein  Gebiet  von  höherer  als 
uullter  Stufe  gemein,  dann  haben  aber  auch,  da  D  dem  A  untergeordnet 
ist,  A  und  B  dies  Gebiet  gemein,  das  Produkt  [^.B]  ist  aber,  da 
(i:-|-/3<n  ist,  ein  progressives,  folglich  dies  (nach  109)  nuU.  Also 
dann  auch  [ABC'\  =  0,  ebenso  wie  {AGB'],  und  somit  beide  einander 
gleich,  Ist  aber  [DB]  ^  0,  so  ist,  da  I)  und  B  beide  dem  G  unter- 
geordnet sind,  auch  ihr  verbindendes  Gebiet  [OB]  dem  Gebiete  von  G 
untergeordnet,  also  G  (nach  7tlb)  in  der  Form  \DBF~\  darstellbar,  wo 
F  wieder  eine  einfache  Grösse  ist.  Dann  wird,  da  wir  oben  C=\1)E\ 
setzten,  E=  [BF]  gesetzt  werden  können,  und  man  erhält: 

[ACB'\=   {AE^IDB-]   =[ABF1iBB}. 
Ferner ; 

lA  BC]  =  [_AB  .  BBF]  =  [ABF]  [BB]       (nach  108), 

weil  nämlich  J)  dem  A  untergeordnet  ist,  also  [BB]  dem  [jIBJ,  und 
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weil  [äBF'\  =  [AE],   wie  oben  gezeigt,  von  imllter  Stufe  ist.    Also 
erhält  man  [^C'B]  =  [ABC]. 

n.   Hiermit  sind,  da  /3  <  y  angenommen  war,  alle  Fälle  erschöpft, 

sofern  A  eine  einfache  Grösse  ist.    Ist  nun  A  eine  zusammengesetzte 

Grösse,  so  ist  sie  immer  (nach  77)  aus  einfachen  Grössen  numerisch 

ableitbar.    Es  sei  A  =  i'ßr-^,-,  wo  alle  A,.  einfache  Grössen  sind,  so  ist 

[ABC]  =  2«,[J,BC]  [441 

=  i:cCr[A,Cß\  [nacli  Beweis  1-4] 

=  [ACB].  [441 

124.  Wenn  q,  r,  s  die  Stufmmhhn  äreie/y  {von  NtiU  verschie- 
dener] einfacher  Grössen  Ä,  B,  C  sind  uitd  n  die  des  HauptgebMes,  so 
sImI  die  Produkte  \ABC]  uml  [ACB]  nur  in  folgenden  [sechs]  Fällen 


IABG}^{ACB\, 
a)  tvenn  q  -\-  r  -\-  s<^n  ist,  dann  ist 

\ABC]  =  (-iy'\ACB], 
h)  wenn  !/-)-»'  +  s  >  2n  ist,  dann  ist 

[ABC'\  =  {~iy-')^«-')\ACB\, 

c)  wenn  \_AB\  und  [-4C]  null  sind,  dann  ist  g 

d)  ivenn  [ABC]  ein  gemischtes  Produkt  ist  und  A,  B  und  C  ent- 
weder ein  Gebiet  von  JwJierer  als  nuUter  Stufe  gemein  haben  odm-  von 
einem  Gebiete  von  niederer  als  n-ter  Stufe  umfasst  werden;  dann  ist 

[ABC]  =  [AGB}  ^0, 

e)  wenn  [das  ProduU  [ABC}  gemischt  ist  und]  q-^r-{-s^=n-^t 
ist,  und  B  und  C  entweder  ein  Gebiet  von  t-  ter  Stufe  gemein  haben  oder 
von  einem  Gebiete  t-ter  Stufe  umfasst  werden;  dann  ist 

[ÄBC-i-i-ir-'''—'lÄCB], 

f)  wenn  B  und  C  einander  incident  sind;  dann  ist 

[ABC}^[ACB]. 
Beweis.     Formel  a)  ist  in  58  bewiesen. 

Ist  q  -{-  r  -{-  s^  2n,  so  ist  {n  —  q)  +  (n  —  r)  -f  ('*  —  s)  <  n, 
also,  da.  n  —  q,  n  —  r,  n  —  s  die  Stufenzahlen  der  Ergänzungen  von 
A,  B,  C  sind,  so  ist  in  diesem  Falle 

[U|7/;C]  =  (—  l)"'-'-l("-^l|yl|(7i7/|.  (i'ormcl  a) 
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Also  (nach  101) 

[ABC]  =  (-  \y—'»''-'''\ACB]. 
Somit  ist  Formel  b)  bewiesen. 

Da  in  diesen  beiden  Fällen  q  -\-  r  -\-  s  entweder  ^  n  oder  >  2« 
war,  so  bleibt  nur  der  Fall  übrig,  wo  q  -\-  r  -\-  s  >  n  und  <  2m  ist, 
also  der  Fall  des  gemischten  Produktes. 

Angenommen  zuerst,  [ABU]  sei  null.  Ein  gemischtes  Produkt 
[ABC]  {dessen  dritter  Faktor  C  von  Null  verschieden  ist}  ist  (nach 
122)  dann  und  nur  dann  null,  wenn  entweder  [AB]  ^  0  ist,  oder  alle 
drei  Grössen  A,  B,  G  von  einem  Gebiete  niederer  als  «-fcer  Stufe  um- 
fasst  werden,  oder  ein  Gebiet  von  höherer  als  nullter  Stufe  gemein 
haben.  Tritt  einer  der  beiden  letzten  Fälle  ein,  so  ist  sowohl  [ABG~\ 
als  [ACB]  null,  und  also  [.4 PC]  =  [ACB]  =  0,  somit  Formel  d)  be- 
wiesen. Tritt  aber  von  diesen  heiden  Fällen  keiner  ein,  so  kann  [ABC] 
nicht  anders  null  werden,  als  wenn  [J,.B]  null  ist;  ist  dies  der  Fall 
und  soll  dann  [ABC]  kongruent  [AGB']  sein,  so  muss  auch  \AGB'\ 
imll  sein,  dies  kann  aber,  da  die  beiden  genannten  Fälle  ausgeschlossen 
sind  {und  B^O  ist),  nicht  anders  geschehen,  als  wenn  auch  [AG\ 
null  ist,  und  es  tritt  also  dann  der  Fall  c)  ein. 
9  Es  bleiben  also  nur  noch  f  die  Fälle  des  von  Null  verschiedenen 

gemischten  Produktes  übrig.  Da  q -\-  r  '\-  s  <,  2n  und  >  n  ist,  so 
können  wir  g-f-r  +  s  =  M  +  (  setzen,  wo  i>  0  und  <  n  ist.  Nun 
seien  hier  (genau  wie  in  123)  drei  Fälle  unterschieden. 

Erstens  der,  wo  die  Summen  q  -\-  s  und  q  -\-  r  beide  Meiner  als 
n  sind.  Dann  ist,  da  [AB]  und  {ÄG}  dann  von  Null  verschiedene 
progressive  Produkte  sind,  5  -I-  r  die  Stufe  von  [AB]  und  g  -j-  s  die 
von  [AG].  Dann  haben  [AB]  und  G  (nach  26,  |87])  einen  Faktor 
von  (g  +  /■-}-  s  —  )i)-ter,  das  heisst  f-ter  Stufe  gemein.  Dieser  sei  J), 
und  sei  C  =  [DE],  so  ist  die  Summe  der  Stufenzahlen  von  A,  B,  ]i 
gleich  n,  und  B  ist  dem  [AB]  untergeordnet.  Folglich  ist  dann 
(nach  108) 

\ABG'\  =  [AB  .  DE]  =  [ABB]  D. 

Also,  da  \ABE]  eine  Zahl  ist,  so  ist  [J.ßC]^^/J;  somit  muss, 
wenn  [ABC]^^[AüB]  sein  soll,  auch  [AGB]^^D  sein,  das  heisst, 
[AG\  und  B  müssen  sich  auf  einen  mit  D  kongruenten  gemeinschaft- 
lichen Faktor  bringen  lassen,  also  auch  auf  den  Faktor  D  selbst.  Folg- 
lich muss  D  dem  B  untergeordnet  sein,  es  war  aber  auch  dem  G 
imtergeordnet,  das  heisst,  B  und  0  lassen  sich  auf  den  gemeinschaft- 
lichen Faktor  i-ter  Stufe  D  bringen,  das  heisst,  {sie)  haben  ein  Gebiet 
i-ter  Stufe  gemein,  was   die  erste  Bedingung  der  Formel  c)   ist. 

Es  .sei  B^\J)F],  so  ist 
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IABC'\=^  IÄB.DE]  =  [ÄBE]D  [108J 

=  [A(DF)E]D  =  lÄDFF.]!)  [119] 

[ÄCB']  =  IÄC.DF\  =  \äCF]D  [108] 

=  [AiDE)F]D  =  [äDEF]D.  [119] 

Da  nun  C^  [-0.^]  war,  so  ist  E  von  (s  —  ()-ter  Stufe,  und  <k 
_B  ==  [DF]  war,  so  ist  i*"  von  (r  —  i)-ter  Stufe,  somit 

[ADFE]D  =  (-  l)''--')!— "[^Z)^F]fl,  [58J 

alao 

lAB  C]  =  (—  1)(^-"  1^  -'iiACB], 
was  die  Formel  e)  ist. 

Sind  hingegen  die  beiden  Summen  g  +  »"  und  q  -\~  s  grössm'  als 
»,  so  sind  die  Summen  {n  —  5)  +  {n  —  r)  und  {n  —  5)  +  («  —  s) 
kleiner  als  11,  und  {n  —  ff)  +  ("  —  )•)  +  (™  —  s)  =  n -\- (n — f).  Folg- 
lich sind  in  diesem  Falle  (nach  Fall  e)  die  Produkte  [|^jB|C]  und 
[j^jC'jB]  nur  dann  einander  kongruent,  f  wenn  sich  jB  und  ß  auf  9 
einen  gemeinschaftlichen  Faktor  von  {n  —  ()-ter  Stufe  bringen  lassen. 
Dieser  sei  jT)  und  sei   \B  =  [Ü|F],   \C=[\D\E'],  so  ist  {nach  e) 

\\A\B\C\  =  (-  !)('-'■'(' --"»[■^|f77i]. 
Aber  (nach  98  {und  101))  ist  dann 

B  =  [Ö_F],  C=\DF'] 
[^IJC]  =  (~  Vf'—W-')lACB'\  =  (-  iy-''>('-'\ACB], 
das  heisst,  es  tritt  die  zweite  Bedingung  der  Formel  e)  und  diese  selbst 
ein,  indem  nämlich  das  Produkt  B=\_I)F'\,  da  B  von  geringerer 
Stufe  als  D  ist,  als  regressives  erscheint,  und  ebenso  [.Ü-E],  und  also 
B  und  C  beide  dem  B  untergeordnet  sind,  also  von  dem  Gebiete  B 
urafasst  werden. 

Es  bleibt  somit  nur  noch  der  {dritte]  Fall  übrig,  wo  von  den 
Summen  J  +  *■  "^^^  2  "f"  ^  ^^^  eine,  etwa  die  erstere,  ebenso  gross 
oder  kleiner,  die  andere  ebenso  gross  oder  grösser  als  n  ist.  Dann 
lassen  sich  (nach  ä6  {und  87})  {_AB\  und  C  auf  einen  gemeinschaft- 
lichen Faktor  (ff  +  *■  +  s  —  w)-ter,  das  heisst  (-ter  Stufe  bringen. 
Dieser  sei  B,  und  sei  C=  {DE^*),  so  wird 

iABC]  =  \AB.BE\  =  [ABEIB.  [108] 

Ferner  sei  C[-\-  s  ^  n  -\-  v,  so  haben  A  und  C  einen  Faktor  von 

")  SoUte  5  +  )•  =  w  sein,  so  wüi-ile  E  von  nullter  Stufe  sein,  was  in  dem 
oljigen  Beweise  mit  ein  geschlossen  ist;  dassellie  gilt  im  Folgenden  voa  F. 
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«-ter  Stiifo  gemein,  dieser  sei  F,  und  sei  C ^[FG \,  sn  isb 

{AOA,  =  {A  .  FG]  =  LAffJK  |108] 

[^CiJ]-=[^(?][F_B]. 
Soll  also  [ABC]  ^  [AOB]  sein,  so  muss,  da  [ÄßE]  und  [ÄG] 
von  Null  verschiedene  Zahlen  sind,  D  E^  [FB'\  sein,  das  beissfc,  J5  ist 
dem   D   untergeordnet,    aber   auch  D  dem   6',  also  B  dem   C  unter- 
geordnet, das  heisst,  7J  uud  C  sind  einander  incident.    Dies  ist  die  Be- 
dingung iler  Formel  f)  und  (nach   123)  ist  Öann 
[ABC]  =  [AGB]. 
Somit  der  Satz  vollständig  bewiesen, 

125.    In  denselben  und  in  keinen  andern  Fällen  {wie  in   124)  Id 
[BAC}  =  IB.AV]. 
I  Beweis.     Es  ist  in  den  in  124  angenorameuen  Fällen 

\BäC]-:E^[ABC']  [1201 

=  [ACB-]  [124] 

=  IB.AC],  [120] 

und  umgekehrt  folgt  aus  der  Kongruenz  von  125  wieder  die  von  124. 
Aiim,     Ea  orgiebt  sicli  ina  Besondere  für  Fall  c)  und  d) 
[BAG]  ^  \B  .  AG]  =  0, 
lYii-  r'ü,Il  :l)  lind  b)    (vgl.  119} 

[BÄG]  =  [B  .  ÄC\. 
Dagegen  spaltet  sich  der  Fall  e)  in  awei  Falle;   nämlich,  ivenn  dif  SiiniinPii 
q  -[-  r  und  g  -f  s  kleiner  als  n  sind,  ao  ist 

[£^C]  =  (-1)"[B.  AC\, 
uiitl  wenn  jene  Summen  grösser  ah  w  sind, 

[BAO]  -  (-l)<"-''>l''-'>[Jf  .  AG]. 
Der   Fall  f)   apaltet  sich   in   zwei  Fälle,  nünilieh,   wenn   q  -\   r   kleimir,   und 


[BAC]  =  {— !)''<''—''[£  .  AG], 
ivftnn  umgekehrt  q  -^-  f  grösser,  und  q  +  s' kleiner  als  n  ist, 

\BAG]  --=  (-lf'-'''''[B  .  A0[. 
Wenn  eine  der  Summen  gleich  n  ist,  so  gilt  sowohl  difiiemge  Foimel,  bei 
welcher  die  Summe  grösser,  al^  diejenige,  wo  sie  klemei  als  n  vorausgesetzt  war, 
indem  dann  beide  Formeln  identieth  werden  Auch  ist  zu  bemerktn,  dass  wenn 
in  f),  das  heisst,  in  dem  Falle  der  Incidenz  von  B  und  C,  die  Bedingung  eintntt, 
dass  beide  Summen  grö&aer  als  n,  odei  beide  kleiner  ab  j;  sind,  «owohl  \BAC\, 
als  \B.AG}  null  werden,  und  also  zuglejcli  der  Fall  c)  odei  d)  statt  hat 
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126.  Ein  Produkt  mdUer  Stufe  hleiht  sich  seihst  l.ongiuent,  wenn 
man  die  Ordnung  aller  seiner  Faktoren  umkehrt,  oder  die  letzten  Fahtoren 
in  heliehiger  Ansahl  mit  umgekehrter  Ordnung  su  einem  Ftodukte  zu- 
sammen fasst,  das  heisst 

lA^Ä^ . . .  J^-iA„]  ^  [AA-i . . .  Ä,A,] 

~  [Ä,  A^...  /]._,._, .  A„A„_,  .  .  .  A-r] . 
Beweis.     Es  sei   zuerst 

so  ist 

[Ä^A^  . . .  A„^,A„]  =  lPA„-iA„']. 

Da  das  Produkt  von  nullter  Stufe  sein  soll,  so  muss  die  Summe 
der  Stufenzahlen  von  P,  A„-i,  A.^  (nach  96)  durch  n  theilbar,  also, 
da  die  einzelnen  Sfcufenzahlen  >  0  und  <  n  sind,  entweder  gleich  n 
oder  gleich  2w  sein;  im  ersfceren  Falle  ist  das  Produkt  der  drei  Grossen 
P,  J.«_i,  An  ein  rein  progressives,  f  im  letzteren  ein  rein  regressives,  9 
in  beiden  also  ein  reines,  somit  (nach  119,  120) 

oder 

IA,A,  .  . .  A-i^J  =  [A  . .  -  A-s- AA,-i]. 

Betrachten  wir  diesen  Ausdruck  als  ein  Produkt  der  drei  Grössen 
[A^  .  .  .  J-n-s] ,  An-i  und  [A„A,^i],  so  erhalten  wir  auf  gleiche  Weise 
den  zuletzt  gewonnenen  Ausdruck 


=  [4  ...A_3.^«A_lA-.]- 

Wendet  man  dies  Verfahren  »--mal  an,  so  erhält  man 

[A,...  A^]  =  [A^...  A„_r-1  ■  ^^A-i . . .  An^r], 
das  heisst,   das  Produkt  bleibt  sich   selbst  kongruent,  wenn   man   die 
letzten  Faktoren  in  beliebiger  Anzahl  (r)  mit  umgekehrter  Ordnung 
zu  einem  Produkte  zusammenfasst.     Hiemach  wird  nun  auch 

[A,A,  . . .  A„]  -:=  [^, .  A^An^i .  . .  A,], 
somit  (nach  58) 

also'  i  ist }  auch  der  erste  Theil  des  Satzes  bewiesen. 

§  7.     Zurückleitung  und  Ersetzung. 
127.     Erklärung.    Wenn   n   die   Stufenzahl   des   Haupl^ebietes, 

Ai, .  . .  A,  die  multiplikativen  Kombinationen  aus  den  n  in  keiner  Zahl- 
beziehung zu  einander  stehenden  Grossen  erster  oder  (n  —  l)-ter  Stufe 
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f^i,  ...  a„  ZU  irgend  eioer  Elasse  unil  Ä,,  .  .  .  A„  die  multiplikativen 
Kombinationen  aus  m  derselben,  etwa  aus  «, ,  ...  «™  zur  gleichen  Klasse 
sind,  und 

6'  =  «.^,+...  +  «„^„ 

Ci=a,Ä,  4 h«,.X 

ist,  so  nenne  ich  Cj  die  Zurückleitung  von  C  auf  das  Gebiet  [«j ...  a,,,], 
unter  Ausschluss  des  Gebietes  [«m+i  . . .  öü],  und  zwar  nenne  ich 
die  Zuriickleitung  eine  progressive,  wenn  ß^,  ...  a^  Grössen  erster 
Stufe,  eine  regressive,  wenn  «,,...«„  Grössen  (w  —  l)-ter  Stufe 
sind.  Die  Zurückleitungen  mehrerer  Grössen  heissen  in  demselben 
Sinne  genommen,  wenn  sie  auf  dasselbe  Gebiet  und  unter  Ausschluss 
desselben  Gebietes  zurückgeleitet  sind  {vgl.  33). 

Aam.     Ist   zum  Beispiel   das  Eauptgebiet  von  vierter  Stufe   (wie   zum   Bei- 
spiel der  Eaum),   und   sind  et,  ö,  c,  A   vier  in  keiner  Zah.lbeaieliuag  zu   einander 
S  stehende  Grössen  erster  Stufe  (zum  Beispiel  vier  nicht  in  ein  und  derselben  Ebene 
liegende  Punkte),  so  ist    Q  =  [&c]  +  [ca]  +  [aö]   {im  Eaume  eine  Linie)   die 
(progressive)  Zurüokleitimg  von 

B  _  [S=]  +  [eo]  +  («6]  +  [.JJ  +  [S<i]  +  \cl\ 
auf  das  Gebiet  \a,hc\  (also  auf  die  Ebene  a6c),  unter  AnsscKlnss  des  Gebietes  i. 
Bezeichnen  wir  ferner   [öcd]  mit  a',   \eaS\   mit   V ,   \abä\  mit  c'  und   [acd] 
mit  A',   so   sind   «',  V,  e,  d'  Grössen   (w  ^  l)-ter  Stufe,  da  m  ^=  4  ist   und   setzen 
wir  noch  [aöed]  =  1,  so  ist 

[6V]  =  [»<q,    [cV]  =  [&Äj,     [a6-]  =  [cd], 

ü  ^  [a'd']  +  [b'd-]  +  [e-d']  +  [6-c-l  +  [e'd]  +  [«■&']. 
Dann  wird,  wenn 

0-  =  [6'<i-]  +  [e-a]  +  [«'6'] 
ist,  C  die  (regressive)  Zurückleitung  von  C  auf  das  Gebiet  [a'b'c'~\,  unter  Aus- 
schluss   des   Gebietes   d'    sein,   das   heisat,   da   [a'h'e'}  =  [cd.abd]i^d,    und 
d'  =  [abc]  ist,  C  ist  die  Znrüokleitung  von  C  auf  das  Gebiet  d,  unter  Ausschluss 
des  Gebietes  [aöc]. 

So  erscheint  also  m  der  Geometrie  die  Zuriickleitung  einer  Linie  auf  eine 
Ebene  als  progressive  Zurückleitung,  und  die  einer  Linie  auf  einen  Punkt  als 
regressive  Zurückleitung.  Die  Zurückleitung  selbst  ist  in  der  Geometrie  gleich- 
bedeutend mit  der  Projektion  im  weitesten  und  prägnantesten  Sinne  des  Wortes 
(siehe  unten  [  Nr.  199,  164—166,  200  ) ). 

Wir  haben  oben  (3S)  die  in  der  Definition  bestimmte  Grösse  (7,  die  Zwftek- 
leitung  der  Grösse  0  auf  das  Gebiet  der  Grössen  A^,  A^,  . . .  Ä,^  genannt.  Dieser 
Benennungsweise  haben  wir  hier  die  für  die  Anwendung  bequemere  zur  Seite 
gesetzt. 

128.  Je  nachdem  die  Stufenmhl  des  Gebietes,  auf  welches  zwück- 
geleitet  wird,  grösser  oder  kleiner  als  die  Sttifenzahl  der  guriicliyeleiteten 
Grösse  ist,  erscheint  die  Zurückleiiimg  als  progressive  oder  regressive. 
Wetm  die  SUifengahl  jenes  Gebieies  gleich  der  StafmmU  der  mrüel- 
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geleiteten  Grösse  ist,  so  icmn  die  ZurUckleitung  sowohl  e. 
als  eine  regressive  sein. 

Beweis.  Es  seien  ß^,  ...  a„  Grössen  ^ster  Stufe,  die  in  keiner 
Zahlbeziehimg  zu  einander  stehenj  und  seien  A^^,  . . .  A„  die  multiplika- 
tiven  Kombinationen  aus  a,,  ...  ß„  zur  jj-ten  Klasse,  und  Ä,,  , . .  Ä,, 
die  multiplikativen  Kombinationen  aus  a^,  ...  Om  zur  jo-ten  Klasse  und 

C  =«i.d,  H \-a,A^,    C|  =  a.^i-I f- a«A, 

also  (nach  127)  C^  die  progressive  Zurüekleitung  der  Grösse  G  auf 
das  Gebiet  [a,  ...  ««]  unter  Ausschluss  des  Gebietes  f  [ß,(+i  .  .  .  «„],  so  9 
würde  es,  wenn  m  <,p  wäre,  gar  keine  Kombinationen  aus  a„  ...  a^ 
zur  ß-ten  Klasse  geben,  also  auch  keine  progressive  Zurückleitung.  Es 
muas  also  für  die  progressive  Zurückleitung  m'^p  sein,  da  aber  m 
die  Stufenzahl  des  Gebietes  [a^  .  . .  «,„]  und  p  die  der  multiplikativen 
Kombinationen  ^,,  ...  Ac,  also  auch  die  von  C  ist,  so  muss  die  Stufen- 
zahl des  Gebietes,  auf  welches  zurückgeleitet  wird,  ebenso  gross  oder 
grösser  sein  als  die  der  zurückgeleiteten  Grösse. 

Macht  man  im  Uebrigeu  dieselben  Annahmen  wie  vorher,  mit 
dem  einzigen  unterschiede,  dass  %,...«„  Grössen  (n—l)-ter  Stufe 
sind  {in  dem  Hauptgebiete  «-ter  Stufe),  so  ist  die  Zurückleitung  eine 
regressive;  und  auch  hier  muas,  aus  gleichem  Grunde  wie  vorher, 
m>_p  sein.  Fasst  man  nun  aber  die  Grössen  (w  — l)-ter  Stufe  a^,  ...a„ 
als  Ergänzungen  von  Grössen  erster  Stufe  auf,  so  wird  (nach  98)  ihr 
Produkt  [ßj  ...  a„,]  die  Ergänzung  eines  Produktes  von  m  Grössen 
erster  Stufe,  seine  Stufenzabl  also  (nach  90,  Zusatz)  gleich  n  —  m; 
ebenso  wird  die  von  C  gleich  n — p.  Da  aber  n  —  »n  <  w — p  ist, 
so  ist  die  Stuftnzahl  de's  Gebietes,  auf  welcheb  zui uckgeleitet  wird, 
ebenso  gios«  odei  kleiner  aK  die  der  zurückgeleiteten  Grösse. 

Ist  ilso  die  Stufenzahl  jenes  Gebietes  grossei  oder  kleiner  als  die 
Stufenzahl  der  zunickgeleiteten  Glosse,  %o  wiid  die  Zurüekleitung  im 
eisteien  Falle  eme  progressive,  im  letzteren  eine  regressive  sein.  Sind 
hingegen  die  genannten  Stufen^ahlen  einander  gleich,  so  wird  die 
Zmuckleitung  lowohl  eine  piogies-^ive  ali  luch  eine  regressive  sein 
können 

129.  Die  Zurüclddtung  A!  einer  Grösse  A  auf  ein  Gebiet  JB,  imfe}' 
ÄmscMuss  des  Gebietes  C,  ist 

,  _\B.AG] 
^  ~     [BG]    > 
also 

A'  =  IB  .AC], 
wenn  IBC]  =  1  ist. 


y  Google 


100  Ag.     Abschnitt  I,    Kapitel  3.    §  7.    Nr.  129—131. 

Beweis.  Es  seien  ö^,  .  .  .  ö!„  m  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  ein- 
ander steheniJe  Grossen  erster  oder  («  —  l)-ter  Stufe,  und  A^,  .  .  .  A^ 
die    multiplikativen    Kombinationen   |  zu    einer    gewissen    Klasse )    aus 

a^, ...  ün,  und  A^, ...  A„  die  aus  %,  ...a^  und  A==a^A^  -\ 1-  a^A^, 

also  A'  =  a^Aj  -f-  .  -  -  -j-  a,,A„,  und  sei 

{a^  . . .  Om]^  B,     [cim+i  . .  .  a„']  =  C, 
so  ist 

lÄC]  -  [(»,A  +  •■•  +  a.Ä,  +  «,H-,Ä^,  +  ••■  +  «,Ä.)C]. 
Aber,  da ^1^, ...  .4„  die  Kombinationen  aus  a^,  . ..  a^  sind  und.d„_|_i, ...  Ai, 
diejenigen  Kombinationen  aus  a,,  ...  «„,  welclie  nicht  zugleich  Kom- 
i  binationen  aus  ßj,  .  . .  a„,  sind,  so  muss  f  jede  der  Grössen  -ia+i,  . .  .  A„ 
mindestens  einen  der  Faktoren  «m+t,  .  -  -  ««  enthalten,  also  mindestens 
einen  Faktor  mit  C  =  [a,n+i  ■  •  ■  ti«]  gemein  haben.  Die  Produkte 
{Au+iO],  . . .  [A,(J]  sind  aber  in  Bezug  auf  die  Faktoren  a^,  ...  tu 
reine  (nach  114  {127,  128  und  119b)),  somit,  da  sie  gleiche  Faktoren 
enthalten,  null  { nach  121  ] ,  also  wird 

lAC]  =  lia,A,  +  .-■  +  «„X)C]  =  <^^[AC]  +  ■■-  +  «„[J/?]. 
Folglich  ist 

[B  .  AC]  =  a,[B  .  ^jC]  +  -  ■  •  +  a^lB  .  ^„C]. 

Da  nun  jede  der  Grössen  Aj^,  , . .  A,^  aus  Faktoren  besteht,  die  in 

B  enthalten  sind,  so  ist  jede  derselben  mit  B  incident,  somit,  da  auch 

die  Stufenaahlen  von  B  und  C  zusammen  n  betragen,  so  ist  (nach  108) 

[B.A,C]  =  iBC]A„...,    [B.A^Cj^^iBCiA^, 

[B  .  AC]  =  [£C](ai^,  H h  cc,A,)  =  [BCjA'. 

Also,  da  [.BC]  eine  Zahl  ist, 


^  [B^.AC] 
[BÜ] 


130.  Jede  Gleichung,  deren  Glieder  Vielfache  je  einer  Grösse  m-ter 
Stufe  sind,  bleibt  bestehen,  wenn  man  statt  aller  dieser  Grössen  ihre  in 
demselben  Sinne  genommenen  Zurückleiiungm  setzt;  oder,  wenn 

P=aA-{'  ßB-\ 

ist,  und  F',  A',  B', ...  die  in  gleichem  Sinne  genommenen  Zurückleitungen 
von  P,  A,  B,  . . .,  und  a,  ß,  . .  .  Zahlen  sind,  so  ist  auch 
F'  =  ccA'  -^ßB'  -i----. 

Beweis.  Es  sei  Q  das  Gebiet,  auf  welches  zurückgeleitet  wird, 
und  T{  das  ausgeschlossene  Gebiet  und  [QB]  =  1^  so  erhält  man  aus 
der  Gleichung 
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durch  Multiplikation 

iiud 

[Q  .  PR]==  a[Q  .  ÄE]-^  ß[Q  .  BEj-^-  ■■■, 

flas  heisst  (nach  129) 

P'  ^ciA'  +  ßB'  -\ . 

131.    Die  progressive  Zurückleitwng  eines  rem  progressiven  und  die  96 
regressive  eines  rein  regressiven  Produktes  ist  gleich  dem  Produkte  der  in 
demselben  Sirme  genommenen  ZurüiMeitungen  der  Faktoren  jenes  Pro- 
duktes, das  heisst,  tvenn  das  reine  Produkt  P 
F-=[AB  ...E] 
ist,  und  P',  A',  B',  . . .  E'  die  in  gleicfiem  Sinne  genommenen  Zurück- 
Jeitungen  von  P,  A,  B,  . . .  E  sind  {und  swar  progressive  oder  regressive, 
je  nachdem  das  Produkt  p-ogressiv  oder  regressiv  ist),  so  ist  auch 
P'  =  [A'B'...E']. 
Beweis.     1.  Es  sei 

^  =  [«1  . . .  aj,     B=  [»,4.1  .  ..«J,  .. .,      E •=  [oi+i . .  .a^], 
wo  ö,, . .  .  «„   Grössen  erster  oder   (n  —  l)-ter  Stufe  sind,  je  nachdem 
das  Produkt  [AB  . . .  .E]  ein  progressives  oder  regressives  war.  Dann  ist 

P  =  [fflj  .  . .  a J 
jnaeh  119b|  ein  reines  Produkt  von  Grössen  erster  oder  (n  —  l)-ter 
Stufe.  Ferner  sei  §  =  [m^  . . .  ?(„,]  das  Gebiet,  auf  welches  zurückgeleitet 
wird,  iJ  =  [m^^-i  .  . .  «„]  das  ausgeschlossene  Gebiet  und  [§J!]  =  1, 
wobei  »1,  ,  .  .  Un  Grössen  erster  oder  (n  —  l)-ter  Stufe  sind,  je  nach- 
dem a^,  ...  ß,  es  sind.  Dann  ist  (nach  129) 
P'  =  \_Q.  FE] 

=  [m,  . . .  «„.(%  . . .  a„  .  M^+i . . .  ti„)]. 
M''enn  nun  das  ursprüngliche  Pro duM  [AB...E]  ein  progressives 
ist,  so  soll  auch  die  Znrüctleitung  eine  progressive,  das  heisst  (nach  128), 
die  Stufenzahl  von  Q  ebenso  gross  oder  grösser  als  die  von  P  sein, 
das  heisst  m  >  v,  folglieh  v  -\-  n  —  »»  ^  k,  das  heisst,  das  Produkt 
[öj . ..  u„ .  Hffi-fi  ...  u„\   {ist)  ein  rein  progressives,  also  auch 

=  [%...  t(„«™+i...M„], 
und  da  alle  Faktoren  von  erster  Stufe  sind,  ein  kombinatorisches  (nach 
94,  78).     Nun  sei 

fl,  =  «r'wi  +  '-- +  «!'■'«„, 
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SO  können  wir  (nach  67)  in  dem  Prodnkte  [«j ...  OeMm+i ...  m„]   stabt 

flr  =  ßf''«i  H f-  «Ji''««  setzen:  ß'^'ttj  -}-■■■  +  «S^'"ib)  weil  Wm-|.i ,...?(« 

als  Faktoren  in  jenem  Produkte  Torkommen;  aber  a^^hij  +  ■  ■  ■  +  «^'m™ 
97  ist  die  ZnrÜekleitimg  Yon  a^  auf  das  Gebiet  f   (^  =  [""i  ■  ■  ■  "w3  j  ^'^i*' 
Ausschluss    des    Gebietes    ß  =  [w„,4.i  .,.?<„] .     Somit   wird,  wenn   wir 
diese  Zurückleitung  mit  a,  bezeicbnen, 

p'  =  K...iu(«i...a;.«,^i...  «(„)]. 

Hier  ist  [«■',...  <7J.]  dem  [u^  ■■■^hn]  untergeordnet,  alao  (nach  108) 
P'  =  [«1 . . .  iin] [a'i  ...  «■„]  =  [«;...  a„] . 
Aus  gleichem  Grunde  ist 

A'  =  ia'i  ...al),    j[J'  =  [a;+i  ...«;], ...,  .ß' =  [«;+, ..,«;]. 
Somit  {wird}  F'  =  {A'B' ...  El. 

2.  Wenn  das  ursprüngliche  Produkt  [AB  ...  E]  ein  regressives  ist, 
und  also  auch  die  Zurückleitung  von  P  auf  Q,  unter  Ausschluss  von  iJ, 
eine  regressive,  das  heisst  {nach  128 ),  die  Stufenzahl  von  P  grösser  oder 
ebenso  gross  als  die  von  Q  ist,  so  {ersetze  man  zunächst  sämmtliehe 
Grössen  durch  ihre  Ergänzungen.  Dann  |  kehrt  sich  das  regressive  Pro- 
dukt und  ebenso  die  regressive  Zurückleitung  (nach  115  und  90,  Zn- 
satz) in  das  progressive  Produkt  und  in  die  progressive  Zurüekleitung 
um.  Sind  daher  Pj,  Q^,  I{,,  A^,  ü^, ...  E^  die  Ergänzungen  von  P,  Q, 
li,  A,  B,...E,  und  PI,  Ai,  B'i,...E'i  die  Zurückleitungen  von  P„ 
A^,  Bj,  ...E,  auf  Qj^,  unier  Ausschluss  von  Kj,  so  ist  (nach  101) 

P,  =  [A,B,...E,], 
und  nach  Beweis  1 

(»)  P',  =  [Ä,K...Ri. 

Ferner  ist  (nach  129) 

P'  =  [Q.PIi],     P;=[ft.PiPx]=  li"ö-PPJ,     [nach  97] 
also  P'i  =  P'  und  ebenso 

A\  =  'Ä,     B[^\B',..., 
also  (nach  *") 

T'  =  [1^'|.B'...|_E'] 

P'  =  [^'P'...-E'].  [nach  101] 

3.  Sind  nun  endlich  A,  B,...E  zusammengesetzte  Grössen, 

^  =  iXJ.,     P  =  Z;3,P„...,     E^Ss^E,, 
wo  Ar,  Bs,...E„   einfache   Grössen  sind,  und  sind   A'r,  B's,...E't   die 
Zurückleitungen  von  Ar,  B„  . . .  J^o,  so  ist 
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P  —  [2ii,A, . 2;fti(, . . .  Zi,E,]  —  2;«, ft  ...i,lA,S,...  E,l    1 4Ö ) 
=  2«,/J,...«,P,,.,...., 
weiiu 

P,.,   .  =  [^,ß.  ...-E.] 
ist.     Also  (iiacli  130) 

p'  —  2;«,ft .. .  e.p;,.,,...  —  £«,/),...  «.[j;i'; . . .  e;] 

mich  Beweis  1  und  2;  und  dies  f 

—  [2«,X.2;(S,B;  ...i't.Ä.)  [nacli  45] 

-[^■B'...i;T  [1     ] 

133*).  Eine  G-leichufig,  derer  Cliede  6  se^  fe  btuf  s  i  v  d 
w&m  n  die  Stufe  des  Hati^tgehiete  st  du  d  o  vel  Zaf  Igleicl  gen  et 
seiet,  als  es  Kombinationen  ohne  Weder}  oi  ng  a  Elenettei  u  fet 
Klasse  giebt;  und  0war  erhalt  i  ■a  e  e  e  set  enden  Te»e  von  Glei 
ehungen,  indem  man  die  gegebene  Gleich  ng  ad  7  ach  mtlet  n  It 
plikativen  Kombinationen  mr  (n  —  )  tf  Klos  e  a  ener  bd  b  je 
Schaar  von  n  Orössmt  erster  Stuf    d   &    F    l  It  1      t         l  iJc   i 

Beweis.     Es  sei 

(a)  :p^a  +  B  +  --- 

die  gegebene  Gleichung,  in  -welcher  P,  A,  B,  ...  Grossen  m-tev  Stufe 
sinii,  es  seien  ferner  e^,...e^  Grossen  erster  Stufe,  deren  Produkt 
[ßi  ...  e„]  =  1  ist,  und  seien  E-^^,  E^,  ...  E„  die  muItipUkativen  Kom- 
binationen zur  m-ten  Klasse  aus  e,,  ...  e,,,  und  F^,  F^,  ...  F„  die 
ergänzenden  Kombinationen,  das  heisst,  die  Kombinationen  aus  denselben 
Elementen  zur  (n  —  Mf)-ten  Klasse  und  zwar  so  geordnet,  dasa 

[E,F,]  =  IE,F;\^---  =  [E.F,]  =  1 
sei,  30  ist  zu  zeigen,  dass  die  obige  Gleichung  ersetzt  wird  durch  den 
Verein  von  Gleichungen,  der  aus 

(b)  [PP,]-[^pj  +  [-Bi';]  +  --- 

dadurch  hervorgeht,  dass  man  statt  r  nach  und  nach  setzt  1,  2, .. .  v.  9 

Es  sind  (nach  77)  P,  Ä,  !>',...  numei-iseh  ableitbar  aus  E,, . ..  i'j. 
Nun  sei 

P=jr(E,-l \-:t,E,,  Ä^a,E,-i \-a,E„  B^ß,E,-\ hß»-li«> 

und  so  weiter,  so  ist 

[ff;\  =  [2J7c,e.f;\  -  zjt,[E,F;j. 

Aber,  da  E,  und  Fr,   wenn   s  ^  r    ist,  nothwendjg  gleiche  Elemente 


Die  Nr.  132  der  Originalausgabe  steht  jetzt  auf  S.  S5f.  als  Kr.  116b. 
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(ßi,  ...  e„)   als   Faktoren  enthalten,   so  ist   {naeli  60 1    für  diesen  Fall 
[Z,j;]  =  0,  also 

Ans  gleichem  Grunde  ist 

[AF,-]-«„    [Bi?J  =  /!„.... 
G-Üfc  nun  die  Gleichung  (a),  so  gilt  auch  die  aus  ihr  durch  Multi- 
plikation hervorgegangene  Gleichungsgruppe  (b).     Gilt  urt^ekehrt  die 
letztere,   so  hat  man  für  jedea  r  von  1,  ...  v,   indem  man  für  iPFr], 
[_ÄFr\,  IBFr],  ...  die  gefundenen  Werthe  setzt, 

jr.  =  «.  +  ^.+  ---, 
also  auch 

jr.i;  =  «.-??. +  ß,-E. +  ■■- 
für  jedes  r  von  1  bis  v.    Äddirt  man  diese  säramtlicheu  Gleichungen, 
so  erhält  man 

S^rE,  =  Zk^-B,  +  SßrE,  +  ■■■, 
das  heisst 

P=^  +  _B  +  ---. 

Somit  ersetzen  sich  die  Gleichung  (a)  und  der  Gleichungsvcrein  (b) 
gegenseitig. 

Zusatz.     Ins  Besondere  wird  die  Gleichung 

ersetzt  durch  den  Gleichungaverein 

[AF,]  _  «„ 
das  heisst  durch  die  Gleichungen 

[4F,]_«„    lÄF,] -,„■-. 

%  8.    Elimination  dei  Unbekannten  ans  algebiaischeu  Gleichungen 
durch  kombinatoiische  Multiplikation. 

134.  Aufgabe.  Aits  n  Gleichungen  ersten  Grades  mit  n  ünbelcannten 
diese  su  finden. 
00         Auflösung  1.     Die  n  Gleichungen  seien 

[  aWx,  +  ß('\Ta  H +  a<;^X„  -=  ß<'> 


(a) 


Man   multiplicire  diese   Gleichungen  beaiehlich   mit  n  extensiven 
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1  Gleioliiingen  eisten  Gi*ailes, 


Grössen 

e(i',  e<ä>, 

..  e*"'    deren  kombinatorisches  Produkt  Eins  ist,  und 

ad  dir  e  s 

e,  so  erhält  man,  indem  man 

4"e»'  +  «f.'"  +  --  +  4"e"'-o, 

»S'V" +  ..?>«"' +  ...+«?'e'"  =  o, 

(b) 

oi«»'" +  ■.;».'■>  +  -  +  «?«'■'- ». 

setzt,  die  Gleichung 

(c)  3^1%  +  3^202  + h  :c„(i„  =  h, 

eine  Gleichung,  welche  {nach  29}  die  gegebenen  Gleichungen  (a)  er- 
setzt. Um  aus  ihr  a^j  zu  finden,  fügt  man  beiden  Seiten  der  Gleichung 
die  Paktoren  a^,  «3,  ...  a„  hinzu,  so  erhält  man,  da 

[a^a^a^ ...  o„],     [a^a^a^ . . ,  On] , . ■  ■  [«,%%  ...  a,] 
(nach  60)  null  sind, 

(d)  x^[a^a2  ...«„]  =  [ha^a^  .. .  «J. 

Und  ebenso 

x^l_a^a^ . . .  a^  =  [aiha^ . . .  a^,  .... 

Angenommen    nun    merst,    das   Produkt    [a^a^  .  . .  a„~} ,   [das    als 
Grösse  w-ter  Stufe  eine  Zahl  ist,j    sei  ungleich  Null,  so  erhält  man 
r&  ffl„a,  ...«„1 

und  ebenso 


(•) 


-[..,.,    .]' 


Es  ist  für  diesen  Fall  noch  zu  zeigen,  diss  fliege  Werthe  der  Un- 
bekannten in  der  That  der  Gleichung  (c)  genügen 

Da  das  Produkt  [Oxa^  ...  a,]  nai-h  der  tur  diesen  Fall  gemachten 
Annahme  ungleich  Null  ist,  so  stehen  a^,  a  m  keiner  Zahlbeziehung 
zu  einander.  Da  nun  «j,  ...  a,  aus  e^,  e,  numeriith  abgeleitet  sind 
und  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  %o  muss  (nach  21) 
jede  aus  e^,  ...  e„  numerisch  ableitbaie  f  Giosae,  also  namentlich  &,I01 
auch  aus  a^,  ...  a^  numerisch  ableitbar  ^em,  es  sei 

b^y^a,  -f  ;/^«aH hS''!««- 
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Öubstitiiii't  man  diesen  Werth  in  (e),   so  wird 

also 

X,«,  -i-  x^a^  -i \-  x^a^,  =2/i«i  +  i^s^a  -i h  »/»««, 

das  heisst  =  h.     Also  wird   der  Gleichung  (c)  durch  die  Werthe  (e) 
genügt,  somit  auch  den  ureprunglicheii  Gleichungen. 

Angenommen  zweitens,  das  kombinatorische  Produkt  [a^a.^  ...  «„] 
sei  gleich  Null,  so  stehen  «,,...«„  in  einer  Zahlbeziehung  zu  ein- 
ander, dann  muss  es  unter  ihnen  (nach  17)  solche  geben,  die  in  keiner 
Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  und  aus  denen  die  übrigen  numerisch 
ableitbar  sind;  es  seien  dies  «;,  ...  «,.  und  seien  a^i,  ...  a„  aus  ihnen 
numerisch  ableitbar.  Dann  muss  also  vermöge  der  Gleichung  (c)  auch 
b  aus  diesen  Grössen  a,,  ...  a^  numerisch  ableitbar  sein.  Tritt  also 
der  Fall  ein,  dass,  vermöge  der  Natur  der  gegebenen  Gleichungen, 
h  nicht  aus  a^, ...  a^  numerisch  ableitbar  ist,  während  es  doch  a^i,, . . .  a„ 
aind,  so  enthalten  jene  Gleichungen  einen  Widerspruch,  Wird  hin- 
gegen diese  Bedingung  erfüllt,  so  sei  die  Gleichung  (c)  in  der  Form 
geschrieben : 

a^iff,  -(-  x^a^  -\-  ■■■  +  a-'rOr  =  c, 


c  —  h- 

-  'Cr-i-iür+i  —  a:,..[...fl,H-a  — 

ei-MH 

[.,  e«.,.^»„] 

,,  _[«l»..--_"'ri^] 

[■•,",■■■  <•„«,]' 

während  x,+i  bis  x„  ganz  willkärUch  aind. 

Aam-    Setzt  man  für  die  Grössen  a^,  . . .  a^  und  Ö  in  der  Gleichung  (e)  üi-e 
Wertho  aus  (b)  ein,  so  erliält  man,  Termöge  63,  die  bekannten  Ausdrüciie 


2::f  a<''is<^'c'^>  ...  B*"'' 

Ich.  fSge  liier  noch  eine  aweite  Auflösangsmethode  bei,  welche  zwar  auf 
den  ersten  Anblick  mcM  so  einfach  erscheint,  aber  dennoch  ihre  grossen  Vor- 
züge hat,  und  deren  eigentliches  Wesen  späterhin  in.  ein  noch  helleres  Licht 
treten  wird  {Tgl.  Nr.  500—527}. 

Auflösung  2,  Man  bringe  die  sämmtlichen  Gleichungen  auf  die 
Form,  dass  ihre  rechte  Seite  null  ist.     Die  Gleichungen  seien 
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j    «i^'l  +  afix^  +  a<f x^  + h  ff<;'a:,,  =  0  10 

,  -^  I    ßf  +  ßf  ^1  +  "f  .^s  H h  ßf  *„  =  0 

\    ßW  +  «'"'a^j  4-  k'^'^x^ ^  ...  -\-  «("'s!^^  ==  0. 

Die  Gleiclmngea  sind  also  dieselben,  wie  in  der  vorigen  Auflösung, 
nur  dass  k'^^  =  —  /Sj,''  ist.  Der  Symmetrie  wegen  fügen  wir  noch  dem 
ersten  Gliede  jeder  Crleichung  die  Unbekannte  x^,  als  Faktor  bei,  die 
wir  dann  scl^liesslieh  gleich  1   setzen. 

Nun  nehme  man  ein  System  ¥on  (n -\-  1)  Einheiten  e^,  e^,  ...  t'„ 
an,  deren  Produkt  Eins  ist,-  Dann  ist  (nach  Öl) 

(«   hl«.]  =  fei«.]  =  ivhl  =  •■■  =  [f.\'i -  h«,«, ... «.]  - 1. 

Femer  ist,  da    e^  (nach  89)  alle  übrigen  Einheiten  ausser  c^   als  Fak- 
toren enthält, 
(ß)  le,:e',]  =  0,  wenn  r  ^  ^  ist.  [nach  60] 


Wenn  nun 


(r) 


gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  die  gegebenen  Gleichungen  [a) 
■identisch  sind  mit  den  Gleichungen 

(tf)  [«WZ]  =  0,     [fli^)X]  =  0,  ...,     [flWXJ^-O. 

In  der  Tbat,  setzt  man  zum  Beispiel  in  der  ersten  dieser  Gleichungen 
statt  a'^'  und  X  ihre  Werthe  aus  {y),  so  wird  dieselbe  rermöge  des 
Gleichungssysiems  {ß)  identisch  mit  der  ersten  der  Gleichungen  in  («), 
lind   so  bei  den  übrigen. 

Angenommen   nun   merst,   d'->,  . . .  «'">    stehen   in   keiner    Zablbe- 
ziehung  zu  einander. 

Da  X  eine  Grösse  w-ter  Stufe  ist  und  sie  mit  jeder  der  n  Grössen 
erster  Stufe  ö;*",  «<^',  ...  aW,  die  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander 
stehen,  zu  einem  kombinatorischen  Produkte  verbunden.  Null  giebt, 
so  muss  X  (nach  84)  mit  dem  kombinatorischen  Produkte  jener  Grössen 
in  f  einer  Zahlbeziehung  stehen,  also  ist,  wenn  A  eine  noch  unbe-103 
stimmte  Zahl  ist, 
(£)  X  =  A  A,  wo  Ä  =  [«<»ft(^) . . .  d">'\ 
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ist ;  und  da  aus  dieser  Gleichung  wieder  umgekehrt  die  Gleichungen  (S) 
folgen,  so  ersetzt  sie  die  Gleichungen  (d),  also  auch  die  ursprüng- 
lichen («).  Fügt  man  nun  zu  der  gewonnenen  Gleichung  den  Faktor  e^ 
hinzu,  so  erhält  man,  da 

hZ]  -  hfeh  + 1,1«,  +  •■■)]-  a^.bM  +  «,[<!.!«,]  +  •■■, 

das  heisst,  vermöge  (ß),  '=  x^  ist,  die  Gleichung 

und  ebenso 

«)  «,  _Jfc^],    i,-Xle,Ä-],  ..., 

das  heisst 

(,)  x,:x,:x,: [e,A] :  [e^A\ :  [e,^]  :  •■., 

und,  da  x„  gleich  1  ist,  so  hat  mau  1  =^  A[ej^]  |und  somit) 

Die  Auflösung  ist  also  nur  dann  möglich,  wenn  [Cf^Ä]  von  Null 
verschieden  ist;  wenn  hingegen  [e^Ä}  =  0  ist,  obwohl  A  von  Null 
verschieden  ist,  so  lehrt  die  Gleichung  1  ^  A[e(|jd],  dass  dann  die  ge- 
gebenen Gleichungen  einen  Widerspruch  enthalten. 

Femer  lässt  sich  zeigen,  dass  in  dem  angenommenen  Falle  (-4^0 
und  [ei,Ä]  ^  0)  die  Werthe  (0)  die  gegebenen  Gleichungen  (a)  erfüllen. 
Denn,  wird 

gesetzt,  so  werden  die  Gleichungen  (0  erfüllt,  die  wir  auch  so  schreiben 
können; 

[e„Z]  =  A[eo^],     [e,X]  =  >l[ei^],     ... 
oder 

0  =  [e^iX  —  lA)]  =  [e,(X  -  XA)]  =  ■■■. 

Also  giebt  die  Grösse  Jj-ter  Stufe  X — iA  mit  dem  System  der 
ji  +  1  Einheiten  e^,  . , .  e„  einzeln  kombinatorisch  multiplicirt  Null; 
also  ist  (nach  85)  jene  Grösse  selbst  null,  das  heisst 

X  — A^  =  0 
oder 

X^IÄ, 

welche   Gleichung   nach  dem   Obigen  die    gegebenen   Gleichimgeu  (k) 
ersetzt. 
04         Angenommen  sei  zweitens,  a*^',  a*^',  ...  ß^"'  stehen  in  einer  Zahl- 
beziehung   zu  einander,  ohne   jedoch   alle   null  zu    sein,   so    giebt  es 
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(nach  IV)  unter  ihnen  eine  Schaar  YOn  Grössen,  welche  in  keiner  ZaU- 
beziehung  zu  einander  stehen,  und  aus  denen  die  übrigen  numerisch, 
ableitbar  sind.  Ea  mögen  «<",  d^',  ...  «<'''  eine  solche  ScLaar  bilden, 
u  d   Ve  "b  'j,en  (i<''+^>  <"'  a        h  eu  u  m  r'scH  ableitbar  sein,  und 

Be    .mB     pe 

«     =.«<.     +«0     +       +« 
du         e      s   K  auek  für    edes  X    d 

L       \]  =  c.\a    X]  +  a{      \]+        +^[      \] 

t   das  he  s  t         wi  d  d  e       te   3e    ^  ^ebe  en  Gle  ch  nge     aus  den  r 
ersten  gewonnen     ndem    unleebeeh     limta     a  a    multi- 

pl  t  das  iie  sst  d  e  —  I  tzten  G  h  ng  n  s  1  ins  den  ■  ersten 
(.  e  hungen  nume  a  h  ble  tba  ede  W  rth  X  1er  die  e  e  ■füllt,  er- 
tüllt  a  h  1  e  —  letzt  n  E  1  ben  al  nu  C  h  ugen  zu 
erfi  llen  br  <f  u  d  können  om  t  d  (  —  )  e  zten  Unbekannten  will- 
k  rl  eh  an  enommen  und    ann  b   ^en  n    hdnob^nV  rfahren 

1  est  nmi  we  den 

n         D        tv         Ä  fl    ung  mh         hadn  gase  s^nmt- 

h  n       Unli  kann    n  B  n      mg       nL  kannte  b  t  tu  rt     nd  diese 

a        Em  a  lis      fin     n      li  -t 

135     Au  ^abe    A  -\-  l  Grl     }     ^e      vede        Be  aj  auf  n 

Uiibelutnnte  vom  eti,tm  Giaäe  bind,  diebC  unbekannten  „ii  ehmtmren. 

Auflösung,     Die  Gleiehnngen  seien 

C  +  <"^i  +  <\  +  ■•■  +  <"^.  =  ^ 

„W  +  ßWa;^  4-  u<-«)x^  H h  «W3;„  =  0. 

Multiplicirt  man  sie  beziehlich  mit  n+ 1  Grössen  c"",  e^^l,  ef^',...c<''', 
welche  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  addirt  die  so  ge- 
wonnenen Gleichungen  und  setzt 

,    ß(o)c(o)  4,  «(Dgii)  -f-  cc'^)ei^)  _| [_  ai^lcf>  =  % 

Kf  e'«  +  «WeW  4-  ß(^>e(ä)  -j (-  al"»eW  =  a^ 

[    a(")e(o)  _j_  ttWed)  -(-  a(ä)e(a)_|_ 1_  aWeW  =  a„, 

so  erhält  man 

(c)  «0  +  x^Ui  +  x^a^  -i h  ■^'."x  =  0. 

Fügt  man  die  kombinatorischen  Faktoren  a,,  «;.,.,.  a^  hinzu,  so  10 
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erhält  man,  da  [a^a^a^  ...  a,],    ...    nuU  siud, 
(d)  [%aias...cQ  =  0, 

waa  die  verlangte  Eliminationsgleieliung  ist. 

136.  Aufgabe.  Ätts  mei  Gleidmngm,  welche  in  Bezug  auf  eine 
der  ünbelcannten  algebraisch  und  von  heliebigem  Grade  sind,  diese  Un- 
bekannte m  eliminireii. 

ÄuflÖBung  1.  Es  sei,  in  Bezug  auf  die  Unbekannte  y,  die  eine 
Gleicliung  vom  m-ten,  die  andere  vom  )ä-ten  Grade,  und  seien  die 
beiden  Gleichungen 

i   «0  +  ^iV  -i h  (h^y'"  =  0, 

^^■^  1  K-\-hy  +  ---  +  hr  =0, 

wo  üf,,  «1,  ...  Om  und  &(|,  bj,  ...  b^  beliebige  Funktionen  der  andern 
ünbekanaten  sind,  Multiplicirt  man  die  erstere  nach  und  nach  mit 
Ij  Vi  y^t  •■■  y''~^)  "ii^  letztere  nach  und  nach  mit  1,  y,  y^,  ...  y"'~^, 
so  erhält  man  die  Gleichungen 

+  a,y-{ \-a,^y"'  =0 


(b) 


hy-\ ■■  +  K  y"+'  =  0 


hy"-'  +-.-■■  +  ö.  y'"+"-'  =  0. 

Multiplicirt  man  diese  nach  der  E-eihe  mit  u  +  m  Einheiten,  die 
in  keiuer  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  nämlich  e^,  e.^,  ...  e^^,,,, 
addirt  die  so  gewonnenen  Gleichungen  und  setzt 

iaoei  +  boe„+i  =  ih , 
a,ei  +  «oSa  +  ^iß^+i  +  boe„+^  =  ii^, 
Oaei  +  »leä  +  «063  +  b^e^+i  +  &ie„+2  +  ke„+s  =  "3, 

so  erhält  mau  die  Gleichung 

(d)  ..,  +  „,,  +  „,,/+■■■  +  «..+.r+-'  -  0 ; 

und  fügt  man  ihr  die  kombiuatorischen  Faktoren  %,  u^,  . . .  u^+u  hinzu, 
so  erhält  man : 

(e)  [«,«,«,...«.+.] -0, 
was  die  verlangte  Eliminationsgleichung  ist. 
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Auflösung  2.  Es   seien    die    ge^ 

wie  in  Auflösung  1  (a),  und  sei  aus  it 
Man  nehme  m  -j-  n  Einheiten  e„ ,  e, ,  ... 

Wenn  nun 

!^o  +  yh  H —  +y 

■i,e,  +  a,f.  +  ...  + 

'oc,  +  «.eg+ h 


(«) 
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ebenen  Gleichungen   dieselben  lOe 
aen  das  System  (b)  abgeleitet. 
\„-i.„-i,  deren  Produkt  =  1  ist. 


L  =  Y 


.  +  a,e.  +  - 


=  (?o 


(^) 


den  die  Gleichungen  (b)  gleichbedeutend  mit  den  Gleichungen 

j  [<;„r]  =  [c,r]  =  ---  =  [.,-,r]^o 
\  [d,j]  ==  [d,  7]  =  ■  ■  ■  =  L«^.,,-!  r]  =  0. 

Da  nun  Y  eine  Grösse  (n  -\-  m  —  l)-ter  Stufe  ist,  die  nicht  null 
ist,  so  müssen  die  n-j-m  Grössen  c,,,  c,, ...  c^—i,  d^,  dj^, ...  rf,ji-_i  in  einer 
Zahlbeziehung  zu  einander  stehen  (nach  85).     Also  hat  man 

icct       c,-xdad,       d,^i]  =  0, 
was  die  veikngte  Ehniinatioobgleichung  ist 

Anm  1  Es  Ifo-et  «ich  bei  dieser  letzten  Mettoda  noch  die  Unbekannt«  y 
AoS  eine  seki  einfache  Wei'e  aiiBdnn,ken,  wenn  nambcli  TOrauBge'<etBt  ■«ird,  dass 
Ph  unter  den  i> -{•  m  Grössen  Cg,  Cj,  c„_^,  d^,  fllj,  **,  _n  solche  n  +  »» —  1 
Ijru'.sen  gitbt,  welche  nicht  in  einer  Zahlbeziehnng  zu  einaader  stehen;  es  seien 
dies  etwa  Cj ,  ...  c„_j ,  d^,  d^,  . . .  d^_^  und  sei  ihr  kombinatorisches  Produkt, 
der  Kurze  wegen  mit  A  bezeichnet;  dann  folgt  (nach  84)  aus  den  Gleiobnngen 
0  =  [.  I]  =  [c2Y]^...  ^  [c._iY-]  =  [doY]  ^  [diY]  = id„:-iY], 

Y  =  pA 
ist    wo  jj  eine  unbekannte  Zahl  darstellt.    Aber  nun  ist  Y  =  e^  +  J/'Ci  +  ■  ■  ■ , 
also  [((  1  ]  =  [e„|e„]  =■  1  und  [e^iF]  =  i/,  also  tat  man 

s/-[.,y]-y[.,.l], 

also,  indem  my.ii  die  zweite  duroli  die  erste  dividirt, 


y  = 


ie,A-\ 


I  gefunden  ist,  während  die  Eliminatiünagieictung  ii 
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Anm.  9.  Diese  Auflösungsmeüioden  (in  der  ersten  der  hier  mitgetheilten 
rormen)  habe  ich  bereits  in  der  ersten  Ausgabe  der  AiiBdelmiiagslehre  (1844) 
mitgetheilt,  und  von  ihr  in  Grunert's  Archiv  (1845)  eimen  Auszug  gegeben. 
Späterhin  hat  Cauchy  in  einer  Eeihe  von  Auiaätzen,  welche  in  den  Oomptes 
rendus  TOn  1853  veröffentlicht  sind,  dieselbe  Methode  mitgetheilt,  ohne  jedoch 
meiner  oder  meines  Werkes,  welches  ich  ihm  bereits  1847  zugeschickt  hatte,  Er- 
wähnung zu  thun.  In  Folge  einer  Prioritäta-Beclamation,  welche  ich  in  dieser 
Beziehung  an  die  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  richtete,  ist  eine  Com- 
mission  zur  Prüfung  derselben  ernannt  worden,  ohne  dass  jedoch  darüber  bisher 
Bericht  erstattet  wäre;  was  freilich  aueh  kaum  nöthig  erscheint,  da  die  Sache 
selbst  keinem  Zweifel  Kaum  lässt.  Zu  erw&hnen  habe  ich  noch,  daas  ich  durch 
die  Cauchy'schen  Anfs&tze  veranlasst  bin,  die  Elanmier  zur  Bezeichnung  der 
kombinatorischen  und  überhaupt  der  auf  ein  Eauptgobiet  bezüglichen  Multi- 
plikation anzuwenden. 


Kapitel  4.    Inneres  Produkt. 
§  1.   Grundgesetze  der  inneren  Multiplikation. 

137.  Erklärung.  Unter  dem  inneren  Produkte  zweier  Ein- 
heiten von  beHetigen  Stufen  verstehe  ich  da«  hezügliche  Produkt  der 
ersten  in  die  Ergänzung  der  zweiten;  das  heiast,  wenn  E  und  F  Ein- 
heiten beliebiger  Stufen  sind,  so  ist 

das  innere  Produkt  der  Einheiten  E  und  F. 

138.  Das  innere  ProduM  zweier  beliebiger  Grössen  ist  gleich  dem 
bezüglichen  FroduM  der  ersten  in  die  ErgänBwng  der  zweiten,  das  heisst, 
es  ist 

[A\B] 

das  innere  Produkt  der  Grössen  A  und  B. 

Beweis.  Es  seien  Aj^,  ...  A^  die  Einheiten,  aus  denen  A,  und 
B^,  ...  B,a  die  Einheiten,  aus  denen  B  numerisch  abgeleitet  ist,  und  sei 

A  =  a^A^-\ |-K„A,    J5  =  /3i.BiH \-  ßmB^r, 

ferner  sei  für  den  Augenblick  das  Zeichen  X  als  das  der  innem  Multi- 
plikation gewählt,  so  ist 

[AxB']  =  [(«j^i  H h  K„^„)  X  (^x-ßi  +  ■  ■  ■  +  ßmB„)'\ 

=  S(^,ß,[A,xB,'\,  [42] 

08 wenn  nämlich  die  Summe  sich  auf  die  Werthe  \,  . .  .  n  für  r  und 
l,  .  .  .  m  für  s  bezieht.  Da  nun  Ar  und  JB.,  Einheiten  sind,  so  ist 
(nach  137)  [ArXB,'\  gleich  [Ar\B,'\,  also 
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<  B]  ~  Sc,,ß,[Ä,IBi  —  [2«, J,  .  2ft  UJ 

[42] 

-[ASß.lEi-lÄ'iSß.B.] 

[901 

-IÄ\B]. 

Aura.  Eine  Ijesondei'c  Bezeichnung  für  das  innere  Produkt  erstiieiiit  also 
jetzt  als  überflüssig,  indem  das  Bi'gänaungszeiclien  die  Stelle  des  Zeichens  für  die 
innere  Multiplikation  voUeülndig  Tertritt.  "Und  es  ist  nur  bu  beachten,  dass  dies 
Zeichen  auch  wie  ein  Multiplikationsaeicließ  hehandelt  werden  darf. 

In  meinen  früheren  Arbeiten  (Geometrische  Analyse,  gekrönte  Preiaschrift, 
Leipzig  1847)  habe  ich  das  Zeichen  x  füi-  das  innere  Produkt  eingeführt,  eine 
Bezeichnung,  die  nun  entbehrlich  ist. 

139,  Die  Stufmzahl  des  inneren  Froditkies,  dessen  beide  Faktoren 
nach  der  Eeihe  die  Stufemsahlen  a  tmd  ß  haben,  während  die  des  Haupt- 
gebieles  n  heträgt,  ist  entweder  gleich  n  -\-  a  —  ß,  oder  gleich  u  —  ß,  je 
nachdem  ß  grösser  als  a  ist,  oder  nicht. 

Beweis.  Ea  seien  A  und  B  die  beiden  Faktoren,  deren  Stufen- 
zahlen  beziehÜcli  k  und  ß  sind,  so  ist  {nach  9Ü,  Zusatz)  die  Stufenzahl 
von  \B  gleich  n  —  ß.  Ist  nun  zuerst  ß  grösser  als  a,  so  ist  auch  n 
grösser  als  ec  -^  n  —  ß-,  das  heisst,  die  Summe  der  Stufenzahlen  von 
A  und  \S  ist  kleiner  als  die  des  Hauptgebietes,  also  (nach  95)  die 
Stufenzahl  des  Produktes  [J.J-B]  gleich  jener  Summe,  das  heisst,  gleich 
K-\-n  —  ß.  Ist  aber  ß  ebenso  gi'oss  oder  kleiner  als  «,  so  ist  auch  n 
ebenso  gross  oder  kleiner  als  a  -\-  n  —  ß,  das  heisst,  die  Summe  der 
Stufenzahlen  von  A  und  B  ist  ebenso  gross  oder  grösser  als  si,  also 
(nach  95)  die  Stufenzabl  des  Produktes  {A  \B]  um  n  kleiner  als  jene 
Summe,  das  heisst,  gleich  a  —  ß. 

140.  Die  Ansaht  der  Mnheiten,  «ms  denen  sich  dn  inneres  ProduM 
numerisch  ableiten  lässt,  ist  gleich  der  Ansahl  der  Kombinationen  oms  so 
viel  Elementen,  als  die  Stufensahl  des  Havptgebietes,  und  zur  so  vielten 
Klasse,  als  die  positive  Differenz  der  Stufenmhlen  beider  Faktoren  beträgt. 

Beweis.  Nach  139  ist  die  Stufenzahl  des  Produktes  entweder 
gleich  K  -(-  ß  —  ß,  oder  gleich  k  —  ß,  je  nachdem  f  ß  grösser  als  «  ist,  lOfi 
oder  nicht.  Die  Einheiten  von  gleicher  Stufe  sind  im  ersten  Falle  die 
multiplikativen  Kombinationen  aus  den  n  ursprünglichen  Einheiten  zur 
(n  -{-  a  ~  ^)-ten,  im  zweiten  zur  (a  —  ^)-ten  Klasse.  Aber  die  An- 
zahl der  Kombinationen  aus  n  Elementen  zur  {n  -\-  a  —  jJ)-ten  Klasse 
ist,  nach  einem  bekannten  Satze  der  Kombinationslehre,  gleich  der  An- 
zahl der  Kombinationen  aus  n  Elementen  zur  (^  —  K)-ten  Klasse. 
Die  Anzahl  der  Einheiten,  aus  denen  sich  das  Produkt  ableiten  lässt, 
ist  also  im  ersten  Falle  gleich  der  Anzahl  der  Kombinationen  aus 
n  Elementen  zur  (^  — a)-ten  Klasse,  im  zweiten  Falle  zur  (a  —  j5)-ten 
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Klasse.   In  beiden  Fällen  ist  daher  die  ElassenzaLl  dieser  Kombinationen 
der  positiven  Differenz  von  a  mid  ß  gleich 

141.  Das  innere  FroduU  mem  Giossen  gleicher  Stufe  tbt  eme  Zahl. 
Beweis.    Denn  die  Differenz  dei  Stufenzahlen  ist  dann  null    also 

das  Produkt  |naeh  139  j  von  nulltei   Stufe    das  heisst  eine  Zahl 

142.  Das  iwnere  Ftotlukt  weier  gleidien  Einheiten  isi  Fms  das 
mveier  verschiedener  Emheiten  gleicher  Stufe  Null   das  M%f 

Beweis.  [.E'.j.E'.]  =  1  (nach  j  137  und)  91).  Ferner  ist  |E,  {nach 89) 
dem  kombinatorischen  Produkte  aller  in  dem  Produkte  JE,  nicht  vor- 
kommenden Einheiten  erster  Stufe  gleich;  da  nun  ßy  von  E,  ver- 
schieden, beide  aber  Produkte  von  einer  gleichen  Anzahl  ursprünglicher 
Einheiten  sind,  so  enthält  E,-  nothwendig  solche  Einheiten  als  Fak- 
toren, die  in  E,  fehlen,  also  in  \E,  vorkommen;  also  ist  [.ß'rl-EJ 
(nach  60)  gleich  Null. 

143.  Wenn  Ej,  ...  Em,  Einheiten  von  heUebiger,  aber  alle  von  gleicher 
Stufe  sind,  so  ist 

[{cc,E,  H h  ^.„E^)\(ß,E,  +  - . .  +  ß,,E„:)}  =  «,(3,  -f  -  -  -  +  a,..ß.„. 

Beweis.     Es  sei 

ttiE,-\ \-a^E„.  mit  Sa,Er,  und  ß,E,-\ \- ß.nE„  mit  27^,7?, 

bezeichnet,  so  ist 

[i;c!,E,.\i:ß,E,']  =  Za,ß.[_Er\E.].  [42] 

Nun  ist  (nach  142)  das  Produkt  [i'rlJ^J  gleich  Null,  wenn  E,. 
und  Ej  verschiedene  Eioheiten  sind,  und  gleich  Eins,  wenn  »■  gleich  s 
ist,  somit  wird  der  gewonnene  Ausdruck 

=  2;«.^,  =  «,A  +  -.-  +  «„,/5.. 

144.  Die  leidem  FaMoren  eines  inneren  Produktes  sind  vertauschbar, 
wenn  sie  von  gleicher  Stufe  sind,  das  heisst 

wenn  A  und  B  von  gleicher  Stufe  sind. 
10         Beweis.     Wenn  £',,  ...  E,„  die  Einheiten  darstellen,  welche  mit 
A  und  D  von  gleicher  Stufe  sind,  und  A  =  Sa^E^,  B  =  2Jß,E^  ist,  so 
ist  (nach  143) 

[Ä\B]  =  Sdrßr  =  SßrCCr  =  iB\A]. 

145.  Erklärung.    Wir  schreiben  der  Kürze  wegen 

[A\A]^Ä^ 
und  nennen  es  das  innere  Quadrat  von  A. 
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146.  Es  ist 

(«,£,  +  ■■■  +  «.,£-)»  -«;  +  ••■  +  «1. 

Beweis. 

Ki',+  ■■■  +  «,„E.)ä-  [(«,£,+  ••■  +«.ii,.)l(«,  £,+•■■+  «.Ä.)J  [146] 
_«,■..  +  ..■  +  „,..  [143], 

147.  Bas  innere  ProduM  zioeier  Einheiten  E  und  F  ist  darnn  und 
nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  die  eine  der  owdeni  incident  ist, 
das  heisst 

IE\F'}  =  0, 

wenn   E  wnä  F  nicht  einaiuler  inciäent  sind, 

iE\F]  ^  0, 
wenn  E  und  F  einander  incident  sind. 

Beweis.  Für  Einheiten  gleicher  Stufe  ist  der  Satz  in  142  be- 
wiesen. Nun  seien  E  und  F  zwei  Einheiten  ungleicher  Stufe,  und  zwar 
{ zunächst  F  von  höherer  Stufe  als  E,  so  dass  also  die  Summe  der 
Stufenzahlen  von  E  und  |i^  kleiner  als  n  (vgl.  den  Beweis  von  139) 
nnd  denmach  das  Produkt  {_E\F']  progressiv  ist.     Es  sei 

E  =  [F^  f?] , 
wo  Fl   dem  F  untergeordnet  ist,   aber    das   Gebiet    G   keine    Grösse 
erster   Stufe   mit  F  gemein   hat.     Dann   ist  E  dem  F  incident   oder 
nicht,  jenachdem  G  von  nullter  Stufe  (eine  Zahl)  ist  oder  nicht.    Es 
sei  femer 

und  sei  [FiF^GH^  gleich  dem  Produkte  aUer  ursprünglichen  Ein- 
heiten und  also  gleich  der  absoluten  Einheit,  Dann  ist  (nach  89)  {(JrB\ 
die  Ergänzung  von  [i^i-Z'a],  das  heisst  von  F,  also 

iE\F'\^\_F^G  .GHI, 
Das  Produkt  auf  der  rechten  Seite  ist  hier  aber  (nach  109)  von  Null 
verschieden   oder  gleich  Null,  jenachdem  die   Stufenzahl   des   gemein- 
schaftlichen Gebietes   G    gleich   Nidl   oder   grösser   als   Null   ist,    das 
heisst,  jenachdem  E  und  F  einander  incident  sind  oder  nicht. 

Jetzt  sei  zweitens )  E  von  Mherer  Stufe  als  F,  { so  dass  also  die 
Summe  der  Stufenzahlen  von  E  und  \F  grösser  als  n  (vgl.  den  Be- 
weis von  139)  und  demnach  das  Produkt  [JJji'']  regressiv  istj.    Es  sei 

F=[F,G], 
wo  El  dem  E  untergeordnet  ist,  aber  das  Gebiet  G  keine  Grösse  erster 
Stufe  mit  E  gemein  hat.     Dann  ist  F  dem  E  incident  oder  nicht,  je 
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naclidem  G  von  nullter  Stufe  (eine  Zahl)  ist  oder  nicht.   Es  aei  ferner 

und  sei  [E^G-IE^irj   gleich  dem  Produkte   aller  )i  ursprünglichen  Ein- 
heiten  und  also   gleich   ^er   absoluten   Einheit.     Dann    ist   (nach  89) 
[E^Hj  die  Ergänzung  von  [E,G],  das  beisst  \[E^G]  =  [E^i/],  also 
[EIF']  =  [E,E,\E^G]  =  [E,E, .  E,H\. 
Ist  G  von  nicllter  Stufe,  das  beisst,  E  mit  F  incidenfc,  so  ist  [EiE^H] 
von  nullter  Stufe,  also  (nach  106)  der  Ausdruck 
[E, E,  .E^H]  =  [E, E^ffjE^, 
^Iso  von  Null  verschieden,  da  E^  und  [EiE^H]  von  Null  verschieden 
sind.     Ist  aber  G  von  höherer  als  nullter  Stufe,  so  ist  {die  Stufenzahl 
des  verbindenden  Gebietes  der  Grossen  [E^Eg]  und  \E^W\,  nämlich} 
die  Summe  der  Stufenzahlen  von  E^ ,  E^  und  H  geringer  als  die  Summe 
der  Stufenzahlen  von  £,,  G,  E^,  H,  das  beisst,   kleiner  als   n,   also 
(nach  109)  [EiE^.E.^H']  =  0,  das  heisst,  wenn  E  und  F  nicht   ein- 
ander incident  sind,  so  ist  [i'lJ'']  =  0. 
11         148.    Es  ist 

IEF\E'\  =  F  und  [F\EF}  =  IE, 
wenn   E  und  F  Feinheiten  sind,   und   \EF]  nicht  null  ist. 

Beweis.  Es  sei  das  Produkt  [EF]  progressiv  und  [EFG]  sei 
gleich  dem  Produkte  aller  ursprünglichen  Einheiten  und  also  gleich 
Eins,  so  ist  \E  =  [FG],  somit 

[EF\E]  =  [EF.  FG~\  =  [EFa]F  [106] 

^F. 
Femer  ist  dann  \[EF]  =  G,  also  [F\EF]  =  [FG]  =  \E. 
{Ist  da^  Produkt  [EjP]  regressiv,  so  gilt  der  Satz,  wenn  man  E 
und  F  durch  ihre  Ergänzungen  ei&etzt  (nach  IIJ),  tIso  nach  101  auch 
für  E  und  F  selbst. ) 

149.  Sind  E,  F,  G  Finheit^n,  und  ist  F  lon  höherer  Stufe 
ah  G  und  das  Produkt  [_EF^  progiessii   und  nicht  null,  so  ist 

[El?\E(,]  =  [llb--] 
Ist  ferner  F  von  niederer  Stufe  als  G  und  das  Frodiikt  [GEI  pro- 
gressiv und  nicht  null,  so  ist 

IFE\GE]  =  [F\G]. 
Sind  endlich  F  und  G  von  gleicher  Stufe,  und  sind  die  beiden  Pro- 
dukte [EF}  und  \GE~\  progressiv  und  nicht  mdl,  so  sind  beide  For- 
meln güUig. 

Beweis.     1,   Wenn  Fund  G' nicht  einander  incident  sind,  so  sind 


y  Google 


Gruadgesctae  der  inneriia  Multiplikation,   -    Innere  Einlieitsproüukt«.     117 

auch  [EF]  und  [EG]  nielit  einander  iiicideiit,  also  sind  dann  (naeh  147) 
jedesmal  teide  Seiten  der  zu  erweisenden  Gleichungen  null. 

{ 2.  Ist  hingegen  F  mit  G  incident,  so  müssen  die  drei  im  Satze 
unterschiedenen  Fälle  getrennt  behandelt  werden. 

a.  Setzen  wir  zunächst  voraus,  das  Froäuht  [EFJ  sei  progressiv 
und  nicht  null,  und  es  sei  F  von  höherer  Stufe  als  (?;  dann  ist  G,  da 
es  zugleich  mit  F  incident  sein  soll,  dem  F  tmterge ordnet,  und  man 
kann  daher  F  in  der  Form  darstellen 

F^^iGEI, 
wo   das   Produkt  [GH]   progressiv    und  H  wieder   eiue   Einheit,   oder 
doch  eine  negativ  genommene  Einheit  ist.     Es  wird  somit 

[EFIEGA,  =  \ß{GH)\EG'\, 
oder,  da  da-s  Produkt  \F{GHy\  rein  progressiv  ist,  nach  119 
\EF\EG]  =  [EGRIEG] 

(nach  148),  denn  [EGH]  =  [FF]  ist  nach  Voraussetzung  nicht  null, 
imd  [EG]  ist  als  nicht  verschwindendes  progressives  Produkt  zweier 
Einheiten  (nach  77)  selbst  eine  Einheit.  Die  rechte  Seite  unserer 
b-leichung  wiid  <ibei   (wiedei  naih  X-ib) 

=  [GH\G]^[F\G]. 
h     betzen  wn    zweitens  vniaus,  dm  Frodukt  [Cfi*]   sei  progressiv 
und  mcM  null,  un^  et  sei  F  von  niederer  Stufe  als  G;  dann  ist  F,  da 
es  zugleich  mit  G  meident  sein  soll,  dem  G  untergeordnet,  und  man 
kann  dahei   G  m  dei  Pnim  daiatellen 

G==[HF], 
ivu  das  Produkt  [HFj  progressiv  und  S  eine  Einheit,  oder  doch  eine 
negativ  genommene  Einheit  ist.     Es  wird  somit 

\FE\GE]  =  [FE\HFE] 
oder,  da  da«  Produkt  [HFE]  rein  progressiv  ist,  (nach  119) 
[FE\GE]  =  [FE\H(FE)'] 
=  \H 
(nach  148),  denn  es  ist  [Ä(FJE)]  -=  [HFE\  =  [(?£]  nicht  mdl.    Die 
rechte  Seite  ist  aber  (wieder  nach  148) 

c.  Setzen  wir  endlich  voraus,  die  Frodukte  [EFI  und  \GE'\  seien 
beide  progressiv  und  nicht  nidl,  und  es  seien  F  und  G  von  gleicher  Stufe; 
dann  müssen  die  Gebiete  beider  Grössen,  die  ja  zugleich  einander  in- 
cident sein  sollen,  mit  einander  zusammenfallen;  es  ist  somit  sowohl 
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G  dem  F,  ala  F  dem  0  uutergeoiduet,  und  es  gelten  daher  iiacli 
Beweis  2a  und  b  beide  Foimeln 

Anm  Ein  entspieihendtr  ^ati  gilt  auth  wenn  [JJi*']  und  [^G]  regressive 
Produkte  omcl  nur  muss  imn  in  diesem  lille  die  Ausdrüeke  tölierer  und  niederer 
Stufe  mit  einandpi  vertauBchen     Dei  Beweis  itt  genau  so  wie  in  Kr.  148.  i 

150.  Wenn  q  mid  *>  die  Rufmsahlen  um  Ä  und  B  sind  und 
q  Jilemti   als  r  ibt,  60  Hit 

[ÄIB-]  =  {—l)'<--^i\[L  A], 
das  heisst,  [-4|B]  ist  der  Ergänzung  von  [^B\Ä]  entgegengeseist,  wenn  die 
Skifmsakl  von  A  ungerade  und  zugleich  die  von  B  gerade  ist;  in  jedem 
andern  Falle  ist  [A\B']  der  Ergänzung  von  [J5|^]  gleich. 
13         Beweis.     Es  ist 

'iß\Ä]  -  [\BJA-]  [il7] 

-(-1><"'[!-B-^]  [92] 

_(_!),(.-,)(_  ,),(.-)[^|iJ]  [58], 

( denn  das  Produkt  \}B .  Ä]  ist  progressiv,  weil  die  Summe  der  Stufen- 
zahlen  n  —  r  -|-  g  =  w  —  (*'  ^  q)  <.n  ist.  Der  Ausdruck  |  [B  | ^4] 
wird  also) 

-(-l)"°-'-"W|£]. 

Nun  ist  in  Bezug  auf  den  Modul  2  die  Grösse  g(2M  —  q  —  r) 
kongruent  q(r  —  q)  oder  kongruent  q(r  —  1),  da  q^  mit  q  gleiolizeitig 
gerade  oder  ungerade  ist,  somit 

|[_BU]_(-l).c--.)[^|S], 
oder  luch 

L41i]_(-l)-<'-)|[B|-l] 

\.Biii  V eimitteht  des  oeben  eiwiesenen  Satzei  kajin  min  len  Fill  wo 
dei  aweite  Fiktor  eines  innriea  Pioduktps  von  hoteiei  Stufe  ist  als  dci  crite, 
immer  luf  den  andern  FaU  auruckfuhien  wo  der  oiate  Faktor  von  huheier  Stufe 
iht  it«  Aei  zweite  Diesen  letzteren  FaO  welcher  sich  m  den  oben  entwickelten 
Foimeln  als  dei  einfachere  herT,Uf, stellte  weide  ii_h  jetzt  voizugcweiie  herück- 
lühtigen 

§  2.     Begriff  des  Normalen  und  seine  Correlaten. 

151.  Erklärung.  Numerisctier  Werth  einer  Grösse  A  heisst 
die  positive  Quadratwurzel  aus  dem  inneru  Quadrat  dieser  Grösse. 
Numerisch  gleich  heissen  zwei  Grössen  von  gleichem  numerischen 
Werth,  das  heisst,  zwei  Grössen, 'deren  innere  Quadrate  gleich  sind. 

Anm.  Pßr  ZaJilen,  reelle  oder  imaginäre,  ist  die  Benennung  in  derselben 
Weise  auch  sonst  in  Gebrauch,  indem  zuerst  numerischer  Werth  einer  positiven 
Zahl  diese  seihst,  der  einer  negativen  — n  die  entsprechende  positive  Zahl  a, 
das  heisst,  in  beiden  Fällen  die  positive  Quadratwurzel  ihres  Quadrates  ist.   Hat 
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B  -f-  (i  y'—  1  ^  so  sind  ihre  Einheiten  1  und  V-—  1 .  Eine 
—  1  sei  mit  i  hczeicbnet,  und  1  und  i  als  Einheiten 
genommen,  also  i-  =  1,  so  ist  der  numerische  Werth  von  a  -j-  &'  nach  der  De- 
finition gleich  y«*  +  ft',  was  auch  sonst  als  aumerisclier  Werth  der  imaginären 
Grösse  a  -\-  bi  aufgefasat  wird.  In  der  Geometrie  ist  numerischer  Werth  einer 
Linie  ihre  Länge  gemessen  durch  die  Längeneinheit,  und  so  weiter. 

152.  Erklärung.  Normal  zu  einander  heissen  zwei  von  Null 
verschiedene  Grössen,  deren  inneres  Produtt  null  ist.  Zwei  Gebiete 
heissen  normal  zu  einander,  wenn  ihre  Theile  es  sind.  Zwei  Gebiete 
heissen  allseitig  zu  einander  f  normal,  wenn  jede  Grösse  erster  Stufe,  n 
die  dem  einen  Gebiete  angehört,  zu  jeder,  die  dem  andern  angehört, 
normal  ist;  und  zwei  Grössen  heissen  allseitig  normal  zu  einander, 
wenn  ihre  Gebiete  es  smd 

Aum.  Der  Trund  der  Benemiing  iiht  in  d^i  Goometne  Nimmt  mm  dort 
die  ursprünglichen  Einheiten  ^Is  gleiUi  lange  zu  einander  senkrechte  Stroi-ken  an 
wie  dies  stets  gesohi-hen  rou  b  o  zeigt  sich  leioht  dass  das  innere  Pi  dukt  zweiei 
Strecken  dann  und  nui  iann  null  ist  wem  ditse  ^tiecken  senkiecht  au  einindei 
sind.  Statt  des  Ausdrucks  senkrecht  hibe  ich  den  n  vmal  gewählt  als  len 
abstrakteren    der  inch  eine  Anwendung  auf  nicht  riuml    he  Veihaltnisse  geatittet 

153.  lirkldrung  NormaUystem  n  tti  tetufe  heisst  em  "Verein 
Yon  n  numerisch  gleichen  (von  Null  verschiedenen)  Gi  Dssen  erster 
Stufe,  von  denen  jede  zu  jeder  normal  ist;  und  wenn  n  zugleich  die 
Ötufenzahl  des  Hauptgebietes  ist,  so  heisst  es  ein  vollständiges 
Normalsystem.  Der  numerische  Werth  jener  n  Grössen  heisse  zu- 
gleich der  numerische  Werth  des  Normalsyatems.  Einfaches  Normal- 
system heisst  jedes  Normalsystem,  dessen  numerischer  Werth  Eins  ist. 

Änm.  Im  Eaume  bilden  zum  Beispiel  drei  gleich  lange  und  gegen  einander 
senkrechte  Stiecken  eiö  Normalsjstem. 

154.  Erklärung.  Circuläre  Aenderung  nenne  ich  jede  Trans- 
formation eines  VereinSj  durch  welche  zwei  Grössen  a  und  b  des  Ver- 
eins sich  beziehlich  in  xa  -\-  yh  imd  in  +  (xh  —  yd)  verwandeln, 
vorausgesetzt,  dass  x^  ■\-  y^  =  \  sei.  Ich  nenne  die  circuläre  Aenderung 
eine  positive  oder  negative,  je  nachdem  a  und  &  sich  in  xa  -\-  yh  und 
{xh  —  yd),  oder  in  xa  -\-  yh  und  —  (xb  —  yd)  vei-wandeln.  Wenn 
hierbei  x  =  cos  a  und  y  =  mn  a  ist,  und  a  und  6  numerisch  gleich 
und  zu  einander  normal  sind,  so  sage  ich,  der  Verein  habe  sich  von 
a  nach  h  hin  «wre  den   WirJiel  a  geändert 

Anm.  Stellt  man  sieb  unter  a  und  b  zwei  gleich  lange  und  zu  einander 
senkrechte  Sirecken  ror,  so  sieht  man  leicht,  dass  durch  die  circuläre  Aenderung, 
durch  welche  a  in  a,  —  a  cos  «  -{-  &  sin  n,  6  in  6,  =  &  cos  «  —  «  sin  «  über- 
gebt, zwei  Strecken  a,  und  &,  entstehen,  die  von  derselben  Länge  sind,  wie 
«  und  &,  und  die  wieder  auf  einander  senkrecht  stehen.  Es  bleiben  also  «  und  b 
bei  jener  Aenderung  conjugirte  Halbmesser  eines  festen  Kreises,  wodurch  der  Name 
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circuJäre  Aewäei-ung  gerecttfertigt  ist.     Auch   sieht  man ,   daas  dann   dev  Winkel 
von  a  bis  a,  gleich  a  ist. 

14  Sind  fibrigens  «  und  &  beliebige  Strecken,  so  werden  a^  und  B,  conjugirte 
Halbmesser  einer  konstanten  Ellipse,  in  welcher  auch  a  und  6  conjugirte  Halb- 
messer sind.  Von  dieser  Betrachtungsweise  aus  würde  sich  der  Name  der  ellip- 
tischen  Aenderung  empfehlen.  Da  jedoch  die  Ellipse  immer  auf  den  Kreis  i-e- 
ducirbar  und  der  Kreis  die  einfachere  Kurve  ist,  so  habe  ich  jenen  Namen  als 
den  einfacheren  vorgezogen.  Siehe  auck  Crelle's  Journal,  Band  49,  S.  134.  (In 
der  Abhandlung:  Sur  les  diff^rents  genres  de  multiplication.  | 

155,  Dtirch  circuläre  Amderung  geht  am  jedem  Normalsystem  ein 
numerisch  gleiches  Normcäsyskm  hervor. 

Beweis.  Es  seien  a,h,  c,  ...  die  Grössen  eines  Normalsystems, 
das  heisst,  a-^h-  =  c-  =  ■■■  und  0  ^  [(^ | f*]  ==  {P'\<^]  '^  \P\'^^  =  •  ■  ■ , 
nnd  ändere  sich  a  in  a^^^  xa  -^  yh  und  J  in  fcj  =  +  (xi  —  ya),  wo 
^s  _j_  j^s  __  -^  ist,  so  ist  zu  zeigen,  dass  a^,  6^,  c,  . . .  ein  Normalsystem 
bilden,  in  welchem  a,-  =  a-  ist. 
Es  ist,  da  [äi|&]  =  0  ist, 

(-(j-  =  (xa  +  yb)-  =  x^a~  -\-  ißi- 

=  (»1^  +  y^)«-  (da  b-  =  ä-) 

=  a^  (da  x'^f  =  1). 

Aus  gleichem  Grunde  ist  b^-  =  aß-.     Ferner  ist 

[ß,|6J  =  +  {{xa  +  yb)\{xl  -  j/«)]  =  +xy(b=  —  aß)     (da  \a\h\  =  0) 
=  0  (weil  6-  =  a^). 

Endlich  ist 

[a,k]  =  [{««  +  jS)!«]  _  x[ü'c-\  +  j,[t)«]  -  0, 

weil  [ffljc]  und  [6|c]  =  0  sind.    Aus  gleichem  Grunde  ist  [ii|c]  =  0, 

Folglich  ist  das  System  «i,  b^,  c,  ...  ein  Normalsystem,  dessen  nume- 
rischer Wei-th  gleich  dem  des  gegebenen  ist. 

156.  Das  hmbinatorische  Ti-odulst  der  Grössen  eines  Normalsystems 
bleibt  bei  positiver  circiilärer  Aendening  dieses  Systems  unverimäert,  und 
geht  hei  negativer  in  seinen  entgegengesdsten   Werth  über. 

Beweis.  Es  gehe  a  m  a^  ^  xa  -\-  yb,  6  in  b^=^  xl)  —  ya  über, 
wo  x^  -|-  j/^  =  1  ist;  so  wird 

iaA}^i{xa  +  yb){xb-ya)] 

=  x'^iah']  —  y\hd]  (da  [««],  [6&]  nach  60  null  sind) 

=  {x^  +  y^){ah'\  (da  {ba\  =  —  {ab}  ist,  nach  55) 

=  [ai']  (da  a;^  +  «/^  ■=>  1). 

15  Also  [ßj&]}  ^  \ßl>]-  Kommen  nun  zu  den  gleichen  Produkten  [«&] 
und  [«i&j]  noch  an  den  entsprechenden  Stellen  gleiche  kombinafcorisehe 
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Faktoren  hinzu,  so  bleiben  die  Produkte  gleich.    {Entsprechendes  jfilt 
bei  uegatJTer  circulärer  Äeuderung. )    Also  bewiesen. 

157.  Die  Grössen  eines  NormaJ-systeins  stehen  in  lieiner  ZaMbesiehung 
zu  einmäer,  und  jede  Grösse  erster  Stufe  Bsst  sich  ans  einem  ieUehigai 
vollständigeiz  Normalsystem  nttmerisck  ableiten. 

Beweis.  1.  Es  seien  a,h,  c,  ...  Grössen  eines  Noi-malsystems. 
Gesetzt  nun,  es  ständen  dieselben  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander, 
etwa  so,  dass 

a^ßh  +  YC  +  -- 

sei,  so  multiplicire  man  beide  Seiten  imierlieli  mit  a,  so  wird 

ßl  =  ,3[i|ß]  +  j.[c|ß]  +  ...  =  0, 
da  \h\a\,  \c\a],  ...  null  sind  (nach  153  {und  152)).  Also  wäre  a^  =  0, 
im  Widersprach  mit  153.    Es  lässt  sich  also  keine  der  Grössen  a,h,c, ... 
aus  den   übrigen  numerisch  ableiten,   Aät   heit>st,  sie   stehen   (nach  2) 
in  teiner  Zahlbeziehung  zu  emaudei 

2.  Ein  vollst  indiges  Normäls\8tem  in  einem  Hauptgebiete  Ji-ter 
Stufe  besteht  {nach  153]  au^  «  Glossen,  und  da  diese  nach  Beweis  1 
in  keiner  Zahlbe Ziehung  zu  einandei  «teheu,  so  kinn  (nach  24)  aus 
ihnen  jede  Grösse  erstei  "^tuie,  da  Sit.  immei  dem  Hauptgebiete  ange- 
hören muss,  numerisch  abgeleitet  werden 

158.  Wenn  eine  Giobse  Ä  zu  melneieji  Grossen  B,  C,  ...  von 
gleidter  Stufe  normal  ist,  so  i'it  sje  auch  m  jider  Gtusse  normal,  die  aus 
ihnen  numerisch  aileitba)  jsf 

Beweis,    Wenn  ^4  zu  B,  C,  ...  normal  ist,  so  int  (nach  152) 
0=  [A\13]  =  [Ä\C]  =..■. 
Somit  auch 

[AXßB  +  yC +■■■)]  =  ß[A\B]  -{-  y[^|C]  +  ■-■  [41] 

=  n 

äa  [iL}    [iC]  11    m  1 

159  Die  sammtlich&i  Gto'nen  t  '^ta  btife,  tielcle  sU  m  Grössen 
ei  NormälsysteiKb  n  tei  Stufe  normal  bind  jihoren  dem 
—  m  lihrigen  Gtossen  deb  Systems  an 

Beweis      Es  sei  das  System  «j         «„  em  voll-<taudij,e    Normal- ne 
sy&tem    und  seien  m  semei  Girssen    etwa  o,         a     zu  ugend  einer 
Gl  sse   ei  tei    Stute  a  noimal    sd  ist   zu  zfigen     dass  a  dem  Gebiete 
a^j^i         a    angehört 

Nach  1:)7  Kssi  sich  t  aus  dem  vollständigen  Noimilsy  tem  ([,,..«„ 
nun     1  ch   itl  iten     E      pi    lei   Äi  di  icL   hesei  AI  le  tung 
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Da  nun  a  zu   «„«g,  ...a,„   normal  ist,   ao  erhält  man,   indem   man 
zuerst  mit  a^  innerlich  multiplicirtj 

0  =  [«il«]  =  Ki«i-  +  «sCoiloa]  +  ■■■  +  ß>i[fli  |<Vl  ==  ''^i^hry 
da  [«it'^a]  bis  [ai|««]  als  innere  Produkte  der  Grössen  eines  Normal- 
systems null  sind.  Da  min  %-  (nach  153)  nicht  null  ist,  ao  folgt  aus 
der  Gleichung  «,«,-  =  0,  dass  a^^G  ist.  Auf  gleiche  Weise  folgt, 
indem  man  nach  und  nach  mit  a^,...a,„  multiplicirt,  dass  auch 
ßj ,  ...  a„i  null  sind.     Folglich  ist 

das  heisst,  a  gehört  dem  Gebiete  «„i+i,  ...  «„  an. 

160.  Jedes  Normalsjfstem  lässt  sich  durch  fortgesetzte  circuläre 
Aenderung  so  umwandeln,  dass  eine  seiner  Grössen  mit  einer  beliebiff  ge- 
gebenen Grösse  erster  Stufe,  deren  numerischer  Werth  dem  des  Normal- 
Systems  gleich  ist  und  welche  dem  Gebiete  desselben  angehört,  identisch  wird. 

Beweis.  Es  seien  ii,,  ...  a„  die  Grössen  des  gegebenen  Normal- 
systems, lind  h  die  gegebene  Grösse,  welche  numeriscli  gleich  «j  ist, 
und  sei 

t-«,«,  H h«.«.. 

Nun  wandle  man  a^  und  a^  circulär  so  um,  dass  dabei  «^  in 
33  +  c,a, 
'        V<  +  < 
übergeht,  was  (nach  154)  möglich  ist.     Dann  ist 

also  , — -„ 

l  ^  -[/or^s  4-  a/cg  -f  %%  H f-  «,«„ . 

Darauf  wandle  man  Cg  und  a^  circulär  so  um,  dass  dabei  c^  in 

11' übergeht.     Dann  ist 

In  dieser  Weise  fahre  man  fort,  bis 

k  - 1/«?"+"«?  ¥■■■  ■  +  <  1, »._,  + «.". 

wird,   und  wandle  schliesslich  c„_i   und  «„  circulär  so  um,  dass  dabei 


v< 


übergeht,  so  ist  dann 

(»)  t -)/«/+... +1 
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Nun  ist  nach  der  Hypothesis 
«j^  =  M  =  («1«!  +  ••-  +  «»öfl)-  =  «i^a,-  +  ■  ■■  +  cc:?aj-, 
weil[fl, |ffg], .. .  null  sind    Und  da  auch  ßj^  =  o!3-=  -■■  =^a^  ist,  so  wird 

",•-(",-  +  ■■■  +  «.>/, 

das  heisst,  «,^  +        +«,=!.    Dies  also  in  die  obige  Gleichung  (*) 
eingeführt,  giebt,  wldu  man  den  positiven  Wurzelwerth  wählt, 

^  =  c„, 
das   heisst,   in   dem    zuletzt   hervorgehenden   Nonnalsystem    ist    eine 
Grösse  c^  mit  der  gegebenen  A  identisch,  wie  verlangt. 

161.  Wenn  swei,  Not  malbysteme  gleidien  numerischen  Weirüi,  haben, 
und  ihre  Gebiete  mnanäet  inciäeni  sind,  so  lässt  sich  durch  fortgesdzte 
circuläre  Aendenmg,  uenn  beide  von  gleicher  Stufe  sind,  jedes  ans  dem 
andern  ableiten,  wenn  sie  hingegen  von  ungleicher  Stufe  sind,  das  höherer 
Stufe  so  umwandeln,  dass  es  die  Grössen  des  andern  enthält. 

Beweis.  Es  seien  a,b,  c,  ...  und  a^,  b,,  c,,  ...  zwei  Normal- 
systeme von  gleichem  numerischen  Werthe,  und  seien  die  Gebiete  beider 
einander  incident,  und  zwir  das  des  letzteren  entweder  von  gleicher 
oder  höherer  Stufe  als  das  des  ei&teren,  &o  müssen  (nach  15)  alle 
Grössen  ö,  &,  c,  ...  dem  Gebiete  Aj,  6^,  t,,  angehören  Somit  kann 
mau  (nach  160)  das  Nonnalsystem  «j,  fe,,  q,  cuculdr  so  umwandeln, 
dass  eine  seiner  Grössen  =  a  wird.  Das  so  heivorgehende  Normal- 
system bestehe  aus  den  Grössen  a,  h^,  c^,  ... .  Da  nun  b,  c,  ...,  als 
Grössen  des  Normalsystems  a,  b,  c,  ...,  zu  a,  also  zu  einer  f  Grösse  118 
des  Normalsystems  a,  \,  t^,  -  - .  normal  sind,  so  müssen  sie  (nach  159) 
dem  Gebiete  der  übrigen  Grössen  dieses  Systems,  also  dem  Gebiete 
b^,  Cj,  - . ■  angehören.  Demnach  kann  man  wieder  das  System  6^,  c^,... 
circülär  so  umwandeln,  dass  eine  seiner  Grössen  =  b  wird.  Das  so 
hervorgehende  Normalsystem  bestehe  aus  den  Grossen  h,  Cg,  d^,  ..., 
so  müssen"  wieder  aus  demselben  Grunde,  wie  vorher,  c,  d,  ...  dem 
Gebiete  Cj,  d^,  ...  angehören.  Das  Normalsystem  öj,  J,,  Cj,  äi,  ...  ist 
dann  durch  eircuiare  Äenderungen  übergegangen  in  a,  b,  c^,  d^,  .... 

So  kann  man,  wenn  das  System  «j ,  \,  ...  von  höherer  Stufe  ist  als 
a,h,...,  fortfahren,  bis  das  zuletzt  hervorgehende  System  alle  Grössen 
des  gegebenen  Systemes  a,b,  e,  ...  enthält,  oder  wenn  beide  Systeme 
von  gleicher  Stufe  sind,  so  lange  bis  es  alle  Grössen  des  Systems 
a,  b,  c,  ...,  mit  Ausnahme  der  letzten,  enthält.  Diese  letzte  sei  q,  die 
vorletzte  p,  und  sei  das  so  hervorgehende  Normalsystem  a,  h,...p,  q„, 
so  muss  nach  der  angewandten  Sehlussfolge  q  dem  Gebiete  q„  ange- 
hören, das  heisst,  beide  müssen   in   einer   Zahlheziehung  zu   einander 
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stehen.  lat  iiuii  g„  ^  xq,  wo  x  eine  Zahl  ist,  so  ist,  da  beidu  einaiider 
numeriscli  gleich  sind,  q„-  =  q-,  also  «^  =  1,  somit  9n  =  +  3-  Tst 
^„  =  —  2,  so  hat  man  nm:  statt  der  letzten  circulären  Aenderung  die 
entgegengesetzte  zu  nehmen,  so  fällt  daim  auch  die  letzte  Grösse  des 
so  hervorgehenden  Normalsystems  mit  ij  zusammen,  also  ist  dann  das 
eine  der  gegebenen  Normalsysteme  ans  dem  iindern  circulär  abgeleitet, 
wie  verlangt. 

162.  Das  Sysiefti  der  urt,prilnglidien  JSinJtcifeii  ist  ein  (t'ollstäntliges) 
JSformalsysteiit ,  dessen  numerischer   Werth  Eins  ist. 

Beweis.  Es  seien  e^,  ...  p^  die  «rsprüngliuheii  Einheiten,  so  ist 
(nach  142) 

0=[e,|.J  =  ---. 

I(i3.  In  jedem  Gebiete  m-ter  Stufe  lässt  sich  ein  Normalsystem 
(jleicher  Stufe  von  beliebigem  numerisclmt  Werth  annehmen,  und  swar  so, 
dass  dies  System  Theil  eines  vollständigen  Normalsystems  sei. 
19  Beweis.  Es  sei  «j  eine  Grösse  erster  Stufe  in  dem  gegebenen 
Gebiete  m-ter  Stnfe  A,  ihr  numerischer  Werth  sei  1.  Da  nun  (iiauh  162) 
das  System  der  ursprünglichen  Einheiten  e, ,  ...  e^  ein  vollständiges 
Normalsystem  ist,  dessen  numerischer  Werth  1  ist,  so  lässt  sieh 
(nach  160)  dies  .Normalsystem  circulär  so  umwandeln,  dass  »,  eine  der 
Grössen  des  resultirenden  Normalsystems  wird.  Dann  ist  «,  zu  den 
n — 1  übrigen  Grössen  dieses  Normalsystems,  also  auch  (nach  158) 
zu  jeder  Grösse  ihres  Gebietes  J^  normal.  Dies  Gebiet  ist  von 
{n  —  l)-ter  Stufe  und  hat  also  mit  dem  Gebiet  jw-ter  Stufe  A  (nach  26) 
ein  Gebiet  gemein,  dessen  Stufenzahl  n  —  1  -^  m  ~  n^=  m  —  1  ist. 

Es  sei  in  diesem  gemeinschaftlichen  Gebiete  a^  eine  Grösse  erster 
Stufe,  deren  numerischer  Werth  1  ist.  Da  a^  also  auch  dem  Gebiete 
Ai  angehört,  so  ist  sie  nach  dem  Obigen  zu  a^  normal,  aber  auch  mit 
a,  numerisch  gleich,  nämlich  ^  l,  also  bilden  n,  und  f^  ein  Normal- 
system  mit  dem  numerischen  Werth  1.  Also  lässt  sich  (nach  161) 
das  vollständige  Normalsystem  e,,  ...  e^  in  ein  anderes  Normalsystem 
umwandeln,  welches  a^  und  a^  enthält.  Das  Gebiet  A^  der  übrigen 
n^2  Grössen  dieses  Normalsystems  ist  von  (n  —  2)-ter  Stufe,  und 
alle  Grössen  elfter  Stufe,  die  diesem  Gebiete  angehören,  sind  normal 
zu  fl,  und  tfg.  Nun  haben  Ä  und  A^  ein  Gebiet  (m  —  2)-ter  Stufe 
gemein;  in  ihm  sei  a^  eine  beliebige  Grösse  erster  Stufe  vom  numerischen 
Werthe  1,  so  hat  man  schon  ein  Normalsystem  von  drei  Grössen 
dl,  a^,  dg  in  A,  und  so  kann  man  fortfahren. 

Hat  man  so  in  A  ein  Normalsystem  von  (»i  —  1)  Grössen  «,,.,.  o„i_i 
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erhalten,  so  enthält  das  vollständige  Normalsystem,  zu  dem  es  gehört, 
ausserdem  noch  n- —  jm  +  1  Grössen;  ihr  Gehiet,  was  j4„,_i  heisse,  ist 
von  («  —  m  +  l)-ter  Stufe,  hat  also  mit  dem  Gebiete  m-ter  Stufe  A 
noch  ein  Gebiet  gemein,  dessen  Stufenzahl  n  —  m  -\-  .1  -^  m  —  n  =  1 
ist.  Es  sei  «„j  eine  Grösse  dieses  Gebietes,  deren  numerischer  Werth 
1  ist,  so  ist  a^,  da  es  in  Am-i  Hegt,  zu  %,  ...  a^-i  normal  und 
«j,  ...  ttm  bilden  also  ein  Normalaystem  m-ter  Stufe  in  dem  Gebiete' 
m-ter  Stufe  A,  Diesem  Normalsystem  kann  man  dadurch,  dass  man 
alle  seine  Grössen  mit  einer  und  derselben  beliebigen  Zahl  inultiplicirt, 
jeden  beliebigen  numerischen  Werth  geben. 

§  3.     Gesetze  des  inneren  Produktes,  an  den  Begriff  des  id 

Normalen  geknüpft. 

164.  Erklärung.  Normale  Zurüekleituug  A!  einer  Grösse  A 
auf  ein  Gebiet  B  nenne  ich  die  Zurückleitung  der  Grösse  A  auf  das 
Gebiet  B,  unter  Ausschluss  des  zu  B  ergänzenden  Gebietes  (vgl.  127 
und  33). 

Anm.  Ist  Bum  Beispiel  a,  6,  c  ein  vollständigas  Normalsjatem  und 
p  =  ga  -|-  r6  +  sc  eine  beliebige  Grösse  des  Haupt-gebietes ,  so  ist  die  normale 
ZuTückleitung  der  Grösse  ji  auf  das  Gebiet  [bc]  gleich  rb  -\-sc.  Für  die  Geometrie 
ist  sie  identiscli  mit  der  senkrechten  Projektion. 

165,  Die  normale  ZurücMeüung  A'  einer  Grosse  A  auf  ein  Ge- 
hiet B  ist 

X  =  l^^l,  .*,_[£■  (4  |B)], 

letzteres,  wenn  der  numerische   Werth  von  B  gleieh  1  ist. 

Beweis.  Nach  164  ist  A'  die  Zurückleifcung  von  A  auf  B,  unter 
Ausschluss  des  zu  B  ergänzenden  Gebietes,  das  heisst  dos  Gebietes  \B. 
Wird  \B  mit  G  bezeichnet,  so  ist  (nach  129) 

^'  =  [^ii^T     also   =[^(:^M)]_[^(4M1.. 
[£(7]     '  \B\B]  B^ 

16t>.  Zusatz.  Sind  ins  Besondere  A  und  B  von  gleicher  Stufe, 
so  ist  die  ZurOckleiiung 

A'  =  i^J^,  oder   =  [A\B]B,  wenn   £^  =  1. 

Beweis.  Dann  ist  nämlich  (nach  141)  [AlB]  eine  Zahl  und  kann 
also  statt  [Bj(^jif)]  geschrieben  werden  [^|B]B. 

löJ.  Bio  Ergänzung  des  kombinatorischen  FroduJäes  A  von  m 
Grössen  eines  vollständigen  Normalsystems,  welches  den  numerischen  Werth 
Eins  hat,  ist  dem  hon^inaiorischen  Brodiikte  {B]  d^  (n  —  m)  übrigen 
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Grossen  des  Systems  gleich  oder  entgegengesetzt,  je  nachdem  [AB]  =  -\-  1 

oder  =  —  1  ist,  das  heisst 

(*)  {A^lAB'jB, 

wenn  die  n  einfachen  FaMoren  von  {_AB\   die  n  Grössen  des  Noi-mol- 


Beweia.  1.  Für  das  System  der  ttrsprfta glichen  Eiiibeiten  ist 
diese  Bezielmng  in  89  als  Definition  festgesetzt, 
ai  2.  Ich  zeige  nun,  dass,  wenn  diese  (durch  Gleichung  (*)  dar- 
gestellte) Beziehtmg  för  irgend  ein  Normal aystem  a,  b,  c,  ...  gilt,  sie 
auch  für  jedes  aus  ihm  durch  circuläre  Aeiiderung  hervorgehende 
Normaisysteia  gelte. 

Es  gehe  durch  {positive}  circuläre  Aendenmg  «in  a^  =  xa  -{-  yh, 
6  in  hi  =  xb  —  ya  über.  Durch  diese  verwandle  sich  AinA^,  B  inB^^; 
so  ist  zu  zeigen,  dass  auch  A^  =  t-^iBi]B^  sei.  Da  nun  Ä  und  B 
zusammen  alle  Grössen  a,  b,...  des  Normalsystems  und  zwar  jede 
dieser  Grossen  nur  einmal  enthalten  sollen,  so  kommen  a  und  b  ent- 
weder beide  in  A,  oder  beide  in  B,  oder  eine  in  A  und  die  andere  in 


lesen,  dass  das  Produkt  [ffl^Ä,]  bei 
somit  bleibt  in  den  beiden  ersten 
also  bleibt  dann   auch  die  obige 


Wir  haben  schon  in  156  bewi 
dieser  Äeuderung  gleich  [«&]  bleibt 
Fällen  sowohl  A  als  B  unverändert 
Gleichung,  die  nur  A  und  B  enthält,  bestehen. 

Im  dritten  Falle  sei  a  in.  A  enthalten,  b  in  B,  und  sei  A'  die  Grösse, 
die  aus  A  hervorgeht,  wenn  man  darin  b  statt  a  setzt,  und  B'  die 
Grösse,  welche  aus  B  hervorgeht,  wenn  man  darin  a  statt  b  setzt. 
Dann  unterscheiden  sich  die  kombinatorischen  Produkte  [ji'i?'j  und 
[j4Ö]  nur  diu-ch  gegenseitige  VertauscLung  der  beiden  einfachen  Fak- 
toren a  und  b,  folglich  ist  dann  (nach  55)  [J.'B']  =  —  [-^-B]-  Femer 
ist  daim 

A,  =  xA  -\-  yA',   B^  =  xB  —  yB', 
folglich 

\A^-x\A  +  y\Ji:  [101]. 

Da  nun  A  und  A'  nur  Grössen  des  Normalsystems  a,  b,  c,  ...  als 
einfache  Faktoren  enthalten,  und  B  und  B'  die  jedesmal  übrigen,  so 
gilt  (nach  der  Annahme)  für  sie  die  obige  Gleichung  (*),  das  heisst,  es  ist 

A  =  [AB]B,   \A'  =  [A'B'^B"  =  -  \AB]B', 
letzteres,  weil  {A' B'~\  =  —  [AB']  war;  somit  ist 

\A^  =  x[AB}B  —  y[AB]B'  =  [AB^ixB  -  yB')  =  [^_ß]B,. 
Endlich   ist    (nach  156)    [J^£J^[.d5],    indem   die    einfachen 
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Faktoren  von   [^i^J    aus  denen  von   [AB]    durcli  positive   circuläre 
Aenderung  hervorgehen.     Also  ist 

das  heisst,  wenn  die  Gleichung  (*)  für  irgend  eta  Normalsystem  gilt, 
so  gut  sie  auch  für  jedes  daraus  durch  positive  circuläre  f  Aenderung  122 
hervorgehende,  ebenso  aber  auch  für  jedes  daraus  durch  negative 
Aenderung  hervorgehende.  Denn  die  positive  circuläre  Aenderung,  wie 
wir  sie  oben  annahmeii,  wird  (nach  164)  in  eine  negative  verwandelt, 
wenn  man  das  Vorzeichen  von  ft,  ändert,  dann  ändert  sich  auch  das 
Vorzeichen  von  .B, ,  wobei  die  gefundene  Gleichung  bestehen  bleibt. 

Also  bleibt  die  G-leichung  (*)  Überhaupt  bei  jeder  circulären  Aende- 
rung des  Normalsystenis  bestehen,  wenn  sie  für  irgend  ein  Normal- 
system  gilt.  Nach  Beweis  1  gilt  sie  aber  für  das  Normalsystem  der 
ursprünglichen  Einheiten,  also  nun  auch  für  jedes  daraus  circulär  ab- 
geleitete. Nun  läset  sich  aber  (nach  161)  jedes  Normalsystem,  dessen 
numerischer  Werth  1  ist,  aus  jenem  ableiten,  also  gilt  die  Gleichung 
für  jedes  Normalsystem,  dessen  numerischer  Werth  1  ist. 

168.  Alle  bisher  aufgestellten  Sätze  gelten  noch,  wenn  man  statt 
des  Systems  der  ursprünglichen  Einheiten  ein  beliebiges  vollständiges  Normcd- 
system  setzt,  dessen  numerischer   Werffi  JEins  ist. 

Beweis.  Alle  in  den  ersten  drei  Kapiteln  entwickelten  Bechnungs- 
gesetze  gelten  (nach  110)  auch  dann  noch,  wenn  man  statt  der  n  ur- 
sprünglichen Einheiten  beliebige  n  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander 
stehende  Grössen  erster  Stufe  setzt,  also  auch,  wenn  man  die  Grössen 
eines  vollständigen  Normalsystems  einsetzt.  Femer  gilt  (nach  167)  der 
Begriff  der  Ergänzung,  wie  er  in  89  in  Bezug  auf  das  System  der  ur- 
sprünglichen Einheiten  aufgestellt  ist,  auch  in  Bezug  auf  jedes  Normal- 
system, dessen  numerischer  Werth  Eins  ist.  Aber  auf  diesem  Begriff 
der  Ergänzung  und  den  in  den  ersten  drei  Kapiteln  entwickelten  Rech- 
nimgsgesetzen  beruhen  alle  Sätze  des  inneren  Produktes,  wie  sie  bisher 
entwickelt  wurden.  Also  gelten  diese  Sätze  noch,  wenn  man  statt  des 
Systems  der  ursprünglichen  Einheiten  ein  Normalsystem  setzt,  dessen 
numerischer  Werth  Eins  ist. 

Anm.  Vermöge  des  soeben  bewiesenen  Satzes  iat  also  ^ei  Begriö  des 
iuneren  Produttes  in  sofern  nicht  mehr  au  das  System  der  nraprüngliclii'n  Ein 
heiten  geknüpft,  als  man  statt  dieses  Sjstema  ein  beliebiges  { Tolletänd^geg )  Sni 
maJsjBtem  aetaen  kann,  dessen  mimeriacher  Wei-th  Eins  ist,  ohne  dasB  irgend  emei 
der  bisher  aufgestellten  Sätze  ejae  Aenderung  j-  erleidet.  Es  erscheint  also  dei  Be  123 
griiF  des  inneren  Produktes  nur  noch  an  den  Begriff  des  Normalsystema  geknujjtt, 
und  dies  tritt  daher  in  den  folgenden  Entwickelungen  statt  des  Systems  der  m 
sprunglichen  Einheiten  hervor. 
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169     Bas      le     P  od  U  Bveer  {     fa  Jm]  G  ossen  ändert  seinen 
We  tl  n  }i  u  statt  i     et  en  Faltois  semp  {ptotfressive]  normale 

Z      Uet    j      f  la    C  h  t  des  a  in     säet    1     J      t 

[AB]- [i\SJ 
l 

[B|1]-[_B|4] 

er     h     ?    2    q    s   oe  not    ale  Zi       lleit    j    o    L  auf  das  Gebiet  A 
t  [also  A    0    yle  J      oi     hikei      bf  f    als  L  ist) 

{Bewe  s  Es  ae  -i  von  te  &t  fe  B  von  p  ter,  das  Haupt- 
1  et  on  te  so  kann  man  (nach  163)  eui  oll  tändiges  Normal- 
tem a  öS  annehm  n  la  eme  Grossen  etwa  a^,  ...  a„„ 
m  4  1  egen  und  e  n  n  me  her  Werth  1  e  D  e  p  Faktoren  von 
h  nl  dann  (ahl7)u  nme  h  ableifchar,  also  B 
aus  den  multiplikativen  Kombmatiouen  von  a^,  ...  a„  zur  j)-ten  Klasse 
numeiibch  ableitbar.  Diese  Xombinationen  seien  J6^,  B^,  .  ■ .  B^j 
B^+i,  li  ,  wo  i>'i,  ...  -Z)'^  die  Kombinationen  aus  a^,  ...  a,„  sind, 
und  sei 

B^ß.B,  +  ...  +  ^^5,  +  A+iB.+.  +  ■-■  +  ß.B., 

so  sind  (nach  147  und  168)  [_A\ß^i],  ...  [A\Br]  aUe  gleich  NuU,  da 
jede  der  Grössen  Sq+i  bis  B^  solche  Faktoren  enthält,  die  in  A  nicht 
vorkommen,  imd  diese  Grössen  also  der  Grosse  A  nicht  incident  sind, 
also  wii'd 

[A,B]  =  ßMWi]  +  ---  +  ßM\i^,] 
^[A\{ß,B,^-..  +  ß,B^J}. 
Aber  (nach  127)  ist  ß,B^  +  ...  +  ß^B^  die  Zurückleitung  von  B 
auf  das  Gebiet  [a^  ...  «,„],  mit  Ausschluss  des  Gebietes  [«m+i  ...  ßj, 
letzteres  Gebiet  ist  aber  (nach  167)  { die  j  Ergänzung  des  ersteren;  also 
ist  {nach  164}  ^.Bj  +  ■-■  +  ß^B^  die  normale  Zuriickleitung  von  B 
auf  das  Gebiet  [«i  ...  a^],  das  heisst,  auf  das  Gebiet  von  A,  also  gleich 
B',  und  somit 

[A\B]  =  \A\B-\. 

Aus  gleichem  Grunde  ist  [B\A]  =  [B'\A'j. 

170.  Wenn  man  in  einem  inneren  Produkte  zweier  [einfacher] 
gleichstufiger  Grössen  die  e-ine  auf  das  Gebiet  der  andern  normal  mirück- 
I24:leitet,  und  diese  Zu/rücldeitung  so  wie  die  Grösse,  f  auf  deren  Gebiet 
eiirückgeleitä  ist,  durch  ein  und  dasselbe  Maass  misst,  dessen  numerischer 
Werih  Eins  ist,  so  ist  das  Produkt  der  heiden  Messungs- Quotienten  gleich 
dem  gegebenen  inneren  Produkt,  das  heisst 
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wenn  Ä  =  aE,  und  die  normale  Zm-ückleitung  B'  von  B  auf  A  gkkli 
ß'E,  und  der  numerische  Werth  von  E  gleich  Eins  ist. 
Beweis.     Nach  169  ist 

[ÄBj^iÄ'B']. 
Es  sei  E  ein  Gebictstheil  von  Ä,  dessen  uumerisclier  Werth  Eins 
ist,  und  sei  Ä  =  aE,  B'=ß^E,  so  ist  [Ä\B-]=^aß'iE\E}=aß'E^=aß', 
da  jE-  =  1  ist. 

171.  W&tn  die  Geiiete  von  [zwei  einfachen  Grössen]  A  und  B  su 
einander  allseitig  normal  sinä,  tmd  0  eine  beliebige  Grösse  von  niederer 
oder  gleicher  Stufe  wie  B  ist,  so  ist 

[AB\AC]^A^[Bfi~\ 
und 

lOA\BA^  =A^{C\B]. 

Beweis.  Es  sei  ein  Normalsystem  angenommen,  dessen  Grössen 
sich  auf  die  Gehiete  A  und  B  vertheilen,  und  dessen  numerischer 
Werth  1  ist,  und  sei  dasselbe  zu  eiuem  vollständigen  Normal- 
systeme ergänzt;  so  ist  0  aus  den  multiplikativen  Kombinationen  der 
Grössen  jenes    Normalsjsfcems  (69,  77)  numerisch  ableitbar.     Es   sei 

G  =  Y,Ci -i- Y^C^ -{ ,  femer  sei  A  =  aÄ^,   B  =  ßB„  wo  A^,  .B, 

kombinatorische  Produkte  der  Grössen  des  Normalsystems  sind,  so  ist 
[ABjAC]  =  a'-ß[A,B,\A,(y,0,  -j-  y.C,  -\-  ■•■)] 

==a^ßy,lABiAA']  +  '^''ßrMiSMiCil~\ — - 

{Man  kann  nun  zeigen,  da^s  die  Produkte  [A^^B^A^Gr']  allen  Be- 
dingungen der  ersten  Formel  des  Satzes  149  genügen.  Es  sei  n  die 
Stufenzahl  des  Hauptgebietes  und  A,  das  Produkt  von  m  Grössen 
«1,...  dm  des  Normalsystems,  Dann  gehören  (nach  159)  sämmtliche 
Grossen  erster  Stufe,  die  zu  ßj,  ...  a^  normal  sind,  dem  Gebiete  der 
n  —  m  übrigen  Grössen  «m+i,  --.  ««  dieses  Normalsystems  an.  Das  Ge- 
biet von  B|,  das  nach  Voraussetzung  zu  dem  von  Ai  allseitig  normal 
ist,  wird  daher*(nach  152)  von  dem  Gebiete  dieser  n  —  m  Grössen  um- 
fasst  werden  müssen.  Die  Summe  der  Stufenzahlen  von  Aj  und  B^ 
kann  also  höchstens  =  m  +  jj  —  m,  das  heisst  höchstens  =  n  sein, 
das  Produkt  [^i.Bi]  ist  somit  noihwendig  progressiv.  Es  ist  aber  auch 
von  Null  verschieden  (nach  109),  weil  die  Gebiete  der  Grössen  A^^  und  B^ 
keine  Grösse  erster  Stufe  mit  einander  gemein  haben.  Da  nämlich  die 
Gebiete  von  A^  und  B^  zu  einander  allseitig  normal  sind,  so  ist 
(nach  152)  jede  Grösse  erster  Stufe  des  Gebietes  von  ^,  zu  jeder 
Grösse  erster  Stufe  des  Gebietes  von  Bj  normal.  Hätten  also  die  beiden 
Gebiete    eine  von  Null  verschiedene   Grösse  erster  Stufe   gemein,    so 
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•,se  Grösse  zu  sich  selbst  normal,  ihr  inneres  Quadrat  also 
null  sein,  was  (nach  146)  für  eine  Ton  Null  verschiedene  Grösse  un- 
möglich ist.  Ausserdem  ist  nach  der  Voraussetzung  B  von  höherer 
oder  gleicher  Stufe  wie  G,  also  auch  B^  von  Jwlierer  oder  gleicher  Sktfe 
wie  Cr-  Endlich  hleibt  (nach  168)  der  zunächst  für  Einheiten  höherer 
Stufe,  das  heisst  für  kombinatorische  Produkte  der  ursprünglichen  Ein- 
heiten bewiesene  Satz  149  auch  noch  gültig,  wenn  an  die  Stelle  der 
Einheitsprodukte  Tiomhinatorisclie  Frodukte  der  Grössen  eines  einfachen 
Normalsystems  treten,  also  in  nnserm  Falle;  das  heisst,  es  ist 

[^i5iIJ.,a-]  =  [B,\a.], 
für  r  =  1,2,  ...\.     Somit  wird 

-«■/»[-B.Kr.c.  +  r^c.  +  .^Ol 

_..'/S[B,|C]. 
Da  nun  {nach  142  und  168}  A,-  gleich  1  ist,  weil  A,  ein  koDV 
125  biuatorisches  f  Produkt  von  Grössen  eines   einfachen  Normalsystems 
ist,  so  ist  der  gefundene  Ausdruck 

-«'ßA^[_B,ic-\-(«Ä,y.[ßB,\C] 

-Ai[B\0]. 

Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich  die  zweite  Formel  des  Satzes. 

172.  Wenn  {die  eistfache  Grösse]  A  mit  A  von  gleicher  Stufe,  {die 
einfache  Grösse }  B  aber  von  gleicher  oder  höherer  Stufe  me  B  ist,  und 
[AB}  wicht  verschwindet,  [und  we)^n  endlich  \_AB}  und  [AßJ  progressive 
Produkte  si/nd,]  so  ist 

W  [^_B|AB]  -  [/liA][B:B]  +  [X,iA][_B,|B|  +  •■- 

ttnd 

(b)  [BAiBJ]  =  [BB-J[Ai^]  +  [B|i;,J[A|^,J  +  •■., 

wo  A,  Aj,  ...  { alle ]  die  multipUkaüven  Kombinationen  ans  den  einfachen 
Faktoren  {erster  Stufe)  von  [-4J5]  [sind,  deren  StufejisaM  gleich  der  von 
A  ist},  und  {wo]  B,  Bj^,  ...  die  su  A,  A^,  ...  ergänzenden  Kom- 
binationen sind,  {so  dass  also  [j4B]  =  [-di^BJ  =  ■■■). 

Anm.  Wenn  nämlich  A  eine  der  multiplikativen  Kombinationen 
aus  «1,  «3,--.öm  ist,  so  nenne  ich  diejenige  multiplikative  Kom- 
bination B,  welche  die  sämmtlichen  in  A  nicht  enthaltenen  Elemente 
{aus  der  Reihe  a^,  ...  «„,}  enthält,  mid  mit  einem  solchen  Vorzeichen 
(+)  versehen  ist,  dass  [AB]  =  [a^a-^ . . .  fi„,J  ist,  die  zu  A.  ergiinaende 
Kombination. 
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Beweis.  1.  1  Es  seien  suerst  die  einfachen  Faktoren  von  [AB]  alle 
zu  einander  normal  nnd  sei  das  System  dieser  Faktoren  a, ,  ...  Um  durch 
Hinzufügung  der  Grössen  a„,-\-i,  ...  ß„  zu  einem  Tollständigen  Normal- 
systeni  er^nzt;  es  seien  ferner  A,  Ai,  ...  A^,  Ag+i,  ...  Ai  diejenigen 
mulfciplikativen  Kombinationen  aus  a^,  a^,...a„,  deren  Stufenzahl 
gleich  der  von  A  ist,  und  seien  ins  besondere  A,  A^,  ...  Ag  die  Kom- 
binationen aus  den  m  ersten  Grössen  «j,  ...  ««.  Dann  ist  A,  da  es 
mit  A  von  gleicher  Stufe  ist,  aus  den  multiplikativen  Kombinationen 
A,  Aj^,  ...  At  numerisch  ableitbar.     Es  sei 

A  =  K^  +  «1  .^1  -f-  ■  ■  ■  +  a^Ä,  +  te,4-i^j+i  + 1-  a,Ai , 

so  ist 

[■^£lAB]  =  [^£i(ßJ.  +  «,^.  +  -..  +  «,^,  +  «,+i^,+:  +  .-  +  «,^,)B] 
=  a[.4B|^B]-^-K,[^iJi^,B]^ \-a.^\AB\A,^Q]  + 

+  «,+i[^-ß|^*+iB]  +  ■■■  +  «^[^-ß;^.ß]. 
Diese  Entwickelung  vereinfacht   sich   aber   noch;   denn  es   lässt   sich 
zeigen,  dass  die  Glieder  der  letzten  Zeile  sämmtlich  verschwijaden. 

Denkt  man  sich  nämlich  ans  den  Grössen  «,,  ...  a„  auch  noch 
die  multiplikativen  Kombinationen  ß;  gebildet,  deren  Stufenzahl  mit 
der  von  B  übereinstimmt,  und  B  als  Vielfachen  summe  der  B;  dargestellt, 
ao  gehen  aus  den  Gliedern  der  letzteu  Zeile  unserer  Entwickelung 
lauter  Glieder  hervor  von  der  Form 

a^,|3,[^iJ|^^+4B,]. 
Hier  enthalten  aber  die  jlj+t  sämmtlich  als  Faktor  eine  der  Grössen 
«Bi^-i,  ...  01b,  die  in  dem  Produkte  [AB]  wic/ii  vorkommen,  also  gilt  das- 
selbe aach.  von  den  Produkten  [^^-j-^B;],  die  ja  der  Voraussetzung  zufolge 
progressiv  sind.  Diese  Produkte  sind  also  dem  Produkte  [AB]  nickt 
untergeordnet  Sie  sind  ihm  aber  auch  nidtt  übergeordnet;  denn,  da  nach 
Voraussetzung  B  von  gleicher  oder  niederer  Stufe  mit  B  ist,  so  muss 
jedem  Produkte  [jIj^-jBvJ  mindestens  ein  Faktor  von  [ABJ  fehlen.  Die 
Produkte  [.i4,.].tB<]  sind  also  mit  [AB]  nicht  incident,  und  es  ist  somit 
(nach  147  und   168)  allgemein 

[AB\A,+>,B^\  ^  0. 
Die  obige  Entwiekelting  vereinfacht  sich  daher  zu  der  folgenden} 
[AB\Aß]  ^  alAB\AB]  ^   ßi[^B|^,B]   -\ i- a,{AB\A,B]. 

Da  nun  (nach  der  Annahme)  [AB] '^^  [AjB,\  =  ■■  ■  ist,  so  er- 
halten wir  den  gefundenen  Ausdruck 

=  k[AB\AB]  +  a,\A,B,\A,B]  -{ {-  a,[A^B„\A^B]. 
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132  A^,    Abschnitt  I.    Kapitel  4.   g  3.   Nr.  17ä,  173. 

Da  nun  die  einfachen  Faktoren  von  l_ÄB}  alle  zu  eiaander  normal 
sind,  und  identisch  sind  mit  denen  von  +[.^4^5,],  ...  (nach  der  An- 
nahme), so  ist  Ä  zu  B  allseitig  normal  (nach  152,  158},  und  ebenso 
.^1  zu  B^,  —   Folglich  ist  (nach  171)  det  zuletzt  gewonnene  Ausdruck 

=  «^^[^iB]  +  K,A,^[B,  B]  -I j-  a„A/-lB,:Bl 

2G         Nun  ist  aber 

[^.;A]  =  [Ä/laA  +  a^A,  H h  o:,A,)]  =  a^Ar^, 

weil  Ar  mit  den  Grössen  A,  A^, . ..,  ausgenommen  A^,  innerlich  multi- 
plicirt,  Null  giebt  (nach  147,  168).  Also  kann  man  in  dem  vorher  ge- 
fundenen Ausdruck  [^r|A]  statt  ccrA/'  setzen,  und  jener  Ausdruck  wird 

-  [ÄA][Sß]  +  [^.lA][B.iB]  +  ...  +  [A,M_S,iBl 
das  heisst,  die  Formel  (a)  gilt  für  unsere  Voraussetzung. 

2.  Nim  zeige  ich  [sweitens],  daas,  wenn  die  Formel  (a)  für  irgend 
eine  Eeihe  von  einfachen  Faktoren  gilt,  aus  denen  [AB~\  besteht,  sie 
auch  noch  bestehen  bleibt,  wenn  man  diese  Faktorenreihe  lineal  ändert 
(siehe  71),  das  heisst,  statt  irgend  eines  Faktors  a  setzt  a  -\~  ßb,  wo  b 
einer  der  andern  Faktoren  und  ß  eine  Zahl  ist. 

Hierbei  behält  (nach  72)  das  Produkt  [^P],  also  auch  die  linke 
Seite  unserer  Formel,  denselben  Werth.  Betrachtet  man  nun  irgend 
ein  Glied  der  rechten  Seite,  zum  Beispiel  [.4r[A][BrjB],  so  können 
a  und  b  entweder  beide  in  A^  vorkommen,  oder  beide  in  B^,  oder  eins 
in  Ar;  das  andere  in  B,-.  In  den  beiden  ersten  Fällen  bleibt  sowohl 
der  Werth  von  A^  als  der  von  Br  unverändert,  also  auch  das  be- 
trachtete Glied.  Im  letzten  Falle  kommt  |in  der  obigen  Entwieke- 
lung)  noch  ein  anderes  Glied  EJs|A][i?s;B]  vor  von  der  Art,  dass  A,. 
und  A,  im  Uebrigen  dieselben  Faktoren  enthalten,  nur  dass,  wo  das 
eine  dieser  Produkte  den  Faktor  a  enthalt,  das  andere  den  Faktor  b 
enthalte.  Dann  stehen  B^  und  B,,  da  sie  die  jedesmal  dem  A^  und  A, 
fehlenden  Faktoren  enthalten,  in  derselben  gegenseitigen  Beziehung  zu 
einander.  Es  kommt  also  a  in  einer  der  Grössen  A^  und  A,  vor;  es 
mag  a  in  A^  vorkommen. 

Nun  sei  A'  die  Grösse,  welche  aas  Ar  hervorgeht,  mdera  man 
darin  h  statt  a  setzt,  und  B'  die  Grösse,  welche  aus  Br  hei-vorgeht, 
indem  man  darin  a  statt  b  setzt.  Dann  enthält  also  A'  dieselben  Fak- 
toren wie  As  und  B'  wie  B,;  es  sind  also  daim  A'  und  B'  (nach  57) 
den  Grössen  A  und  B^  entweder  gleich  oder  entgegengesetzt.  Da 
[A'JJ']  aus  [ArB^  durch  Vertauschung  der  beiden  einfachen  Faktoren 
a  und  h  hervorgeht,  so  ist  (nach  55)  [A'B'~\  =  —  [ArB^,  und  dies 
=  —  [4,iJ,]  (nach  der  Annahme).    Wenn  also  J.'  =  +  .^^  ist,  so  ist 
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B'  =  +  B^.    Wenn  man  nun  die  lineale  Substitution  von  a  -\-  ßh  für 
a  einführt,  so  verwandelt  sich 

[A,:\K\\_B,\B]  +  [^.|A][-e,,B]  =  lÄ.K\lBr  B]  —  [Ä\K\\B'\Q\        m 
in 

L(^,  +  /5^-)|A][B,|B]  -  [^'iAlKB-  +  fB,)\B], 
weil  nämlich  B^  und  A'  kein  a  enthalten  und  also  unverändert  hleiben, 
während  A^  in  A,-  +  ßÄ  und  B'  in  B'  +  /ji?^  sich  verwandelt.   Also 
verwandelt  sich  jene  Summe  in 

[^,:a][B,|B]  -  [^'|A][B'|B]  +  ß[A\K\[B;B]  -  /J[^-|A][_B,|B], 
das  heisst,  da  die  letzten  Glieder  sich  aufheben,  der  Werth  jener 
Summe  bleibt  ungeändert.  Es  bleibt  somit  die  ganze  rechte  Seite 
unserer  Formel  bei  jener  linealen  Substitution  ungeändert,  indem  die 
Glieder  entweder  einzeln  ungeändert  bleiben  oder,  wenn  sie  geändert 
werden,  sich  zu  Gliedei-paaren  gruppiren,  deren  Summen  ungeändert 
bleiben.  Da  somit  beide  Seiten  der  Formel  bei  linealer  Substitution  un- 
geändert bleiben,  so  bleibt  die  Formel,  wenn  sie  für  irgend  eine  Falctor- 
reihe  gilt,  auch  bei  deren  linealer  Aenderung  bestehen. 

3.  Es  sei  endlich  die  Fakfcorreihe  a,  i,  ...  eine  ganz  beliebige, 
doch  ihr  kombinatorisches  Produkt  [AB]  nicht  null,  so  lässt  sich 
(nach  163)  stets  eine  Reihe  zu  einander  normaler  Grossen  erster  Stufe 
n,,  «2,...  angeben,  von  der  Art,  dass  [nf> ...]  =  [«iffia . . .].  Dann 
läest  sieh  aber  (nach  76)  die  Grössenreihe  a,  h,  ...  aus  %,  a^,  ... 
diirch  lineale  Aenderung  ableiten.  Nun  gilt  nach  Beweis  1  unsere 
Formol  (a)  für  die  Reihe  der  zu  einander  normalen  Palitoren  «i,  a^,..., 
also  nach  Beweis  2  auch  für  die  durch  fortgesetzte  hneale  Aenderung 
daraus  hervorgehende  Faktorreihe  n,  h,  .,.,  das  heisst  allgemein. 

(Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich  die  Formel  (b)  des  Satzes  172.) 

173.  Wenn  A  und  A  von  gleicher  Stufe  sind,  ebenso  B  und  B,  ..., 
endlich  L  und  A,  M  aber  von  gleiche  oder  höherer  Stufe  ist  wie  M  und 
\_AB  ...  LM]  ein  nicht  verschwindendes  kombinatorisches  Produkt  mn 
Grössen  erster  Stufe  ist,  so  ist 

[AB...  iJffjAB  ...  AM]  =  2;[A'A][£,  B]  ...  [L,IA][Jf„lM], 
zco  [AaBb...LiM,]  dieselben  einfachen  Fal toten  enthalt  uie  [ÄB...LM], 
nur  in  anderer  Folge,  dock  tn  det  Att,  dass  beide  Produkte  einander 
gleich  sind,  wo  femPt  As  ebenso  viel  FaJtoien  enthalt  wie  A,  B/,  wie 
B,  ...,  und  wo  endlich  f  die  Siitmne  sirh  auf  alle  möglichen  verschie-i2S 
denen  Ausdrücke  dieser  Art  hesieht,  so  dass  namhch  AaBt, . . .  LiMm  und 
Aa-Bi- ...  LfMm'  ah  veischiedene  Auhdiucke  gelten,  tvenn  wenigstens  eins 
der  GrÖssen^aare  Aa  und  Aa ,  -B,  imd  B/, ,  au'^  swei  Grössen  bestellt, 
die  in  keiner  Zahlbesiehung  sa  emandet  stehen. 
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A^.    Ab.solmitt  I.    Kapitel  4.    g  3.   Wr.  1J3-175. 


Beweis.  1.  Für  zwei  Faktoren  iat  der  Satz  in  172  bewiesen, 
wir  können  nämlich  die  Formel  172  auch  in  folgender  Weise  schreiben 
(*)  [AB\AB]  =  I;\A,\A][B,:B], 

wo  I  die )  Äa,  ßf,  die  im  Satze  dargestellte  Bedeutung  liahen,  welche  mit 
der  Bedeutung  der  Grosaenpaare  J,  B,  A^,  Bj^, ...  in  172  zusammenfällt. 
2.  Durch  wiederholte  Anwendung  des  Satzes  für  zwei  Faktoren 
gelangt  man  zu  dem  Satze  für  beliebig  Tiele  Paktoren.  In  der  That 
kann  man  das  Produkt  [AB  ...  LM]  zunächst  als  aus  den  zwei  Fak- 
toren A  und  {^BC...LM]  bestehend  ansehen.  Dann  wird 
[AB  ...  LM  AB  ...  AM]  =  [A{BC ...  LMyA(Br  ...  AM)] 

=  ^\A„'A][(BC...LMy,Br  ...AM], 
wo   der  Index  b  unter   der  Klammer  andeuten  soll,  daas  der  in  der 
Klammer  stehende  Ausdruck  als  Eine  Grösse,  gemäss  der  Formel  (*) 
behandelt  werden  soll.     Der    gefundene  Ausdruck   ist    aus   demselben 
Grunde  wieder 

=  i:iA4A][B,\B]{(CD  . . .  LM%\rA  ...AMI, 
und  setat  man  dies  fort,  so  erhält  man  ihn  zuletzt 
=  2;[A|A][-Ü.|BJ ...  [Li\A][M„,\M]. 
AaBi.     Die   gesammt«   Schaar   der   GrÖssenreihc  A^,  B^,  .  .  .  M     kann  man 
uf   fnl^  nl     We  se    komb  natomcli    nntwi  kein     Miu    ljotrj:Cht(,t    Au.    ernftrhen 
F  ktoren  des  P  olukt  s  [iB      ]  als  kombmatoriaclie  Elemente    entwickelt  ins 
hnen  de  rault  j  likat  ven  Kombinationen  zni  so  Tjelten  Klasae   At  dit  &tufe  von 
A  betiiigt   so  erhalt  man  1  e  flrosaen  A^    zu  jeder  derselben  entwickelt  man  du. 
11  It  pl  katiyen  Komb  n  tionen  aiii  den  in  ihi  nicht  TOikommenden  Elementen 
be  Stufe  von  B  betidgt    so  erhSlt  man  zu  jedem  A^ 
n  B     und  ao  fort    endlich,  die  let^t^n  dieser 


0  Tielten 
s  mmtl  chen  z 


mult  I  likat  tph 
^  M      wöbe 


n  b  nat  o  ei     die 
1   la    VorÄeuhen 


dpr  Gros  e  M  gehör 
bestin  mt    dass 
[Ä  Bf,  ...M^]  =  [AB  ...M] 


L    ffl^Kl 


I)  Zum  B      F    1 

folg  nde     cta      von 


B  ^[cä},f  G==M=e  .st,  so  eilialt 
von  denen  j'edesmal  die  eratc  emf  (iiÖmsi 
,  die  dritte  die  zu  bmUn  gehoiige  Giof 
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174.     Zusatz.    Wenn  in  dem  inneren  ProduMe 
lÄB...\^B...] 
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die  Grossen  A  uviü  A  von  gleiclier  Stufe  sind,  ebenso  B  und  B,  und  so 
fori,  [wennfej-ner  A,B, ...  einfache  Grössen  sind  und  [AB  ...^  ein  äusseres 
FroduM,]  so  ist 


\AB  ...\f<B..-]  = 


[AB  . 


Ä.  =  2:\a;,k\a, ,    B' ^UlBrßlB,.,  ..., 
und  wo  die  Ar  die  muüipUJcativen  Konibinationen  aas  den  einfachen  Falc- 
toren  des  äusseren  ProdaMes  [AB  . . .]  Bur  so  vielien  Klasse  sind,  als  die 
Stufensahl  uo»  A  beträgt,  und  entsprechend  die  B^,  und  so  iveiter. 
Beweis.     Nach  173  ist 

[AB  ...  |AB  ...]=-  ^[A|A] [ß* |B] . . . , 
wo 

IAB..-.1-U-B-.J 
ist,  mit  den  iiäbereu  in  173  angegebenen  Bestimmungen. 

Da  nun  A  mit  A  von  gleicher  Stufe  ist,  also  auch  Aa  mit  A,  so 
ist  (nach  141)  [.^alA]  eine  Zahl  und  aus  gleichem  Gnuide  L-ßt|ß],  — 
Folglich  können  wir  statt  2;[^|A][i5i,tB]  ■■•  sehreiben 

^  '  [J-^iSj . , .] 

Ako,  da  \A,,B^..:\  gleich  \AB..:]  ist, 

=  2:[A;A]  {B,\'S\  ...  [AaB„ . . .]  :  \AB  . . .  |. 
Oder,  da  (nach  46)  die  Zahlfaktoren  beliebigen  Faktoren   eines  Pro- 
duktes zugeordnet  werden  können, 

-  E(iA.nJL.lB,\e\Bt..):{AB ...-]. 
Hier  enthält  (nach  173)  jedes  Produkt  [-4a.B/, ...]  dieselben  Pak- 
toren erster  Stufe  wie  [AB  ..^,  also  enthält  in  jedem  derselben  A^ 
andere  als  B,,,  und  so  weiter.  Da  nun  aber  die  Produkte,  in  denen 
{irgend  zwei  der  Grössen)  Aa,  Bt,  •■■  gleiche  Faktoren  erster  Stufe 
enthalten,  \  null  sind,  so  können  wie  diese  Produkte  zu  dem  obigeniso 
Ausdrucke  hinzufügen,  i\nd  erhalten  dann  denselben  (nach  45) 

=  [E\A,\K\A,.EiB,\S\Br..^:\_AB,.:\, 
das  heisst 

175.  Bas  inneie  FroduH  sueia  Gnosen  m  tu  Stufe  A  und  B, 
äeten  jede  aub  m  einfadhen  Falteten  besteht,  ist  gleidt  det  Determinante 
aut  m  Beihen  von  je  m  Gliedern,  die  man  erhalt,  indem  man  nacli  der 
Ordnung  jeden  etnfaehen  Fa?,tor  von  A  mit  jedem  lon  B  sn  (uiini  inneren 
FtoduUe  veihiupft,  das  hdssf,  es  ist 
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Aj.     AbKobnitt  1.    Kii|)itpl  4.    §  :i.    Nr.  175--1S3. 


[abc  .. .  \a'b'c  ...j  =  Detenn. 


I  [a|o-],  t»!*'],  [»k'J,  . 
I  W"'l  [»!''■],  Pl«l,  ■ 

t  [»;«■],  [«,(/],  [»«■],. 


-^+("Ai',-..), 

»-[»>•],  «,-[aiS-],«,_[<.jt'], 

(S  —  PI»'],  (i,  —  [siy],  /!,  -  p;»'], 


Beweis.     Nach  174  ist 


[ate  ...  o'6'c'...|  — 


o,_Lo|<J-]«+|.i.>-]6 +  [«>']£  +  .. ._  =»  +  /Si  +  y,;  +  ... 
61  -  [".S'J"  +  [6|*']S  +  [»!*']»  +  ■•■  -  «.«.  + Ai+  y,«  +  ... 
»,  =■  [«W'J«  +  [iWV  +  Wc]c  +  ..._„,«  +  ,?_!,+  ,,5+  ... 

ist.    Aber  (naeli  03)  ist; 

H„,  +  llt  +  rc  +  -^:)(^,a  +  ß,l  +  r,c  +  -)(a,a  +  ß,b+,,c +  ■■■)■■■-] 

=  i-+(«ft,,...).[oS<:...]. 
.\lso 

-^+(«ftj'.---)- 

176  — 179.    Zusätze.    Im  Besonäere  ist 

176.  [oijo'S'J  =  [<i|a'][S[!>']  _  [i.;j'][6|o-]  , 

177.  [oS]2  — «ip— [a;s]', 

11        178.     [«Sc]i  — oiiSel-»l[6|o]'~-S»|i!|oJ"- ci[o|i]-'  + 
+  2[o!i]P't][»|a]. 

(  «'-,  [«1»]^  [«I»].  WA, 
I  [4|a],  Jl,  \h\e\,  \h\ä\, 
\   [c|«],   [c'6],     c-,      [ojf^, 

I  p|o],  L<i;'],  \ßyi,   <**■ 

180.  [oSjc]  —  \a'e\})  ~  [ijcjo, 

181.  [aicjii]  —  \_a\iX\\hc'\  +  [6|i!][i;o]  +  [<:|cq[(i4], 

182.  [«ic<i|e]  =  [nje]  [Scd]  +  [fi]e]  [taiZ]  +  [c^e]  [airf]  +  \d\i\  \r,l,a\. 


179.     IdZjcf^J^  ==  Determ. 
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Denn  in  180  bis  182  kann  man  den  zweiten  Faktor  iles  inneren 
Produktes  (c,  d  oiler  e)  als  Produkt  betrachten,  dessen  zweiter  Faktor 
1  ist* (also  c.l,  rf.  1  oder  e.  1),  und  kann  dann  Nr.  173  anwenden; 
wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  nach  den  Gesetzen  kombinatoriacher 
Multiplikation 

\ay\  =  —  [ha],     \a  .  U]  =  [b  .  cß]  =  \c  .  ab'] 
und 

|>  .  hcd}  =  [h  .  cciil]  =  \c  .  ahd]  =  {d  .  cha\ 
ist. 

183,  Wenn  man  aus  einer  Heike  von  (n)  Grössen  erster  Stufe  die 
multipMativen  Kombinationen  m  irgend  einer  Klasse  bildet,  und  jede 
derselben  mit  der  ergänscnden  Kombination  m  einem  inneren  FrodnUe 
verknüpft,  so  ist  die  Summe  dieser  Produkte  null,  das  keisst 

[A]B]  +  [A,\B,-]  +  ---  =  0, 
wenn  A,  Ä^,  ...  die  multiphlatiien  Rombmattonen  am  den  n  Grössen 
erster    Stufe    Oj,  a^,  ...«„    zu   irgend   einer    {der   m-ten)   Klasse,    und 
B,  Bj,  ...  die  ergänzenden  Kombinafionen  smd 

Beweis.  1.  Es  sei  zuerst  angenommen  ws  >  »  — •  m.  Da  nun  A 
eine  der  multiplikativen  Kombinationen  Ton  a^,  ...  ö,  ist,  so  wird  es 
die  Form  haben 

^  =  [0,0,  ...«,1, 
wo  r,  s,  . ..  0  beliebige  m  verschiedene  luiter  den  Zahlen  1 ,  ...  n  sind. 
Da  femer  B  die  ergänzende  Kombination  zn  A  ist,  so  muss  es  als 
Faktoren  diejenigen  n  —  m  unter  den  Grössen  a^,...aa  enthalten, 
welche  unter  den  Gfr'össen  a^,  "a  •■■  a,  nicht  vorkommen.  Es  seien 
dies  ttr-,  «V,  .  ■ .  ",/,  so  dass  also 

B-(-l)'[",'a.....tvJ 
ist.    Ferner  ronss  das  durch  (—1)^  angedeutete  Vorzeichen  (nach  172, 
Änm.)  so  bestimmt  werden,  dass  [AB]  =  [ai  ...  «„]  wird,  das  heisst,  dass 
(*)  ( —  1)*'  [a,-a, . . .  a^a^ . . .  a^afa^  . . .  a^-]  ^  [«i^a  . . .  ««]  ^'^ 

ist.      !  Es  wird  also 

[j^jB]  =  (— lyi'ff,.«, ...  a^a^ ...  fljja/tts' ...  aj] 
sein.}  Von  gleicher  Form  sind  die  sämmtlichen  übrigen  Produkte 
[Ji|PJ, Sollen  die  Kombinationen  A,  B,  A^^,  £,,  .  .  ,  wohlge- 
ordnete sein,  so  hat  man  noch  die  Bedingungen  hinzuzufügen,  dass 
r  <s<-- <u<v<-- <s  und  s' <  s' <  ■  ■■  <  h'  sei.  Eugen  wir 
diese  Bedingung  hinzu,  so  wird 

[^!B]  +  U,|B,] +  ...-£(-l)»[n,«....  0.0.. ..o.;«,. »...,.«..]. 
r  hier  a^,  ...  a,  zu  einem  Faktor  zusammen  und  fügen 
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dem  zweiten  Faktor  des  inneren  Produktes  aji  letzter  Stelle  noch  den 
Faktor  1  hinau,  so  wird  die  Bedingung  von  Nr.  173  erfüllt,  tilso  wird 
der  obige  Ausdruck 

(")  [^|B]  +  [^,;J},]+^.  — 2;(-l)'[<>,-:<.,.][o.M-[».!«.][«.».-<'J. 
wobei  noch  die  Gleichung  (*)  bestehen  bleibt,  und  auch  die  Be- 
dingungen /  <  s'  <  ■  ■  ■  <  !f'  und  «)  <  w  <  ■  ■  ■  <  ^  geltend  bleiben,  hin- 
gegen die  Bedingung,  dass  r  <  s  <  ■  ■  •  <  m  sei,  wegfallt,  und  die  Summe 
sich  auf  alle  unter  jenen  Bedingungen  möglichen  Glieder  bezieht. 

Ich  zeige  nun,  dasa  in  dieser  Summe  alle  Glieder  paarweise  ein- 
ander entgegengesetzt  sind,  und  sieh,  also  heben. 

Es  sei  irgend  eins  dieser  Glieder  betrachtet,  etwa 

(~  i)^K|M[«.|M  ■  -  \P^M K«^.  ■  ■  ■  «.]- 

wo  die  Indices  bestimmte  (von  einander  verschiedene)  Werthe  haben, 
die  den  obigen  Bedingungen  genügen,  und  wo  nach  dem  Obigen  p 
einen  solchen  Werth  hat,  dass  die  Gleichung  (*)  erfüllt  wird.  Da  die 
IndicDS  r,  r',  s,  s',  ...,  ii,  u'  alle  von  einander  verschieden  sind,  so 
wird  irgend  einer  der  kleuiste  unter  ihnen  sein  müssen,  und  unter 
den  Produkten  [fl^|ar'],  [oilais],  ■  ■  ■  [a«!««']  wird  irgend  eins  diesen 
kleinsten  Index  enthalten;  es  sei  dies  beispielsweise  das  Produkt  [fl,.|a,']. 
Dies  angenommen,  vertausche  mau  r  und  r'  und  ändere  das  Zeichen, 
so  erhält  man  einen  Ausdruck 

(***)  (^l)'+i[a^la.][o.|ß.']  ...[aJia,-][a„a^...a,], 

von  welchem  ich  zeigen  werde,  dass  er  gleichfalls  als  Glied  in  der 
obigen  Summe  (**)  vorkommt.  Sollte  der  Index  r  grösser  sein  als  s, 
33SO  gebe  man  dem  Faktor  [a/|ar]  unter  den  -|-  übrigen  Faktoren 
[«(,('*i'J, .  ■  ■  [««!«■«']  eine  solche  Stellung,  dass  die  Bedingung  erföUt  wird, 
vermöge  welcher  der  zweite  Index  in  jedem  dieser  Faktoren  kleiner 
sein  soll  als  der  zweite  Index  des  nächst  folgenden  Faktors.  Ich  will 
amiehmen,  dass  diese  Bediogung  erfüllt  sei,  wenn  man  den  Faktor 
[or'l«;]  um  q  Stellen  nach  rechts  rückt,  was  gestattet  ist,  da  alle  diese 
Faktoren  Zahlen  sind. 

Es  ist  nun  noch  zu  zeigen,  dass  auch  die  durch  Gleichung  (*) 
ausgedrückte  Bedingung  für  das  so  hervorgehende  Glied  gilt,  das  heisat, 
dass  sie  noch  bestehen  bleibt,  wenn  man  in  ihr  p  -{-  1  statt  p  setzt, 
auf  der  linken  Seite  a^-  mit  «^  vertauscht  uud  diese  beiden  Faktoren 
um  q  SteUon  nach  rechts  rückt. 

Das  Produkt,  welches  auf  diese  Weise  aus 

(—  1)''  la^a, . . .  «„dp . . .  a,ar'a,- . . .  n,,'] 
hervorgeht,  heisse  P:  so  ist 
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P  =  ( —  ly+^lor-a, . ..  a„ß„ ...  a^aya,' . ..  a,,']. 
Demi  mau  kami  iu  diesem  Produkte  P  die  Faktoren  a,-  und  a,.-  gleicli- 
zeitig  wieder   um  q  Stellen   zurückrücken,  ohne  dass    sicli   (nach  58) 
der  Werth    des    Produktes    ändert.     Femer   ist    der   letzte    Ausdruck 
(nach  55),  indem  man  «r  und  a^'  vortauscht, 

=^  —  (-_  ]);.+! [ß,a^ . . .  a,a, . . .  a^a^'a,- . . .  a^ 

=  {—   X^Xilrüf  ...  ß„«„   .  ,.  ßjttr'ßs'  ■■■«„'] 

=  [«,fl.j...a;j  [nach  *J. 

Also  P  =  [«iffg  -.-  ff;.]-  Also  ist  jener  Ausdruck  (***)  allen  Be- 
dingungen unterworfen,  denen  die  Glieder  der  Summe  (**)  imterworfen 
sind,  ist  also,  da  jene  Summe  alle  Glieder  enthält,  die  jenen  Be- 
dingungen genügen,  selbst  ein  Glied  jener  Summe.  Dies  Glied  hebt 
sieh  nun  mit  dem  zuerst  betrachteten  Gliede  auf;  denn 

(- i)^[«.]M[«.K'] ...  [ff^MK«. ... o.;\  -1- 

+  (-  1)^'  \a,  I«,.]  [«>.] . . .  w  'M  !«»«>"  ■  ■  ■  «="l 

isttiall,  da  la/\a^,  =  \a,\a.■\  ist  (nach  144)  und  {—ly-V^  ^  —  {—Xy 
ist.  Aber  auf  dieselbe  Weise,  wie  aus  dem  ersteren  dieser  beiden 
GHeder  das  letztere  hervorgeht,  geht  aus  diesem  jenes  hervor.  Und 
auf  gleiche  Weise  findet  sieh  zu  jedem  Gliede  jener  Summe  ein  ihm 
BUgepaarfces,  welches  sich  mit  ihm  aufhebt;  also  ist  jene  Summe  null, 
Lilso  auch  das  dieser  Summe  gleiche 

[4|JSJ  +  [^,|_B,]  +  ..._0. 
2,     Wenn    m  -Cn  —  m    ist,    so    ist    (luicli    ]  .50),    wenji     um^h  i.^ 
)k(w  —  m  —  1)  =  c  gesetzt  wird, 

\A\B\  +  K|B,;|  + (^-\y\\E.A\  +  (-  1).;[Z(,|J,1  +  •■- 

_ (- \y\mM  +  WM  +  •■•)    [100]. 

Hier  i«l  (nach  Beweis  1)  die  iu  Klammer  geschlossene  Summe 
mill,  also 

|;^|7?:|  +  lA  J*.l  +  ■■•-(-  1)1(0)  -0  |89|. 

184.  Zusatz  'Wenn  inan  nits  einer  MciJie  von  im  Grössen  erster 
Stufe  ff,, ...  flim  äie sammttichen  mtilhpli! ahven Kombinationen  A,S,C,.., 
sur  ^m-tm  Klasse,  uelche  eine  dieser  Gtossen,  sum  Beispiel  a^,  enthalten, 
bildet,  und  jede  JprsfTben  mit  dei ^ergänzenden  KomhinaUon  sw  einem 
inneren  FroduHe  talnapft,  «o  ist  dy  bnmme  dieser  Trodukle  null,  das 
heisst, 

\A\Ä-[  +  \B\B'\  + ■■■-(), 
WO    A,B,  ...   die   mulUplikaUven   Kombinationen   aus   «,,...(11«,   zur 
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2in-ten  Klasse,  welche  a,  enthalten,  tmd  A',  B',...  deren  ergämende 
KombinaUonen  sind. 

Beweis.  Da.  A,  B,  ...  die  sämmtlichen  a^  enthaltenden  multi- 
plikativen  Kombinationen  aus  4m  Elementen  zur  2»w-ten  Klasse  sind, 
so  sind  ihre  ergänzenden  Kombinationen  A',  B',...  die  sämmtlichen 
Kombinationen  aus  denselben  Elementen  zu  derselben  Klasse,  welche 
o,  nicht  enthalten.  Ferner,  da  die  Stufenzahlen  von  A,B,.. .,  A',  B', . . . 
gerade  sind,  so  ist  (nach  58)  {AÄ}  =  [A'A],  und  also  (nach  172  Anm.), 
wenn  A'  die  ergänzende  Kombination  von  A  ist,  auch  A  die  ergänzende 
Kombination  von  A',  und  ebenso  B  die  von  B',  somit  (nach  183) 

[ÄA-]  +  [B  ZT]  +  ...  +  [A-U]  +  [II'IB]  +  • ..  =  0. 
Aber  (nach  144) 

r.li^']  =  [/l'i^J,    lBM'l  =  iB-\B],.... 
Also 

2[^,4']  +  2[J'^!/_;'|  +  .-.  =  0, 
das  liftisst, 

[4K]  +  [iJ|jS']+..._0. 

185  — 187.     Zusätze.    Ins  Besondere  ist 

185.  \a1)\ctX\  +  \ac\dlj\  +  \ad\hc'\  =  0, 

186.  {ah\c\  +   [bc\a\    +   \ca\h\  =0, 

187.  {aU\d:\  —  \hcäW\  +  \r,da^^  -  \_dal>\e?^  =  0. 

§  4.     Besondere  Sätze  über  die  innere  Multiplikation  zweier 
Grössen  erster  Stufe. 

188.  Die  Bestimmungsgkicfmngen  für  die  innere  MuUiplilcaUon  svmer 
Grossen  erster  Stufe  sind 

W  Wfi  -  0, 

wmn  r'^s, 

(b)  [.,!»,]  =  [«,[<..]  =  ..., 

und  swar  gelten  dieselben  auch,  wm,n  man  statt  der  Einheilen  e^,  c,.^, ...  e„ 
ein  beliebiges  vollständiges  Normalsystem  setmt. 

Beweis.  Die  Geltung  der  beiden  Gleichungsgruppen  für  die  Ein- 
heiten ist  in  Nr.  142  bewiesen.  Also  gelten  sie  (nach  168)  auch  für 
jedes  einfache  vollständige  Normalaystem.  Sie  gelton  aber  auch  für 
jedes  beliebige  vollständige  Normalsystem.  Denn  sind  a,  b  zwei  Grössen 
desselben  und  ist  i  der  numerische  Werth  des  Normalsystems,  so  dass 
a  =  la',  b  =  Xb'  gesetzt  werden  tann,  wo  u  und  b'  den  numerischen 
Werth  1  haben,  so  ist  [«'i&'J  =  0,  also  auch  [^Lrt'iA&'J  =  0,  das  heisst, 
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\a\b]  =  0  und  [a';((']  =  l,  also  \a[a\='[i.a"aa]  =  k^ld\a''\  =  l'i  Ebenso 
[6|Sj  =  A^,  also'[<!|<.]  =  Pj6J. 

Zu  zeigen  ist  noch,  duss  die  beiden  obigen  Gruppen  die  vollstän- 
digen Bestimmungsgleicbungen  enthalten,  das  heisst  (nach  48),  dass 
zwischen  den  Produkten  [e,|cj  keine  andere  Zahlheziehung  herrscht, 
als  eine  aus  jenen  beiden  Gruppen  ableitbare. 

Es  lassen  sieh  vermöge  der  beiden  Gruppen  alle  Produkte  [er[e,], 
sofern  r  gleich  s  ist,  gleich  [ejl^j]  setzen,  während  sie  verschwinden, 
sobald  r  von  s  verschieden  ist.  Hat  man  alao  irgend  eine  Bestim- 
nmngsgleichung 

£«„.[<'.]- 0, 
so  verwandelt  sie  sich  in 

also,  da  [ei|(!,]  gleich  1  ist,  in 

Ist  aber  letzteres  der  Fall,  so  geht  die  Gleichung 

schon  aus  den  obigen  beiden  Gruppen  heivoi,  somit  enthalten  jene 
beiden  Gruppen  das  vollständige  System  der  Beatimmungsgleichungen. 

Anm,    Tür  die  innere  Multiplikation  zweier  belielnger  Qibesen  f  von  den  13 
Stufen  p  und  g   (^  ^  P)  ist  d^  System,   dei    Besfammnngsgleji-himgen    in  clen 
beiden  Gleichnngagruppen  enthalten : 

(a)  [MIF]  -  0, 
wejiM  E  nicht  mU  F  incident  ist,  {und} 

(b)  [E\EG]  =  [E'\E'G'], 

wo  E,  F,  O,  F'  kombinatorische  Produkte  der  «rspränglicben  Einheiten  sind, 
F,  E'  von  j)-ter,  F,  [EG}  und  YF'G\  von  g-ter  Stufe  und  die  letzteren  beiden 
nicht  null  sind. 

189.  |<i|/<J  —  [(jjo|     (specieller  Fall  von  Nr.  144). 

190.  Es  id 

r(«,n,  +  «.«,  +  ■■■)|(fto.  +  &«,  +  ■••)]  - 
-«,ft«i- +  «,/»,«/  +  ■■, 
wenn  a^,  a^,  ...  m  einander  normal  sind. 

Beweis.  Denn,  wenn  CjO^-f-a^ay-j —  mit  A'k,.«,.  und  ftßi+/*2''a"f"'" 
mit  Eß^a,  bezeichnet  wird,  so  ist 

[(«,«,  +  a,o^  +  ■■■)^(^i%  +  ^2«.  +  ■■■)i  =  [i-«.«.!i^A«;j  =- 

=  2;ß^/5,[a^|a,]  [42J 

=  Sttrßr\_a.\ar'], 

weil  ür  und  a^,  wenn  r  von  s  verschieden  ist,   nach  der  Amiahme  zu 
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einander  noimal  sind,   also  (üach  152)   ihr  inneres  Produkt   null   ist. 
Der  letzte  Ausdruck  ist  aber 

-  2;<,,ftai-  «,fto,l  +  »,fea,i  +  •■.. 

191.  Es  ist 

[(„.«,  +  «,»,  +  ■■.)j(fto,  +  ft«,  +  -••)]  -  «,ft  +  «.A  +  ■-, 
wenn  a^,  a^,  ...  ein  dnfaclies  Normatsysiem  bildm. 
Beweis.     Denn  nach  190  ist 

i.(.,«,  +  »3»,  +  ■■■m",  +  ß.«,  +  ■■■)]  - 

aber,   wenn    a^,  a^,  - . .    ein    einfaches   Nomialsjatem    bilden,    ko    ist 
a^-  =  a/-  =  -  ■  ■  =  1 ,  also  der  gefundene  Ausdruck 

_»,ft  +  «,&  +  --'- 

192.  WeJin  o,,  a^,  ...  zu  einander  normal  sind,  so  ist 

(«.  +  «.  +  ■■■>''-<•.'  +  «.■  +  ■■•■ 

Beweis  aus  190. 

193.  Es  ist 

(a  +  6)i.=  rtA  +  2f«jil  -\-b^. 

Beweis.     Es  ist 

(«  +  !,)!  _[(«  +  !,) !(«  +  !.)] 

-.[a\a\  +  [a,l]  +  \hM  +  \m  »2], 

137  also  (nach  189) 

-«ä  +  2[«im-*-- 

194.  Es  ist 

(«  +  4  +  c)i-  «i  +  Sä  +  ci  +  2[6,<!j  +  2r»!oJ  +  2[o|tJ. 
Beweis  wie  in  193. 

Anm.  Dio  Satze  19S — 194  stellen,  geüuietriscli  gedeutet,  den  PjthagovüJHfljou 
Lelirsiitz  liehst  üeiner  Ecwaiternng  für  die  iEtiBiio  wie  für  den  ßauiii  dar. 

§  ö.     Einführung  der  Winkel. 

195.  Erklärung.  Unter  LAB  (Winkel  AB)  verstehe  icli,  wenn 
A  und  JD  You  gleicher  Stufe  aber  nicht  null,  und  cc  und  ß  ihre  nume- 
rischen Werthe  sind,  denjenigen  Winkel  zwischen  0  und  m  (diese 
Gränzen  mit  eingeschlossen),  dessen  Cosinus  gleich  dem  durch  die 
numerischen  Werthe  dividirten  inneren  Produkte  jener  Grössen  ist,  das 
heisst,  ich  setze 

mi  LAB-  ''^'P  ,  LAB=0...x. 
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I''eraer  verstehe  ich,  weim  a,  h,  c,  ...  GfrÖsaen  erster  Stufe  sind, 
und  (t,  ß,y,  ...  ihre  numerischen  Wcrthe,  uuter  aia  (abc...)  diejenige 
ZaMgrösse,  welche  iiuinerisch   s'^eich    --^ — ■■-■-   und   nicht   negativ   ist, 


das  heisst 
(las  heisst 


sin  (ö6c  ..  .)  >  0   und  nunierisch 


[ahc 


™H«'«-)-L'^pv  > 

196.     Wmn  a,  h  Grössen  erster  Stufe  sind,  so  -Ist 

sm.{a'b)  =  sin  Lab. 

Beweis.     Denn  nach  1Ö5  ist 

»„>(..)    t-Jj    »•''-fei'r 

[177] 

'V-iMtr 

[151] 

-m 


=  1— cos^i«6  [195] 

=  siii^  i  ah . 

Und   da   nach   der  Definition    sin  (afc)  nie   negativ  und  /.«?<  einiSK 
Winkel  zwischen   0   uud  rc,   also   Bini,fflfc   auch  nicht  negativ  ist,  so 
folgt  aus  sin^  (ah)  =  sin^  /.«5,  dass  sin  (ab)  '=  sia  i.a&  sei. 

19'?.     [Ä\B}'^aßcosLA£,  wenn  A  und  B   von  fßeicker  Stufe 
und  ff  imd  ß  ihre  nunierischen   Werfke  sind. 

Beweis  aus  195. 

198.     [«&]-  ■=  (aß  sin  LaVf,  tco  «  und  ß  die  numsrischen  Wcrthe 
von  a  und  b  sind. 

"Beweis.    Nach  177  {und  151)  ist 

=  tt^ß^  —  (aß  cos  Labf  [197] 

'=a^ß^(\  —  cos^iflS) 

=  K^ß^  sin^  /.aö. 
Änm.  In  diesen  Formeln  tiitt  der  Gegensatz  zwischen  dem  aasseiPn  und 
(dem)  inneren  Piodukte  m  einfathster  Gertalt  hei  vor  Wairend  das  innere 
iiudukt  zueier  Grossen  erstei  Stufe  gleich  dem  ProduLte  der  numerischen  WerUie 
m  den  Tosmus  des  Zwischen  Winkels  ist,  so  ist  dei  numen<ichp  Werth  ihres 
lusseren  Produktes  gleich  dem  Produkte  ihiei  nuineiiaoht.n  Werthe  m  den  Sinus 
des  Zwischenwinkels 
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144  A,.     Abschnitt  I.    Kapitel  4.    g  5.    Nr.  t99— 205, 

199.  Es  ist 

[ah\cd]  =  aßyÖ  sin  L  ah  am  L  cd  coa  L  {ah  .  cd), 
wenn  a,  ß,  'y,  S  die  numerischen   Werike  von  a,  h,  c,  d  sin^. 

Beweis.     Der  mimerische  Werth  von   [ab]  ist  ([«&]-)"   und  der 
von  [cd\  ist  {\cd']-)  ,  also  ist  (nach  197) 
[abfidi  =  {{al)]^cd]^f  eos  L  {ah  .  cd) 

=  [(aß  sin  Lah.yS  sm  L  cd)'^^  cos  L  {ab  .  cd)  [108] . 

Aber,  da  das  Produkt  aß  sia  iah.  yä  sin  L  cd  positiv  ist,  so  hebt 
sieh  das  fortschreitende  Potenziren  dieser  Grösse  durch  2  und  -^  auf, 
und  es  wird 

[«fc|c(i]  ^  aßyS  sin  iab  sin  l_cd  cos  L{0'b  .  cd). 

200.  Die  normale  Zv/rückldtung  von  A  auf  eine  Grosse  gleicher 
Stufe  B  ist  numerisch  gleich  Ä  cos  i  AB. 

Beweis.  Wenn  A'  die  normale  Zuröckleitung  von  Ä  auf  B  ist, 
so  ist  (nach  lü6) 

A  =  -t^-L^l--  =  ^l^'-L^^-:  ^  [197J 

also  numerisch  gleieb 

A  HOS  LAB  {151}- 

y9         201.      Wenn  a,b,  c,  ...  z\i  einander  normal  sind,  .w  ist  für  jede 
avs  ihnen  numerisch  ableitbare  Grösse  Ic 

-  =  -  eos  /.fli  +  Q  cos  Lbli  -^  •■■; 
wo  X,  a,  ß,  ...  die  numerisdwt   Werthe  von  k,  a,  h,  ...  sind. 

Beweis.  Es  sei  Ti  =  xa -{- yb -\- ■■■,  so  erhalten  wir  dmeh 
innere  Multiplikation  mit  <i,  da  [6|a],...  nnll  wind, 

[ah]^x[u\a\  =  ^«^  [151J, 

also 

=  —  coa  Lali. 

Aus  gleichem  Grunde  ist  y  = -a  cos  ibk, Diese  Wei-the  von 

X,  y,  .■■  in  die  obige  Formel  eingesetzt,  giebt 

/;  =  -  cos  /.  et/; .  a  -j-  ■„  eos  /.&/;;.  ii  -j-  ■■  *  j 
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das  heisst, 

"-  =      cos  L  al  -\-  -Q  cos  ibJ;  -{-■•■ . 

203.  Wenn  a,  b,  ...  mi  eütander  normal  und  h  und  l  aus  ihnen 
numerisch  ableitbar  sind,  so  isi 

cos  LM  =  cos  iaJc  eoa  i al  -\-  cos  ibJc  coa  ihl  -\-  ■  ■  ■. 

Beweis.  Nach  195  ist,  weno  k,  l,  k,  ß,  ...  die  numerischen 
Werthe  von  l;,  l,  a,  b,  ...  sind, 

=  [(|cos/.«^  +  -^-cosif>/.  +  .-.)i(%o«:«i+^cosi6;+--)]      [201] 

=  -^  cos  iaJi  cos  /.ai  +  -ö^  cos  Lblc  cos  ibl  -\-  ■■■ , 
weil  \a\b\,...  null  sind.   Da  nun  a-=a^,  b-  =  ß',...,  so  erhält  man 
cos  L'/il  ^=  cos  iaJc  cos  Lal  ■}-  cos  /.  fi7;  cos  ibl  -\-  ■■  ■ . 
Zusatz.     Man  kann  diesen  Satz  auch  so  ausdrücken:    Statt  eine 
Grösse  erster  Stufe  (ß)  auf  eine  andere  l  zurüchmhiten,   Tcann  man  jene 
suerst  auf  die  Grössen  eines  Normalsysienis  surückleiten  und  dann  die 
so   erhaltenen  Zurückleikingen  f  auf  l  sarüchleiten ,   und  diese   leteknuQ 
Zurückleitungen  aädiren,  vorausgesetd,  dass  hierbei  alle   Zurilckleitungen 
•normale  sind. 

205.  Wenn  a,  b,  ...  sn  einander'  normal  sind,  so  ist  für  jedes  aus 
ihnen  numerisdi  ableitbare  h 

1  =  cos''^  /.  afc  +  eos^  /.  fife  +  ■ '  ■  ■ 
Beweis.  Die  Formel  geht  aus  202  hervor,  wenn  man  l^lc  setzt. 

304.     Wenn  a,h,  ...  sii  einander  normal  und  k  tmd  l  atis  ihnen 
numerisch  ableitbar  zmd  gleichfalls  m(  einander  normal  sind,  so  ist 
0  =  cos  /.a/c  cos  /.»^  +  cos  /.&/c  cos  Z.ftZ  +  •  ■■■ 

Beweis.  Die  Formel  geht  aus  202  hervor,  weun  man  Je  und  l 
zu  einander  normal  annimmt;  denn  dann  wird  (nach  152)  [k^l]  ==  0, 
also  (nach  19Ö)  auch  cos  ikl  =  0. 

206.  Wenn  a  -\-h  -{-■■■  =  0  ist,  und  «,  ß,  .■■  die  numerischen 
Werthe  von  a,  b,  ...  sind,  so  ist 

(a)  a  ;  ^  :  ■  ■  ■  =  sin  a' :  sin  Ji' ;  ■  ■  ■ , 

tco  a',  b',  ...   die  sii  a,  b,  ...  ergänzenden  Kombinationen  aus  a,  h,  ... 

sind,  [ferner] 
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146  Aj.     Abschnitt  L    Kapitel  4.    §  n.    Nr,  205— 215. 

(b)  cc  COS  La^ -h  ß<^osLia:-\ =0, 

wo  X  eine  beliebige  Grösse  ist,  {eitälich] 

(c)  sin  a  cos  iax  -{-  sin  i'  cos  Lbx  -\-  ■••  =  0. 
Beweis.     1.    Multiplicirt  man  die  Gleichung 

a-^b-i =0 

kombinatorisch  mit   [cd...],  so  erhält  man 

[acd  ■■■}-{-  \bcä---]  =  0, 
also 

\acd  . .  .]^  =  [bcd  . . .]-, 

wo  [acä...]  das  Produkt  aller  Grössen  «,  l,  c,  ...,  mit  Ausnahme 
von  b,  und  \bcä..^  das  Produkt  aller  Grössen,  mit  Ausnahme  von  a, 
ist.    Somit  ist  (nach  195) 

{uy8  ..'.f  sin^  («c(?...)  =^  (ßv^  ■•■T  siu^  (bcd  ...), 
oder 

a^  sin^  («et?  ■■■)  =  ß'^  sia^  (ÖC(?  -■■}■ 

Nun  ist  {cad...]  die  ergänzende  Kombination  zu  h,  also  =  ?f',  und 
l&crf...]  die  ergänzende  zu  a,  also  =a',  also  sin?f'  =  sin(cßrf...)  und 
sin  d' =  sin  (&c(? ...),  also,  da  a,  ß,  sinn',  sin  ö'  positiv  sind, 

R  sin  h'  ^  ß  sin  a,   das  heiast  «  :  ^  =  sin  o'  :  sin  b', 
und  somit  allgemein 

ci  :  ß  :■■■  =  s'm  d  :  sin  h'  :■■■ . 
ii  2.    Multiplicirt    ma,n    die    Gleichung   a  -\-  b  -j-  ■■•■==  0    innerlich 

mit  einer  beliebigen,  von  Null  verschiedenen,  Grösse  erster  Stufe  w,  so 
erhält  man 

r«!a;J +  [(>!«]  +  ■■ -  =  0, 

also,  wenn  |  der  numerische  Werth  von  x  ist,  ist  {nach  li)7 } 

a^  cos  Lax -{-ßi  cos  LOx-\ -0, 

das  heisst, 

a  cos  Lax  +  ßcos  Lbx'-^ =  0. 

3.    Substituirt  man  in  die   so  erhaltene  Gleichung  die  vorher   ge- 
wonnenen Werthe  von  a:  ß  :  y  :  •■  ■ ,  so  erhält  man 

sin  d  cos  iax  -i-  sia  b'  cos  Lbx  -\-        =0 

A  im     De  entwickeltan  Formeln  haben  nm    lain  eine  Bedeutung    wenn 
ZIVIS  hea    len  Gccasen  a    h  keine   andere  Bezieh  ing  herrscht     als  die  durch 

lie  (ileichimg  a  -{-  b  -\-  =0  dargestellte  das  heisst  wenn  die  n  (ji5s><en 
ab  in  keinem  trehiete  von  niederer  als  ("« —  l)  ter  Stufe  vereimgt  smd 

Fii  diei  Grossen  enthUt  die  erste  den  bekinnten  Sitz  das  im  Dreieck  die 
Seitenlangen  aich  wie  die  Sinus  dei  Uegenw  mtel  verhalten 
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306  —  313.    Aus  am  Formeln  172,  175—178,  183,  185  ergebm 
sic/i  mit  Hälfe  der  angegebmai  Wiiikelbeeeicknungen  folgende  Formeln: 

306.     sin  (AB)  ein  (AB)  cos  L  {AB  .  AB)  = 

=  2  sin  ,4;.  sin^r  sin  A  sinB  cos/.^^  A  cos/.BrB, 
wo  {A  mit  A   BOH  gleicher  Stufe  w.i  und  B  mit  B,  wo  ferner]  Ar  die 
Kombinationen    aus   den  einfachen  Faktoren  ton   [AB],  mr   so   vieltcn 
Klasse,  als  dw  Stufe  von  A  hetiagt,  und  Br  die  ergänzenden  Kombina- 
tionen sind. 

207.  sin  (abc  . . .)  sin  (a'b'c' . . .)  cos  L(ahc  . . .)(db'c'  ...)  = 

icos  iaa',  cos  iah',  . 
cos  Lba',  cos  /.  hb',  . 

208.  sin  L  ah  sin  L  cd  cos  L  (ab .  cd)  = 

=  cos  Lac  cos  ihd- — ■  cos  Lbc  eoa  iaä, 
undj  wenn  hiec  a  und  c  statt  c  und  ä  gesetzt  wird: 

309.  sin  Lab  sin  Lac  cos/.(ßÖ.ac)  =  cos  ihc  —  cos/.aö  cosiac, 
eine  bekannte  Formel  der  sphärischen  Trigonometrie,  femer 

310.  sinU«6  =  l  —  üos'Lah, 

was  liier  als  die  Transformation  von   177  mit  aufgeführt  ist. 

211.  sin-  (ahc)  ^  1  —  cos'^  ihe—  cos^  /. ca  —  cos'^  iah  + 

+  2  cos  ihc  cos  ica  cos  iah. 

212.  sin  J.  sin.B  cos£ ^4^  +  sin^^i  sinJSj  cos iA^B^ -{-■•■  =  0,  142 
wenn  A,  A,,  ...  die  Kombinationen  aus  2n  Grössen  erster  Stufe  mr 
n-ten  Klasse,  und  S,  S^,  ...  deren  ergänzende  Kombinationen  sijid. 

313.  sin  iah  sinicd  cos  i(ah.  cd)  +  Bin  iaeain  idbcoai{ac.dh) -{- 

+  sin  iad  sin  ibc  cos  iiad.hc)  =  0. 
314—215.     Ferner  aus  193,  194  ergieht  sich 

314.  (a  -\-  b)^  =  cc^  -\-  2aß  WS  iab'-\-  ß' . 
215.     (a  +  b-^cy-=^ti'  +  ß'  +  f  + 

+  2ßy  cosLbc  +  2ya  cos  ica  -\-  2aß  cos  iah, 
ivo  a,  ß,  y  die  numerischen   Werthe  von  a,  h,  e  sind. 
lAnm.     Vgl.  hierzu  Nr,  337-310.} 
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Nv,  21Ü— 220. 


Kapitel  5.    Anwendungen  auf  die  Geometrie. 

Addition,  Sabtraktion ,  Vervielfachiing  und  Theilung 
von  Punkten  und  Strecken. 


216.  Erklärung.  Wenn  ein  Punkt  E  und  drei  gegen  einander 
senkrechte  und  gleich  lange  Linien  als  urspriingUche  Einheiten  an- 
genommen sind,. und  a,  a^,  a^,  cc^  liehebige  Zahlen  sind,  so  verstehe  ich 

a)  unter 

den  Punkt  A,  zu  welchem  man  ge- 

0    langt,  indem  man  { vgl.  Fig.  1 )  von 

/^      E  aus  zuerst  um  eine  Strecke  ES 

y^  fortschreitet,  welche  gleich  a^e,^  ist, 

A.  das  heiast,  welche  mit  e,  gleich  oder 

e,^  entgegengesetzt    gerichtet    ist,    je 

nachdem  «,  positiv  oder  negativ  ist, 

^_ _^^„__      '^'^<1  deren  Länge  sich  zu  der  von  e-^ 

wie  (Vj  zu  1  verhält,  {indem  man) 

dann  von  E  aus  um  eine  Strecke  B  C, 

'  welche   in  demselben  Sinne  gleich 

j/^  K^e^,  und  endlich  von  C  aus  um  eine 

*j  Strecke  CA,  welche   in  demselben 

Sinne  gleich  a^e^  ist,  fortachreitet ; 

b)  zweitöua  verstehe  ich  dann  unter 

eine   Strecke,   das   heiasfc   eine   gerade   Linie   von   bestimmter   Länge 
143  und  Richtung,   und  zwar  diejenige   Strecke,   welche   gleiche  f  Länge 
und  Richtui^hat  mit  der  von  E  nach  dem  Funkte  £-{-«16, -|-^.>^  +  '^b''s 
gezogenen  geraden  Linie; 

c)  drittens  unter 

<.(£  +  .,e,  +  V,  +  «a)  -  «J?  +  «V.  +  «V,  +  ««,e, 
das  a  fache   des  Punktes  E  -\-  «,(■,  -|-  ce^e   -j~  •^s*''!?  ^'^'^  setzt   fest 
dass  füi  alle  diese  dro'^sen  und  ihre  Verknüpfungen  die   m  Kapitel  1 
gegebeneu  Bestimmungen    und  also  au*,h  die  daraus  abgeleiteten  '^atze 
gelten 

Anm  f  1  b  SU  erstei  Stufe  ^md  also  hiei  die  einfachei  und  v  elfachen 
Punkte  un l  h  &tre''ken  voi  bestimmter  Llnge  und  Eiehtung  Diioli  di  h) 
l! IT mgen  u  %  1  (des  ersten  Kapitels)  1  t  dann  1  e  Aid  tijn  bubtrdktiön  ^er 
Tielfaehung  und  Theilung  dieser  (jr  Bsen  beshmmt    und   1  irch  die  "^ai'e   ie'istlbeii 
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Paiagraphea  die  Ueltaiig  der  algebraischen  Veiknnpfung^gesetze  füi  sie  maclige- 
wiesen  und  in  den  folgenden  PaiagrapkDn  die  besondpien  Cigensohaften,  welche 
ihnen  ili  estenBiyen  ffio^^ea  zukommen  Wir  leiten  hier  Eunächst  au?  dieien 
lormellen  Bestimmungen  die  Konbtiuktionen  ab,  duich  welche  die  Resultate  der 
vei'ehiedenen  Verknnptungen  erfolgen 

317.  Wenn 

yl  =  i'  4"  «1^1  +  cc^e.^  -f-  a^e.^ 

ist,  so  sind  a^ej,  a^e^,  a^fs    ^^^  senlcrechten   Projektionen   von  JÜA    auf 
die  drei  von  E  ausgehenden  mit  öj,  e^,  e^  gleichgerichteten  Axen. 
Be'weis  folgt  uumittelbar  aus  der  Definition. 

318.  Lehiiaatz  aus  der  Geometrie.  Gleichgerichtete  Strecken, 
üuf  dieselbe  gerade  Linie  senkrecht  projieirfc,  liefern  gleichgerichtete 
Projektionen,  die  sich  ihrer  Länge  nach  wie  die  projicirten  Strecken 
verhalten;  und  umgekehrt,  wenn  die  senkrechten  Projektionen  zweier 
gerader  Linien  auf  drei  gegen  einander  senkrechte  Axen  gleich  lang 
und  gleich  gerichtet  sind,  so  sind  die  projicirten  Liinen  selbst  ein- 
ander gleich  lang  und  gleich  gerichtet. 

219.  Lehnsatz  aus  der  analytischen  Geometrie.  Wenn  A, 
B,  C  drei  beliebige  Punkte  einer  geraden  Linie  sind,  und  AB,  BC,  AC 
durch  ein  Stück  DJt!  dieser  Linie  gemessen,  beziehlich  die  Quotienten 
a,  ß,  y  geben,  wobei  jeder  Quotient  positiv  oder  negativ  genommen 
ist,  je  nachdem  die  gemessene  Linie  mit  der  messenden  {DE)  gleich 
oder  entgegengesetzt  | gerichtet)  ist,  so  ist  allemal 

«  +  ^  =  y, 

was  man  auch,  der  Kürze  wegen,  schreiben  kann  11^ 

AB  +  BG-^AC. 
320.  fluttete  Strecken  (von  geyehenei  Bichtung  und  Lamjtj  aädirt 
man,  mdfm  man  bte,  ohne  ihte  Richtung  und  Lange  zu,  andsin,  stetig 
an  emandei  legt,  das  heisst,  sie  so  legt,  dass,  wo  die  eine  aufhört,  die 
nächst  folgende  anfangt,  dann  tst  die  goadc  Lmie  lom  Anfangspunkt  der 
Irrsten  sum  Endpunlte  der  letzten  der  gesuchten  Summe  gleich  lang  und 
glewhqenchtet 

Beweis.    Erstens  fdr  zwei  Strecken  a  und  h  (vgl.  Fig.  2).    Es  sei 
ß-=  «le,  +  (c^e^  +  %es, 
h  =  ß,e,  +  ß._e^  +  ß,c.,, 
aiso  (nach  6) 

»  +  *-(«,  +  ßAh  +  {",  +  hy,  +  («,  +  «%  ■ 

Ferner   sei   E+a  —  A,    £+ t=.  f,   B  +  («  +  J)  —  C,  so  ist  (naeli 
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216)    die    gerade    Linie  EA    mit  a   gleich   lang   und    gleichgerichtet, 
ES  mit  h,  EC  mit  n  +  i.     Endhch   sei   EG  mit  EA   gleich  lang 


und  gleichgerichtet,  und  GH  mit  ET!,  so  ist  zu  heweisen,  dass  Ell 
mit  EC  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sei. 

Da  EG  mit  EA  gleich  lang  and  gleichgerichtet  ist,  so  gilt  dies 
(nach  218)  auch  für  ihre  Projektionen;  nach  217  sind  aber  die  Pro- 
jektionen von  EA  gleich  {lang]  nnd  gleichgerichtet  mit  «,6,,  a^e^^,  a^e^, 
somit  gilt  dies  auch  für  die  Projektionen  von  EG\  aus  gleichem  Grunde 
sind  die  Projektionen  von  GH  gleich  lang  und  gleichgerichtet  mit 
h'-'t}  ßi^s,  ßzh-  Es  seien  nun  F^,  G„  H,  die  Projektionen  von  F,  G,  H 
auf  die  Ton  E  ausgehende  mit  e,  gleichgerichtete  Axe,  so  ist  also  F^  G, 
mit  %ei  gleich  lang  und  gleichgerichtet,  G^R,  mit  ß^e^,  das  heisst, 
i'jG,  und  Gl -Hl  liefern,  durch  e^  gemessen,  die  Quotienten  %  und  ß^ 
somit  liefert  (nach  219),  da  F^  G,,  H,  in  Einer  geraden  Linie  liegen 
FiH^,  durch  e^  gemessen,  den  Quotienten  a^  +  ßu  das  heisst,  F^H^ 
ist  mit  («1  4"  ßi)^i  gleich  lang  iind  gleichgerichtet.  F^H^  ist  aber  die 
Projektion  von  EH  auf  die  durch  E  in  der  Richtung  Yon  e,  gelegte 
Äxe,  Wendet  man  dieselbe  Schlusafolge  auch  auf  die  übrigen  Äxen 
an,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Projektionen  von  FS  gleich  lang  und 
gleichgerichtet  sind  mit  {«i  -h  ß,)«^,  ((^^  +  ^a) ''s ?  (.^z-^ßa)^»)  ^^ 
145  heisst,  mit  den  f  Projektionen  von  EC,  somit  ist  (nach  218)  FH  mit 
EC  gleich  laug  und  gleichgerichtet,  das  heisst,  mit  a  -^  b,  was  »u  be- 
weisen war. 

Zweitens.  Hat  mau  nun  mehrere  Strecken  a,  h,  c,  ...,  und  ist 
a  mit  FG,  h  juit  GH,  c  mit  HI,  ...  gleich  lang  und  gleichgerichtet, 
so  ist  nach  dem  ersten  Theil  des  Beweises  a  -{-h  mit  FH  gleich  lang 
und  gleichgerichtet,  also  auch  wieder,  da  a  +  &  mit  FH,  und  c  mit 
HI  gleich  lang  und  gleichgerichtet  ist,  «  -|-  5  +  c  mit  FI,  — 
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221.  Bas  Proäitkt  einer  Strecke  a  mit  einer  Zahl  «  jst  wieder 
eine  Strecke  (h),  tvelche  mit  der  etsteren  (a)  gleich  oder  entyegm<jesetM 
gerichtet  ist,  je  michdem  die  Zahl  a  positiv  oder  negativ  ist,  und  deren 
Länge  sich  sn  der  von  a,  icic  a  m  1  verhält 

Beweis.   Es  seien  E,  c,,  e^,  e^  als  Einbfiteii  gentimtiien,  uml  sei 

«  =  «,»,  +  «.%  +  «.%, 

so  isi 

4_««_.(«,«,  +»,«,  +  «,  c,) 

Der  letzte  Ausdruck  bedeutet  aber  (nach  216)  eine  Strecke,  welche 
gleiche  Länge  und  Richtung  hat  mit  der  YOn  i?  nach  dem  Punkte 
J?  =  ü/  -|-  ««1^1  +  ««a*'s  +  ■""'s'^B  gezogenen  geraden  Linie  EB.  Die 
Projektionen  dieser  Linie  auf  die  drei  von  E  ausgehenden  mit  Cj,  e^,  Cg 
parallelen  Axen  sind  (nach  217)  Ra,q,  KKjCa,  cca^e^.  Ebenso  ist 
"i^i  ~l~  ''a^a  "!"  *'^j^fl  ^™^  Strecke,  die  gleiche  Länge  und  Richtung  mit 
der  von  E  nach  dem  Punkte  A  =  U  -j-  a^e-,^  -\-  a^e.^  -i-  a^e^  gezogenen 
Linie  hat,  und  a^Ci,  a^e^,  ßgög  sind  die  Projektionen  von  EA  auf  die 
genannten  drei  Axen.  Ist  nun  zuerst  «  positiv,  so  sind  «K^ei,  aa-^e^i 
««3^3  beziehlich  mit  a^q,  «.^c^,  K^e^  gleichgerichtet,  und  verhalten  sich 
zu  ihnen  wie  k:1,  also  gilt  dasselbe  (nach  218)  auch  für  die  pro- 
jicirten  Linien,  das  heisst,  EB  ist  mit  EA  gleichgerichtet,  und  seine 
Länge  verhält  sieh  zu  der  von  EA,  wie  k:  1;  da  nun  ii  mit  EB  und 
a  mit  EA  gleiche  Länge  und  Richtung  hat,  so  sind  auch  a  und  h 
einander  gleichgerichtet,  und  verhalten  sich  ihrer  Länge  nach,  wie  1 : «. 
Ist  aber  «  negativ  =  -—  ß,  so  sind  aa^e^,  aa^e^,  ««3^3,  das  heisst, 
—  ß<t,e^,  — ßcc^e^,  —ßtx^e^,  die  Projektionen  von  EB,  f  und  sind  (nachlW 
216)  denen  von  EA,  nämhch  a,e,,  a^^'  "s^a  entgegengesetzt  gerichtet, 
somit  sind  die  von  BE,  nämlich  ßa^Cj,  ßa^e^,  ßa^e^,  mit  denen  von 
EA  gleichgerichtet,  und  ihre  Längen  verhalten  sich,  wie  ß :  1,  also 
sind  auch  BE  und  EA  gleichgerichtet,  und  verhalten  sich,  wie  ß:l, 
also  sind  EB  und  EA  und  ebenso  also  auch  b  und  a  einander  ent- 
gegengesetzt gerichtet,  während  ihre  Längen  sich  noch  wie  ß  :  1  ver- 
halten. 

222.  Die  Summe  «yl  -f  (5B  +  - ■  ■ ,  in  ivelcher  A,  B,  ...  Funkte, 
cc,  ß,  ...  Zaiilen  sind,  ist  eine  Strecke  oder  ein  vielfacher  FunJd,  je  nach- 
dem a-j-  ß+  ■■■  gleich  oder  ungleich  Null  ist,  tmd  swar  ist 

im  ersten  Falle 

<,A  +  ßB  +  ■■■  ^  a(Ä-  R)  +  ß(B--  K)  +  -■■, 
im  zweiten 
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aÄ  +  ßß+---^(a-\-ß  +  -.-)S, 

WO 

y  >  ü  —  ii ^-j^^-j^':.: ) 

und  R  ein  beliebigei-  PunM  ist. 
Beweis,     Ea  ist 

A^n-^Ä-R,    B=^R  +  B-R,  .... 
Setzt   man   diese  Werthe   in  don   Ausdnick   aÄ  -\-  ßB  -\-  ■■■   ei 
erhält  man 

„A  +  ßJi  +  -.-{a  +  ß  +  --)B  +  a{A-S)  +  ß(H  -  R)  - 
Also  erstens,  wenn  ß  -j-  ^  -|-  ■  ■  ■  =  0  ist, 

=  a(Ä  —  R)  +  ß{B  —  R)  +  ..-, 
Tat  hingegen  a  -\-  ß  -\-  ■■  ■  von  Null  verschieden,  etwa  gleich  is,  so 


aÄ  +  ßB  +  .- 

■  —  aB  +  „(Ä~S)  +  ß[B  —  B)  + 

-o/E  I  «(^--S)  +  l^(2~S)  +  ■■■^ 

"V'  +                    ,                  } 

—  oS, 

wenn 

.  s  +  ^  — S+J'?  "-*'-i:_: 

das  heisst, 

gesetzt  ist. 
t7         Zusatz.    IVenH  ^  w«(?  .B  Punkte  sind,  so  ist  A  —  B  die  f  Strec/ce, 
welche  mit  der  geraden  Linie  BA  gleich  lang  und  gleichgerichtet  ist. 

Beweis.  Nach  216  ist  A  —  E  eine  Strecke,  welche  gleich  laug 
und  gleichgerichtet  ist  mit  der  geraden  Linie  EA,  und  B  —  E  eine  mit 
EB  gleich  lange  und  gleichgerichtete  Strecke;  nun  ist 

A~B==(A~E)  —  {B  —  E), 
also 

-{A-  E)  +  (E  -  B)  -  (E  -  B)  +  (A  -  li). 

Da  nun  E  —  B  und  A  —  E  Strecken  sind,  die  mit  BE  und  EA 
beziehlicli  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sind,  so  ist  ihre  Summe 
(nach  220J  mit  BA  gleich  lang  und  gleichgerichtet,  da«  heisst,  A—-  B 
mit  BA. 

Anm.  Hierdui'oh  sind  also  die  Strecken  auf  Differenaen  tchi  Punkten  nuiück- 
gefülirt,  und  ihre  dareh  stetiges  Aneiaanderlegen  gebildete  Summe  stellt  sich  ale 
eine  Summe  solcher  Differenzen  dar,  in  denen  sich  der  Endpunkt  jeder  Strecke 
mit  dem  Anfangspunkte  der  nächst  folgenden  auöieht. 

223.      fTmn  man  von  einem  beweglichen  Funkte  (R)  nach  einer 
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Seihe  fester  Punkte  (Ä,  B,  ...)  gerade  Linien  sieht^  und  diese^  nach  Tzon- 
stante».  Verhältnissen  (1 : «,  1 :  (3, . . .)  ändert  (so  das8  äaämch  dte  Linien 
BÄ',  ÜB', . . .  hervorgehen,  welche  mit  BÄ,  BB, .  hetehltch  gleich  oder 
entgegengesetzt  gerichtet  sind,  je  nachdejn  a,  ß,  ■ .  ■  positiv  oder  negativ 
sind,  und  sich  ihrer  Länge  nach  m  BA,  BB,  ...  verkalten  wie  die 
Zahlen  tt,ß,...  zur  Einheit),  itnd  dann  die  so  erhaltenen  Linien 
(BÄ',  BB  ),  ohne  täre  Sichtung  und  Lange  m  andern,  stetig  an- 
einander legt,  so  Jiat  dte  Linie  (BIP)  vom  Anfangspnnlt  (B)  der  ersten 
mm  Endpunkt  (P)  der  letzten  folgende  Eigenschaft 

1)  wmn  die  Summe  dm  Yerhaltnissgahlen  (a  ß,  )  null  ist,  so  ist 
diese  Linie  (RP)  ?o»  Konstanter  Lange  und  Bichtung, 

2)  Mvjm  die  Summe  der  Veritaltmsssahlen  ungleich  Null  ist,  so  geht 
diese  Linie  {BP)  durch  einen  festen  Punkt  (S),  welchem  von  dieser  Linie 
{BP)  den  so  iieltm  Thfil  dbbchneidet  als  jene  Summe  (a -\- ß -\~  •  ■  ■) 
'beträgt. 

Bewei«    Dbi   '^atz  ist  um  em    mderei  Woitrasdiuek  von  222. 

Anm.  Der  P  nkt  S  lat  bekiantlieh  der  Si-bwerponkt  ewi  clien  tlon  Punkten 
A,  B,  .  .  , ,  \\enn  deren  Gpw  ckie  sich  wie  r     (i  verhalten    hier  wird  er  nafcur- 

gemäss  den  Namen  Nmnmenj  unkt  fuhren 

224.    Uti   Summenpujilt  S  det  Summe  «  1  +  /JJ  +  ■■-,  in  ivelcheri-i^ 
a  -\-  ß  -\-        ^0  ist   hat  dw  Ei-aenschaff,  da  s 

tt{A  —  S)  -\-  ß{B  —  b)  -{-  ■■  ■  ^  0 
ist;  und  kein  sweiter  Punkt  hesitst  diese  Eigenschaß. 

Beweis.    Denn,  setzt  man  in  222  (*)  den  Punkt  li  =  S,  so  wird 


S-S  = 


<,(A~S)  +  ß{B-S)..\.  . 


das  heisst, 

0^.a(A-S)  +  ß(B~S)-\----. 
Soll  diese  Gleichung  noch  für  einen  zweiten  Punkt  B  gelten,  also 
0  =  a{A  '-  B)  +  /5(B  -  Ji)  +  . . . 
sein,  so  orhiilt  man  durch  Subtraktion 

0-«(E~S)  +  /i(S-S)  +  ... 
-(»  +  /!  + ■■■)(«-&•), 
also,  du  a  -{-  ß  -\-  ■■■  (nach  Hypotheais)  migleicli  Null  ist, 

0==E-  S, 
also  B  =  S,  das  heisat,  es  giebt  keinen  zweiten  von  S  voraehiedencn 
Punkt,  der  jene  Eigenschaft  hat. 

325.  LHe  Summe  zweier  einfachen  Pmtkte  ist  gleich  ihet  doppeltm 
Mitte,  und  die  Summe  zweier  vielfachen  Pwilte  ist,  wenn  die  Koefficienten 
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gleich  beeeichnef  sind,  ei»  vielfacher  PunlU,  tlessejt  Koefßcient  die  Summe 
der  Koefficienten  der  Summanden  ist,  und  dessen  Ort  swischen  den  Orten 
der  Summanden  so  liegt,  dass  er  von  ihnen  im  umgekehrten  Verhältnisse 
ihrer  Koefficienten  absteht,  hingegen,  wenn  die  Koefficienten  entgegengesMst 
hemehnei  und  numerisch  niekl  gleich  sind,  ein  vielfaclier  Funkt,  dessen 
Koefficient  die  algebraisdte  Summe  der  Koefficienten  der  Summanden  ist, 
und  dessen  Ort  in  der  Verlängerung  der  geraden  Linie,  welche  die  Orte 
der  Summanden  verÜndet,  so  liegt,  dass  er  von  diesen  Orfm  im  iimge- 
l'elirten  Verhältnisse  ihrer  Koefficienten  db&teht. 
Beweis  liegb  umnittelbar  in  222. 

236.  Die  Summe  eines  einfachen  Punktes  und  einer  Strecke  ist  der 
Endpunkt  der  geraden  Linie,  welche  dieser  Strecke  gleich  lang  und  gleich- 
gerichtet ist,  und  deren  Anfangspunkt  der  gegebene  Punkt  ist. 

49         Beweis.     Es  sei   die   gerade   Linie   AB  gleich  lang  und   gleich- 
gerichtet mit  der  Strecke  p,  so  ist  {nack  222,  Zusatz) 

Ji-A  =p. 
Also 

A-^-p^  Ä-j-  B  —  A--=B. 

237.  Die  Summe  eines  a-fachen  Punktes  (aA)  und  einer  Strecke 
(p)  ist  der  a-fache  JEndpunkt  einer  geraden  Linie  (AB),  dere}z  a-faches 
mit  dieser  Strecke  (p)  gleich  lang  und  gleichgerichtet  und  deren  Anfangs- 
punkt (A)  der  gegebene  Punkt  ist. 

Beweis.  a^+ii  =  a(^+  |), 

also,  wenn  das  K-t'ache  von  AB  mit  p  gleich  lang  und  gleichgerichtet 
ist,  also  AB  mit   — ,  bo  ist 


ccA  -^p  =  a(X  +  7J  "--  Ä)  =  dB. 
Anra.  Die  Addition  der  Punkte  ist  zuerst  (1827)  von  Möbiui  m  seinem 
barjcentriBchen  Kalkül  gelehrt  worden.  Die  Addition  der  Strecken  scheint  Buerst 
Toii  Bellavitis  in  mehrere»  Aufsitzen  (1836,  1837)  der  Annali  dellj  -cienze  del 
regno  Lomhardo -Veneto  veröffentlicht  zu  sein.  Ganz  unabhängig  daTon  let  die 
Bearbeitung  meiner  Ausdehmingslehre  Ton  1844  (§24,  §  101  — 1021,  m  welchei 
ituch  Kuorat  der  Znaammenhang  zwischen  beiden  Additionen  ans  Licht  geiteUt  ist 
Es  fehlt  jedoch  sowohl  in  jenen  Werken  als  auch  in  diesem  der  Na  hweis  dass 
es  keine  andere  Addition  der  Punkte  und  Strecken  giebt,  als  die  hier  angegebene, 
und  dennoch  erscheint  dieser  Nachweis  nothwendig,  wenn  jene  Addition  als  eine 
wirkliche  Addition  jener  Grössen,  und  nicht  bloss  als  eine  abgekürzte  Schreibart 
aufgefaast  werden  soll,  wie  letzteres  Möbius  will.  Es  ist  daher  zu  /eigen,  diss 
der  allgemeine  Begriff  der  Addition,  wenn  er  ins  Besondere  auf  Punkte  (oder 
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a    li       f    t      k  gl  L  t  I    M    g)       ^  It        d  11 

k  d  i    d       h      d    g    t  ilt     4.dd  t       1    f  m  k  im 

ZdmEd        tunlitda       llmiuBtmmgfthlt         d 
k         Vknittng        mttkGgtlll        Ih  1     tmmt 

CfcmEiu       bunl         mdrfd        mit       Btm  mthmtL 

a        dru  k  All    'V     k  üpf    g  ml    h     (j  m  d     A  t 

d       j  d    Öl     huig  w  1  t      w     h  mV  P     kt        t  ttfi   1  t         h 

b    t  h      bl   b  w  nn  m        tatt  d  P  mit    d         ti      h    d      P    1 1 

e         k  ng       te    V  t  t      D     AdU  d      bti  kt  t  1dl 

b    1:  mmt    d  t        d  &       df    m  1 

■)+&  =  (,+  11 

+  (h   ]-    )^      +b  + 
3)  a-\-  b^h  =^  a, 
i)  r,  —  h  -\-  }.  =^  ,1 
gelten,   und  da&a  .iu»aerdem  die  duicli   dae  Veikauiitung  entstehend bh  Gilbspu  m 
möglichst  weitem  Umfang  yon  gleicher  Gattung  sem  müssen,  wjp  die  vetknuptten 
Diese  letztere  Beatimmung  mu's  noch  lodiTiduahsirt  weiden 

Da  nach  dei  diitten  GiundtormPl,  au(h  wemi  A  und  jB  {  emfarhe  !  Punktt  smd, 


ilhii  I  ebent  ilK  , 


A  +  B  —  B  =  Ä 
ijmtL''lM'  Pimkt,  und  mih  dn  t 


ml  dutten 


A  +  B  -  A  =B, 
also  atidi  em  { einlach 'i )  Punkt  ist,  so  liegt  die  Annahme  nahe,  dais  auch 
A-\-  B  —  C  aii  ,  einfacher  [  Punkt  au  SPtzen  ist  Doch  gemlgt  ei,  diese  Annahme 
nui  tui  den  Fall  au  machen,  liass  C  die  Mitte  zwischen  4  und  B  ist  Wii  machen 
also,  um  der  angefühlten  Bestimmung  ^u  genügen,  die  Annahme,  „da?E  wenn  G 
die  Mitte  zwischen  den  {einf<i£henj  Punkten  A  und  B  ist,  {und  (,'  als  einfachei 
Punkt  aufgefaaet  wird, }  allemal  A  -\-  B  ~  0  wieder  ein  |  einfacher )  Puulf t  sei  ' 
Hiermit  sind  die  nothwendigfn  Annihmen  erschö|jft 

Ziinäi,hat  folgt  aus  dem  Gelten  dei  Tier  fTrundfonneln  das  bolten  aller  all 
gemeinen  Additions  und  Subtrakfcionegesetze  Demnächat  beweise  leh,  dais,  wenn 
dei  Punkt  C  die  Mitte  zwischen  den  Punkten  .1  und  B  y^t   A-\-B      0^0  «ei 

Es  sei  A  +  B  ~  0^  X  gesetzt,  so  kann 
Y  nii-ht  Ton    C  verBchieden   sein     Denn    ange  i  B  3 

nommen,  X  wäie  TonCverschieden  |¥glFigdj, 
so  Ttildjigere  man  XC  um  sich  selbst  bis  Y,  so 

dais  XG  =  Cl   wird     Dreht  man  nun  die  Figni      ^'  ~^^  ^ 

welche  die  Punkte  A,  B,  0,  X  enthält,  innerhalb  y 

dei  Ebene,  in  welcher  diese  Figui  hegt,  um  den  V 

Punkt  C  keiam,  bis  sie  einen  Winkel  von  180" 

beschiieben  hat,  so  fallt  nun  A  dahin  ^i>  vorher  Ji  S  dthm,  wo  imhci  i  hg, 
und  i  fallt  auf  "1 ,  das  he3l^st,  dei  Verein  A,  B,  C,  \  ist  knngiueni  ili  m  ^  •  icm 
Jl    i,  C,  1      D,i  nun  nach  dei  Annahme 

A  +  B       ('=  \ 
wai ,    so    mui^    nach    dei    obigen    Bedingung ,    welcher    alle    geoi  letriscljcu    Vei 
knupfungrti  nnterliegen,  diese  Gleichung  auch  noch  bestehen  bleiben    wenn  m\n 
statt  A,  B,  C,  X  bezieUich  B,  A,  C,  Y  setzt,  also 

B  4-  ^  _  C  =  r. 
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Alsn  Jiiit  man 

y  =  B  +  Ä  -  G=  Ä  +  £        G      (,na  t  Gn  1  ffo  !  el  1 

=  "X  (nicli    Itmabme) 

1       1   =  \      E         Ulli  X  dadarch    da«';  mm  XC  um  sitt  selbet 

1    g    t    1       1        11    1      1       t  \    ueammen  fallen    ao  mi  s    \  1 1  C  fallen 

1     h      t  tx:=6     1      i4B  — C=t 

B      gt  m  d  tl      h         (7  luf  die  re  1  te  Seiti-    bu  uli  It  mm 

A  +  B-^if 
1      h       t      d     &      m      w         i       f    t     [  Punkte  i'<t  disD  riPlte  de;,  m  de   MttL 
1  h      b    d      1    e     l       (      fach     )  Punttee." 

E  n  nun  AB  und  CD  zwei  beliebige  gera.de 

Lm  irleicher  Länge  und  Riclitung,  so   ist  das 

^  Viereck  j1SI>C  ein  Parallelogramm.    Die  Diagonalen 
mögen  sieh  in  E  schneiden  { rgl.  Fig.  4 ) .    Da  nun 
die  Diagonalen  eines  Parallelogramms  sich  halbiren, 
so    ist  E  sowohl   die   Mitte   zwischen  A  und  B,  als 
auch  zwischen  B  und  (7,  das  heisst,  es  ist 
^  +  D  =  2i'  =  .B  +  a,  also  A-\-D  =  B  -\-  G. 
Bringt  man  in  dieser  letzten  Gleichung  D  und  B  auf  die  andere  Seite,  so   er- 
hält man 

A~B  ^  0~  I>. 

Uuigekelart ,  wenn  diese  letzte  Gleichung  gilt,  so  gilt  auch  die  vorhergehende 
A  -\-  B  !=  B  ■}-  G ,  das  heisst,  die  Mitte  awischen  A  und  Z>  mnss  zugleich  Mitte 
zwischen  B  und  C  sein,  das  heisst,  das  Viereck  ABBC  muss  ein  ParalleJogramm, 
alao  AB  mit  CD  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sein. 

Daraus  folgt  der  Satu:  „Eine  Differena  A  —  B  zweier  (einfacher)  Punkte  ist 
einer  Differenz  (7—  B  zweier  anderer  { einfacher )  Punkte  dann  und  nur  dann  gleich, 
wenn  AB  und  CD  gleich  lange  und  gleichgerichtete  Linien  sind."  Nennt  man.  der 
Kürze  wegen  die  Differenz  .A — B  oder  — B-\-A  eine  Strecke,  B  ihren  Anfangspunkt, 
A  ihren  Endpunkt,  so  folgt  sogleich  der  Satz:  „Strecken  (von  gegebener  Richtung 
und  Länge)  addivt  man,  indem  man  sie  (ohne  ihre  Richtang  imd  Linge  zu  yei 
ändern)  stetig,  das  heisst,  so  aneinander  legt,  dass  der  Endpunkt  einer  jeden  mit 
dem  Anfangspunkte  der  nächstfolgenden  zusammen  fällt;  dann  ist  die  Strecke 
welche  den  Anfangspunkt  der  ersten  Strecke  zu  ihrem  Anfangspunkt  und  den 
Endpunkt  der  letzten  za  ihrem  Endpunkte  hat,  die  Summe  jener  Strecken."  Denn 
in  der  That,  es  sei  zum  Beispiel  dio  erste  Strecke  gleich  — A~\-B^  die  zweite 
gleich  — S  +  C,  die  dritte  gleich  — O+U,  so  ist  die  Summe 
=  —  A-\-B  —  B-\'0-C-\-I)  =  -A-\-I>, 
was  ZH  beweisen  war. 

Pur  die  Division  einer  Strecke  dnvch  eine  ganze  positive  Zahl  ist  noch  die 
Bestimmung  zu  machen,  dasa  der  Quotient  wieder  eine  Strecke  sei  (wobei  unter 
Strecke  hier  immer  die  Differena  zweier  Punkte,  also  eine  Strecke  von  gegebener 
Länge  und  Eichtung  verstanden  ist).  Dann  folgt  nach  der  bekannten  Sehlusa- 
weiee,  dasa  das  Produkt  einer  Strecke  in  eine  beliebige  ganze  oder  gebrochene 
rationale  oder  iiTationale  Zahl  a  wieder  eine  Strecke  ist,  welche  der  gegebenen 
gleichgerichtet  oder  entgegengesetzt  gerichtet  ist,  je  nachdem  a  positiv  oder 
negativ  iat,  und  deren  Länge  eieh  zu  der  Länge  der  gegebenen  Linie  wie  a  zu  1 
verhält. 
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Hierdurah  löst  siak  dann  die  allgemeine  Aufgabe,  die  Summe  aA  -{-  hB  ~\ —  ■ 
zu  finden,  wo  a,  &,  ...  Zahlgrösaen,  Ä,  B,  ...  [eutSucke]  Punkte  sind.  Mämlich 
für  jeden  beliebigen  { einfachen  1  Punkt  B  ist 

aA  +  hB^ =(a  +  &H )  B  -j-  a{A  —  M)  -[-  b{B  —  E)  +  ■  ■  ■ . 

Wir  untei'Rclieiden  zwei  Fälle,  je  nachdem  n  -|-  ft  +  ■  ■  ■   null  ist,   oder  nicht.     Im 
erstereu  Falle  wird 

aA  +  hB-\ ^a{Ä  —  B)-i-b(B  —  R)-\ ,  15 

also   gleich   einer  Strecke,  weiche  nach   dem  Obigen  konstruirbai  ist.     Zweitens, 

wenn  a-\-h-{ =  s  ^  0  ist,  so  wird 

aÄ  +  bB-\ =  sB  +  a{J.-Ä)  +  &{B-ü}H . 

Hiei  ist  a{A  —  B)-\-b{B  —  B)-\ eine  Strecke;  der  s-te  Theil  dieser  Strecke 

-.61  BO  gelegt,  dass  Ä  sein  Anfangspunkt  ist;   dann  sei   sein  Endpunkt  mit  ä'  be- 
zeichnet, 80  ist 

a(A^ B)  +  b{B  —  B)  +  -  ■ .  '=  s(S -  B). 

Dieser  Weith  in  die  obige  Gleichung  eingesetzt,  giebt 

aA-\-bB-\ =sB  +  s{S—B) 

=  sS, 
wodurch   die  Aufgabe  Tollstänclig  gelöst,   und  der  Begriff  der  Addition   einfacher 
und  vielfacher  Punkte  nnd  Strecken  vollkommen  bestimmt  ist,  und  zwar  in  Har- 
monie mit  den  im  Hauptteite  gegebenen  Beatimmungen, 


§  2.     Bäamliche  Gebiete. 

328.  Erklärung.  Unter  einem  unendlich  entfernten  Punkte 
seien  die  RicMungen  einer  geraden  Linie,  unter  einer  unendlich  ent- 
fernten geraden  Linie  die  sämmtliclien  Richtungen  einer  Ebene, 
unter  einer  unendlich  entfernten  Ebene  die  sämmtlichen  Rich- 
tungen des  Raumes  verstanden,  das  heisst,  es  sei  von  zwei  parallelen 
geraden  Linien  gesagt,  dass  sie  einen  unendlich  entfernten  Punkt  ge- 
mein haben,  von  zwei  parallelen  Ebenen,  dass  sie  eine  unendlich  ent- 
fernte gerade  Linie  gemein  haben,  und  von  allen  unendlich  entfernten 
Punkten  und  geraden  Linien,  dass  sie  in  einer  unendlich  entfernten 
Ebene  liegen. 

um  die  räumlichen  Grössen  erster  Stufe,  das  heisst,  die  einfachen 
oder  vielfachen  Punkte  und  die  Strecken  (von  gegebener  Länge  und 
Richtung)  auf  gleiche  Weise  behandeln  zu  können,  will  ich  aagen,  der 
Ort  einer  Strecke  sei  der  unendlich  entfernte  Punkt,  welchen  die  dieser 
Strecke  parallelen  Linien  gemein  haben,  oder  auch,  es  sei  jene  Strecke 
eine  Cfrösse  erster  Stufe,  welche  in  diesen  Linien  in  unendlicher  Ent- 
fernung liege.  Auch  will  ich  der  Einfachheit  wegen,  um  den  Ausdruck 
räumliche   Grössen   erster   Stufe   durch  einen  einfacheren  zu  ersetzen, 
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Lj^'iowohl  de  emiaclien  uiiii  vieltachen  f  Punkte   als  auch  die  Sfcieeken 
kiizwe^  luiikte  nennen    unl  zwar  die  letzteren  unendlich  entfeinte 

Aam  Zum  Wlslii  lei  i lumliclieii  Giosten  wie  1er  I  ro  sen  ubeitaupt 
gehurt  ein  heabmintör  metrischer  Werth  vermöge  dessen  5ie  {m  be  timmten  Ver 
htltniBBen)  Termehtt  uder  Termmdeit  weiden  kinnen  Dieser  wrrd  1  ei  den  ein 
fachen  und  vielfachen  Punkti'n  duich  den  Zahlkoefhcienten  dargestellt  hei  den 
Strecken  durch  ihre  Lange 

Eb  wurde  an  eich  noch  mogbch  sem  unendlich  entfernte  Punkte  anzunehmen 
deren  metn^chei  Weith  nicht  durch  die  Lmge  einer  Strecke  aondeni  duich  einen 
Zahlkoefficienten  dargestellt  wire  das  heiest  welche  aui  dem  vielfacten  Punkte 
aA  dadurch  heivorgingea  dasB  man  ohne  a  zu  ändern  den  Punifc  J.  ma  Un 
endliche  verlegte  AUein  was  dadurch  hol 701^114,6  wörde  nie  man  leicht  leht 
ganz  den  Charakter  des  Unendlichen  an  ^1  li  tragen  mBofem  es  luich  Hinzu 
fngung  emer  entliehen  diösae  (eines  enllich  entfernten  Punktes  oder  auch  einer 
Strecke)  gar  mcht  verindert  Tiurde  Mit  solchem  Unendlichen  darf  aber  über 
haupt  gut  nickt  gerechnet  weiden,  weil  kein  ilgebrais  he?  Cesetz  für  dis  XJnend 
hche  gilt  und  die  Analysii  des  Unendlichen  übeihaupt  nui  lann  zu  richtigen 
Reaultaten  führen  kann  wenn  iian  las  Folsclie  was  man  durch  Annahme  des 
Unendlichen  hineingebracht  hat  no  h  vor  der  Ableitung  irgen  1  eines  Resultates 
wieder  hpriussckafft  Die  Strecke  dagegen  obgleich  man  sich  der  Beqnemlich 
1  eit  wegen  den  Au  druck  gestatten  dirf  dass  ihr  Ort  unendhch  entfernt  sei  ist 
loch  eine  endliche  diosae  indem  sie  durch  Hmzufugung  jeter  von  Null  vei 
schiedenen  Grosse  '■ich  ändeit 

329  Alle  bUecken  des  Raumes  lassen  sicJ  aus  heltehgfn  dta 
Sti  ecken,  welche  nicht  Einer  Ebene  parallel  sind,  numerisch  ableiten 

Beweis    E«  =<Lien  a,  b,  e  drei  Stieckej,  welche  nicht  Emer  Ebene 
pdiallel     md    md  t   eine  belu-hige  Strecke     von  dei   gezeigt   weiden 
,  &0II     da&s    «le    d.u?    all 

ji  numeriach  ableitbar  ist. 

Man  ziehe  von  einem  be- 
Hebigen  Punkte  D  die  mit 
«,  b,  c,'c  gleich  langen  und 
gleichgerichteten  Linien  D  A , 
l)B,2)ß;DE  {vgl.  Fig.  5), 
so  ist  (nach  222,  Zusatz) 
A  —  D  =^  a,  B  -  D^b, 
— A    G  —  I)=^c,    E  —  I>  ^  e. 

/■,._..„- ., ___. -^      Ferner   ziehe   man   durch  E 

/  "'  die  Parallele  mit  D  C,  welche 

■:  die  Ebene  ABD  in  F  treffe, 

durch   F  die    Parallelö    mit 

BB,  welche  DA  in  G  treffe,  so  ist  DG//DA,   GF//DB,  FE//DC. 

Es  möge  sich 

DG:DA=^a:i,    GFiDB '^  ß:l,    FE:DC=y:l 
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algebraisch   (das  lieisst,  auch  dem  Vorzeichen  nach)  Terhalteii,    so  ist 
(nach  221) 

G  —  D  =  a{A  —  I))  =  aa,  15 


Also  a<:Idirt 
d^s  heisst 


E—  D=^aa  +  ßb-i-yc, 


e  =  aa  -{-  ßh  -\-  yc. 

230,  Äih  SlrecJcen  einer  JEbene  lassen  sich  aus  heliddgen  swei  ein- 
ander nicht  parallelen  Strecken  der  Ebene  numerisch  ahleiten. 

Beweis.   Es  seien  a,  b  zwei  nicht  parallele  Sta:eeken  einer  Ebene 
und  d  eine  beliebige   Strecke   der  Ebene,  von   der 
gezeigt  werden  soll,  dass  sie  aus  a  und  b  numerisch         ^ 
ableitbar   ist. 

Man  ziehe  von  einem  beliebigen  Punkte  C  der 
Ebene  die  mit  a,  b,  d  gleich  langen  und  gleich- 
gerichteten Linien  CA,  CB,  CD  {vgl.  Fig.  6j,  ziehe 
durch  D  eine  Parallele  mit  CB,  welche  CA  in  E 

treffen  {möge},  so  ist  CE/jCA,  ED/IGB.    Es  ver-    ^^ __^I Z 

halte  sich  algebraisch 

CE:CA  =  a:l,    ED:CB  ==  ß:\, 

so  ist  (nach  221) 

E— C  =  r(^  — C)  =  «ß, 

I)  -E^ß(B^C)^ßb, 
also 

1)  ~  C'=  Rö  +  ßb,   das  heisst,  d  •=  aa  -\-  ßb. 

{330a.  Alle  Strecken  einer  Geraden  lassen  sich  aus  einer  beliebigen 
Sirecke  der  Geraden  numerisch  ahleiten. 

Beweis.  Es  seien  a  und  b  zwei  Strecken  derselben  Geraden;  es 
soll  gezeigt  werden,  dass  die  Strecke  b  aus  a  numerisch  ableitbar  ist. 

Man  ziehe  von  einem  beliebigen  Punkte  ü  der  Geraden  die  mit 
a  und  b  gleich  langen  und  gleichgerichteten  geraden  Linien  CA  und 
CB]  dann  ist  (222,  Zusatz) 

a^  A—  C,    b=B  —  C. 
Verhält  sich  nun  algebraisch  CB  -.CA  =  a:\,  so  ist  (nach  221) 

B  —  C-^aiA  -C)  =cca, 
das  heisst 

b  =  cca; 
also  ist  h  wirklich  aus  a  numerisch  ableitbar. ) 
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Aj.     Absclmittl.    Kapitels.    §2.    Nr.  231-235, 


Also  addirt 


231.  Wenn  zwischen  drei  Strecken  eine  Zaiübemhung  Jierrscht,  so 
sind  sie  Einer  Ebene  parallel. 

Beweis.     Es  seien  a,  h,  c  die  drei  Strecken  und 

C  =  Kfl  +  |5& 

ihre  Zaiilbezieliung.     Sollten   a  und   b  parallel 
sein,  so  würde  auch  c  ihnen  parallei  sein,  mid 
///#    es  also  unendlich  viele  Ebenen  geben,  mit  wel- 
chen «,  h,  c  zugleich  parallel  sind.    Ist  a  nicht 
parallel  b,  so  ziehe  man  {vgl.  Fig.  7)  von  einem 
beliebigen  Punkte  J)  eine   Linie   DA,  welche 
mit  a  parallel  ist  und  sieh  zu  «  verhält  wie  ct:l,  und  von  A  eine 
Linie  AB,  welche  mit  &  parallel  ist  und  sich  '/.u.  h  verhält  wie  /J :  1, 

so  ist  ,         r, 

A  —  T)  =  aa, 

B  —  A^  ßb. 

Folglich  ist  c  eben  so  wie  a  und  b  der  Ebene  ABD  parallel. 
55        232.    Alle  Punkte  des  Raumes  lassen  sich  numerisch  ableiten  aus 
beliebigen  vier  Pimlcten,  welche  nicht  in  Einer  Ebene  liegen;  ins  Besondere 

1)  aus  änem  endlich  entfernten  Pimhie  und  drei  nicht  Einer  Ebene 
parallelen  Strecken, 

2)  aus  swei  endlich  entfernten,  nicht  susammenfallenden  Punkten  und 
ewei  Strecken,  tvelche  nicht  Einer  durch  jene  &wei  Punkte  gelegten  Ebene 
parallel  sind, 

.3)  aus  drei  endlich  entfernten  Punkten,  die  nicht  in  Einer  geraden 
Linie  liegen,  und  aus  einer  Strecke,  die  der  durch  die  drei  Punkte  gelegten 
Ebene  nicht  parallel  ist, 

4)  aus  vier  endlich  entfernten  Punkten,  die  nidit  in  Einer  Ebene  liegen. 

Beweis.  1.  Ea  seien  a,  b,  c  drei  nicht  Einer  Ebene  parallele 
Strecken  und  d'  =  8D  ein  endlich  entfernter  Punkt,  I)  sein  Ort  und 
e'  =  sE  ein  beliebiger  endlich  entfernter  Punkt  und  E  sein  Ort;  und 
sei  zu  zeigen,  dass  e'  aus  a,  h,  c,  d'  numerisch  ableitbar  sei.  Nach 
229  ist  die  Strecke  E — - 1)  aus  «,  b,  c  numerisch  ableitbar;  ea  sei 
E  —  I)  =  aa  +  ßb  +  yc, 


düs  keisst, 


i-=Ü  +  ßß  +  ^?,  +  yc 
l==^^aa-\-ßh-{^yc, 


^.^d-  +^aa-\-^ßh-\-syc, 
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(laa  heisst,  (s  aus  a,  h,  c,  d'  numerisch  ableitbar,  Ist  der  abzuleiteudp 
Punkt  ein  unendlich  entfernter,  das  beisst,  eine  Strecke,  so  ist  diese 
(nacb  229)  schon  aus  a,  h,  c,  also  auch  aus  a,  &,  c,  d'  numerisch 
ableitbar  (=  aa -{-  ßh -\- yc -^  Od'). 

2.  Es  seien  a,  h  zwei  Strecken,  c  =  yC,  d'  =  SD  zwei  endhch 
entfernte  Punkte,  C  und  D  ihre  Orte,  und  sei  vorausgesetzt,  dass  sich 
durch  C  und  D  keine  mit  a  und  h  parallele  Ebene  legen  lasse.  Man 
setze  C — D  =  c,  so  sind  a,  h,  c  drei  nicht  Einer  Ebene  parallele 
Strecken,  folglich  {ist)  jeder  Punkt  e'  (nach  Beweis  1)  aus  a,  6,  c,  A' 
numerisch  ableitbar.  Setzt  man  in  dem  Ausdrucke  dieser  Ableitung 
statt  c  seinen Werth  ^  G^H,  das  heisst,  —  ■ —  ^i  s«  erhält  man  einen IBC 
Ausdruck,  durch  welchen  e'  aus  a,  h,  c,  d'  numerisch    abgeleitet  ist. 

3.  Es  sei  a  eine  Strecke,  V  =  ßB,  c'  =  j-C,  d'  =  dl)  drei  end- 
lich entfernte  Punkte,  B,  C,  D  ihre  Orte,  und  sei  vorausgesetzt,  dass 
a  nicht  mit  der  Ebene  SüB  parallel  sei.  Man  setze  B  ~  D  =  h,  so 
ist  (nach  Beweis  2)  jeder  Punkt  e  aus  a,  h,  c  ,  d'  numerisch  ableitbar. 
Setzt   man  in  dem  Ausdrucke  dieser  Ableitung  statt  6   seinen  Werth 

B  —  T),  das  heisst  -5^ j-,   so    erhält   man    eiuen   Ausdruck,   durch 

welchen  e'  aus  ö,  V ^  c',  d'  numerisch  abgeleitet  ist. 

4.  Es  seien  d  =  uA,  b'  =  ßB,  c'  =•  yC,  d'  =  SB  vier  endlieh 
entfernte  Pmikte,  A,  B,  C,  B  ihre  Orte,  und  sei  vorausgesetzt,  dass 
diese  Punkte  nicht  in  Einer  Ebene  liegen.  Man  setze  A  —  D  =  0, 
so  ist  (nach  Beweis  3)  jeder  Punkt  e'  aus  a,  b',  c' ,  d'  numerisch  ab- 
leitbar. Setzt  man  in  dem  Ausdrucke  dieser  Ableitung  statt  a  seinen 
Werth  ^'— "IT,  so  erhält  man  einen  Ausdruck,  durch  welchen  e'  aus 
«',  V,  c,  d'  numerisch  abgeleitet  ist. 

Änm.  Das  erste  der  vier  im  Satze  beEeidineten  Ableitungssysteme  ist,  wenn 
dis  drei  Strecken  gleich  lang  aind,  das  gewöhnliehe  ParallelkoordinateiiBystem, 
das  letzte  ist,  wenn  die  Punkte  einfach  aind,  das  barycentrische  von  Möhias, 
wenn  sio  hsliehig  Bind,  das  ailgemeioste  lineale  Koordinatensystem,  wie  ea  von 
Plüoker  und  anderen  behandelt  ist. 

233.  Alle  Punlcte  der  Ebene  lassen  sich  aus  beliebten  drei  nicht 
in  gerader  Linie  liegenden  Piihicten  derselben  numerisch  ableiten. 

Beweis  wie  in  232. 

234.  Alle  Punkte  der  geraden  Linie  lassen  sich  aus  beliebigen  zwei 
räitmlich  verschiedenen  BanJiten  derselben  numerisch  ableiten. 

Beweis  wie  in  232. 

235.  Wenn  drei  Punkte  in  einer  Zälüheziehung  m  einander  stehen, 
so  liegen  sie  in  Einer  geraden  Linie. 
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57         Beweis.    Es  seien  a,  h,  c  die  drei  Punkte,  unii 
a  =  ßb  -{-  yö 
ihre  Zahlbeziehang. 

Sind  h  und  c  tmendlich  entfernt,  das  heisst  Strecken  (nach  228),  so 
ist  (uaeh  221  und  220)  auch  a  eine  Strecke.  Nach  231  sind  dann  die 
drei  Strecken  a,  b,  c  Einer  Ebene  parallel,  das  heisst  (nach  228),  a,  h,  c 
sind  unendlich  entfernte  Punkte,  die  in  Einer  uncndhch  entfernten  ge- 
raden Linie  liegen. 

Sind  hingegen  Ö  und  c  nicht  beide  zugleich  unendlich  entfernt,  so 
verbinde  man  sie  durch  die  gerade  Linie  DE,  nnd  nehme  D  nnd  E 
ala  zwei  einfache,  endlich  entfernte  Punkte  dieser  geraden  Linie  an. 
Dann  sind  (nach  234)  h  und  c,  da  sie  in  der  durch  D  und  E  gelegten 
geraden  Linie  liegen,  aus  D  nnd  E  numerisch  ableitbar,  also  auch 
a  =  ßb  -i-  yc.    Es  sei  «  =  tfD  +  £i'. 

Ist  nun  [mtrst]  ^  +  £  =  0,   also  8 e,  so   ist  a  =  £(E—D). 

Aber  e{E  —  B)  ist  eine  mit  DE  parallele  Strecke,  das  heisst,  ein  unend- 
lich entfernter  Punkt  der  Linie  DE,  also  liegen  dann  a,  b,  c  in  DE. 

Ist  aber  [sweitens]  8  -\-  s  =  0,  von  Null  verschieden,  so  ist 
a^SD  +  sE=GD-\-  siE—  D), 
das 


■last, 

a  = 

-eÄ, 

wo 

A  — 

JJ  + 

i(-E- 

-D) 

ist, 

das 

Iieisst 

-' 

r(-e- 

-D). 

Also 

ist  A 

—  n  mit  E- 

-n 

parnHol, 

das  heisst, 

Ä  ein  Punkt  der  Linie  DE,  also  auch  in  diesem  Falle  h,  c,  d  in  einer 
geraden  Linie 

Aam.  Der  letzte  Theil  des  Beweises  thut  nur  dar,  dass  der  Scltwerpimkfc 
Eweier  Punkte  mit  beliebigen  ttewichten  in  der  diese  Punkte  verbindenden  ge- 
raden Liniö  liegt 

236,  Wenn  viet  Fanlfe  lu  une>  Zahlbemhiiny  su  einander  stchm, 
so  liegen  ste  m  Einet  Ebene 

Beweis  Ei  seien  a,  b,  r,  d  vier  Punkte  und 
a  =^  ßb -{- yc -\- Sd 
die  Zahlbeziehung.  Sind  zuerst  h,  c,  d  alle  drei  mgleieh  unendlich  ent- 
fernt, so  ist  zu  zeigen,  dass  a  in  der  unendlieh  entfernten  Ebene  liegt, 
das  heisst,  auch  unendlich  entfernt,  das  heisst,  eine  Strecke  sei.  Dies 
folgt  aus  228,  da  dann  h,  c,  d,  also  {nach  221)  auch  ihre  Vielfachen 
Strecken  sind,  und  somit  auch  (nach  220)  ihre  Summe. 

Sind  b,  c,  d  nicht  alle  drei  zugleich  unendlich  entfernt,  so  sei  DEF 
58  die  durch  sie  gelegte  Ebene  und  D,  E,  F  ^  drei  einfache,  endlieh  ent- 
fernte   Punkte    dieser   Ebene.     Dann   lassen   sich   (nach   233)  h,  c,  d 
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aus  D,  iJ,  F  numeriscli  ableiten,  also  auch  ß^  -\-  yc  -\-  ^<^,  *i^s 
lieissfc  a.     Es  sei 

lat  mey6l  (S  +  £  +  g  =  0,  so  ist 
a  =  dD  +  ££  +  £i^  -  (ö  +  £  +  9Ö  =  f  (£—  D)  +  i(F  -  B), 
also  a  auÄ  E  —  D  und  F  —  D  numeriscli  ableitbar,  das  lieissb  (nach 
231),  die  Strecken  a,  I)  ^  E  mA  F  —  B  sind  Einer  Ebene  parallel, 
folglich  ist  a  der  Ebeue  DEF  parallel,  das  heisst,  ein  unendlich  ent- 
fernter Punkt  dieser  Ebene. 

Ist  [stveUens]  5  +  e  +  g  =  ff  ungleich  Null,  so  ist 
(i  =  ÖD  +  ££'  +  SF  =  ffi)  +  s(E  -  D)  +  i(F  ~  B) 
=  ff^, 

^  =  D -j- 1(£_D)  +  i(F— D) 

ist,  also  ist  A  —  B  (nach  231)  mit  der  Ebene  BEF  parallel,  das 
heisst,  A  {ist)  ein  Punkt  der  Ebene  BEF,  also  auch  a  ein  Punkt 
dieser  Ebene. 

237.  Bas  räumliche  Gebiet  erster  Stufa  ist  ein  Pimht  (als  Ort  be- 
trachtet), das  gtveiter  Stufe  mne  unbegränste  g^-ade  hink,  das  dritter  Stufe 
eine  unbegränste  Ebene,  das  viefrter  Stufe  der  unbegränste  Raum. 

Beweis.  Ein  Gebiet  «-ter  Stufe  ist  (nach  14)  die  Gesammtheit 
der  Grössen,  welche  aus  n  Grössen  numerisch  ableitbar  sind,  voraua- 
gesetzt,  dass  jene  Grössen  sich  nicht  sämmtlieh  aus  weniger  als  n 
Grössen  numerisch  ableiten  lassen.  Nun  sind  (nach  232)  alle  Punkte 
des  Raumes  aus  vier  Grössen  erster  Stufe  numerisch  ableitbar; 
nach  236  bilden  die  aus  drei  solcher  Grössen  ableitbaren  Punkte 
eine  Ebene,  folglich  lassen  sich  die  Punkte  des  Eaunies  nicht  aus 
weniger  als  vier  Grossen  erster  Stufe  ableiten.  Also  ist  der  Eaum  ein 
Gebiet  vierter  Stufe,  Ebenso  folgt  aus  233  und  aus  235,  dass  das  Ge- 
biet dritter  Stufe  eine  Ebene,  und  aus  234  und  daraus,  dass  aus  einem 
Punkt  nur  örtlich  identische  Punkte  ableitbar  sind,  folgt,  dass  das 
Gebiet  zweiter  Stufe  eine  gerade  Linie,  so  wie  das  Gebiet  erster  Stufe 
ein  Punkt  sei. 

238.  Aufgabe.  Die  Ableitzahlen  (Koordinaten),  durch  welche 
ein  Punkt  (p)  aus  vier  nicht  in  Einer  Ebene  liegenden  f  Punkten  15 
{a,  b,  c,  d)  hervorgeht,  auszudrücken  durch  die  Ableitzahlen,  durch 
welche  derselbe  Punkt  (jj)  aus  vier  neueu  Punkten  (a,  V,  c,  d')  ab- 
leitbar ist;  vorausgesetzt,  dass  diese  Tier  neuen  Punkte  durch  die  vier 
alten  ausgedrückt  sind. 

11* 
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Auflüsuiig.  Es  sei 

1)  a'  =   aa  -\-   ßh  +   yc  +    6d, 

2)  h'  =  a'a  +  |3'&  +  /c  +  5^7, 
3}  c'  =  a"a  4-  J*"fe  -{-  y"c  +  Ö"d, 
4)  d'  =  a'a  +  /3'"6  +  y"'c  +  ö'"<?, 
Ö)  p  =  x'a  +  i/'ö  +  /c  +   ud, 

6)  p  =  ä:«'  +  yV  +  sc'  +  ud' . 

Man  setze  in  6)  für  ß',  &',  c',  (?',  p  die  Wertiie  ans  1)  tia  5),  so 
erhält  man,  nach  a,  h,  c,  d  geordnet, 

7)  x'a  +  'i/h  +  /c  +  «'(2  = 

^  i^cc  -\-  ya  +  za   +  ua"')a  ^  (xß+  yß'  +  sß"  +  »D^  +  ■■■  ■ 

Da   hier   «,  Zi,  c,  ä   nicht   in  Einer  Ebene  liegen,   so   stehen   sie 

(nach  236)  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander.   Folglich  sind  (nach  29) 

in  der  gefundenen  Gleichung  die  entsprechenden  If  oefficienten  gleich,  also 

X   =  xtt  -i-  ya  +  2k"  +  ua" 

y'=xß  +  yß--\-  zf  +  ur 

2'  =  a:y  +  yy   -f  zy"  +  uy" 

u=xö  +  y8'  +zd"  -^uÖ'". 

Arnii,     Dies  ist  dio  Auflösung  des  allgenieinsten  Problems  dei-  Eoürdinaten- 


§  ?i.     Kombinatorische  Multiplitation  der  Punkte. 

239.  Erklärung.  Das  rarallelograuim,  in  welchem  ^.B  und  BO 
zwei  Seiten  sind,  werde  ich  der  Eürze  wegen  das  Parallelogramm 
ABC  nennen,  und  zwar  werde  ich,  wenn  es  auf  diese  Weise  benannt 
ist,  AB  seine  erste  Seite,  BG  seine  zweite  Seite  nennen.  Ferner 
alle  Parallelogramme,  deren  erste  .Seite  der  Strecke  a  nnd  deren  zweite 
Seite  der  Strecke  h  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sind,  werde  ich 
die  Parallelogramme  ab  nennen. 

Zwei  Parallelogramme  ABC  und  DBF,  welche  in  parallelen 
Ebenen  hegen,  werde  ich  dann  und  nur  dann  als  gleiehbezeichnet 
löO  betrachten,  wenn  man  sie  durch  f  parallele  Portbewegung  ihrer  Ebenen 
und  durch  Bewegung  der  Parallelogramme  innerhalb  ihrer  Ebenen  in 
eine  solche  Lage  bringen  kann,  dass,  während  AB  und  DB  in  der- 
selben geraden  Linie  nach  derselben  Richtung  hin  liegen,  G  und  F 
auf  ein  und  derselben  Seite  dieser  geraden  Linie  sich  befinden. 

S40.  Erklärung.  Den  Spat  (das  Parallelepipedum),  in  welchem 
AB,  BC,  CD  drei  nicht  in  Einer  Ebene  hegende  Xanten  sind,  werde 
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ieh  der  Kürze  wegen  den  Spat  (das  Parallelepipedum)  ABCD  nennen, 
AB  seine  erste,  BC  seine  zweite,  CD  seine  dritte  Kante.  Und  alle 
Spate  (Parallelepipeda),  deren  erste  Kante  der  Strecke  a,  deren  zweite 
der  Strecke  6,  und  deren  dritte  Kante  der  Strecke  c  gleich  lang  und 
gleichgerichtet  sind,  werde  ich  die  Spate  (Parallelepipeda)  ahc  nennen. 

Zwei  Spate  ABCD  und  EFGH  werde  ich  dann  und  nur  dann 
als  gleichhezeichnet  betrachten,  wenn  man  sie  in  eine  solche  Lage 
bringen  kann,  dass,  während  ABC  xind,  EFQ  gleichbezeichnete  Paral- 
lelogramme derselben  Ebene  werden,  D  und  II  auf  ein  und  derselben 
Seite  dieser  Ebene  liegen. 

Zusatz.  Die  Spate  (Parallelepipeda)  a1}c,  bca,  cah  sind  einander 
gleich  (auch  dem  Zeichen  nach), 

241.  Lehnsatz.  Zwei  Parallelogramme,  deren  erste  und  deren 
zweite  Seiten  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sind,  sind  einander  gleich 
(auch  dem  Zeichen  nach),  und  liegen  in  parallelen*)  Ebenen,  Zwei 
Spate  (Parallelepipeda),  deren  entsprechende  (erste,  zweite,  dritte) 
Kanten  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sind,  sind  einander  gleich  (auch 
dem  Zeichen  nach);  das  heisst,  alle  durch  dasselbe  Symbol  ah  bezeich- 
neten Parallelogramme  und  ebenso  alle  durch  dasselbe  Symbol  abc 
bezeichneten  Spate  sind  einander  gleich  (auch  dem  Zeichen  nach). 

24^2.  Erklärung.  Von  zwei  Parallelogrammen,  die  in  parallelen 
Ebenen  liegen  und  ebenso  von  zwei  beliebigen  Spaten  (Parallelepipeda) 
sage  ich,  dass  sie  sich  wie  zwei  Zahlen  a  und  ß  verhalten,  wenn  sie 
einander  gleich-  oder  entgegengesetzt  bezeichnet  sind,  je  nachdem 
tt  und  ß  es  sind,  und  sie  sich,  abgesehen  vom  Zeichen,  wie  a  zn  ß 
verhalten  (vgl.  221), 

343.     Lehnaatz,    Zwei  Parallelogramme  ABC  und  ABD  (von  ig 
derselben  Grundseite  AB)  sind  dann  und  nur  dann  gleich  (auch  dem 
Zeichen  nach),  wenn  CD  mit  AB  parallel  ist. 

344r.  Lehnaatz.  Zwei  Spate  (Parallelepipeda)  ABCD  und 
ÄBCE  (von  derselben  Grundfläche  ABC)  sind  dann  und  nur  dann 
gleich  (auch  dem  Zeichen  nach),  wenn  DE  mit  der  Ebene  ABC 
parallel  ist 

Anm  aSioh  die-ea  vorbei eitpnden  Satten  wuLlie  ■Mis  der  Geometrie  ent 
lelint  bind,  kiunen  -nir  nun  den  Begriff  dea  kombinatonschen  Produktes  von 
l'unkten  VIS  dem.  aUgpmeinen  Begriffe  dos  komliindtonacheu  Produktes  direkt 
ableiten 

34S.  Das  1  omUnatmtsche  BroduM  zweier  Funlte  ist  da/nn  und  nur 
dann  null,  nenn  die  beiden  Birntte  msamm&ifalleii ,  da''  hombinatouiiche 

*)  Zu  dem  ririllelen  ist  uticrill  da*  Ideatische  mit  hmzugLiciiinct 
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Frodi^ci  dreier  Punkte,  wenn  sie  in  gerader  Linie  liegen,  das  komhina- 
torische  ProduM  von  vier  Ptnkten,  tvenn  sie  in  PÜner  Ebene  Hegen;  das 
homlinatorische  Produkt  von  fünf  PimJden  ist  immer  null. 

Beweis.  Nach  61  und  G6  ist  das  kombinatorische  Produkt  zweier 
oder  mehrerer  GfrÖssen  dann  und  nur  dann  null,  wenn  sie  in  einer 
Zablbeziehung  zu  einander  stehen;  nach  216  stehen  zwei  Punkte  dann 
und  nur  dami  in  einer  Zahlbeziebung,  wenn  sie  zusammenfallen,  drei 
Punkte  (naeh  234  imd  235),  wenn  sie  in  Einer  geraden  Linie  liegen, 
vier  Punkte  (nach  233,  236),  wenn  sie  in  Einer  Ebene  hegen,  und 
nach  232  stehen  fünf  Punkte  stets  in  einer  Zahlbeziehung.  Also  be- 
wiesen. 

246.  Wenn  Ä  ein  endlich  entfernter  Funkt,  h,  c,  d  tmendlich  ent- 
fernte Funkte,  das  heisst  Strecken  sind,  so  folgt 

aus    [-4&]    =  0,  die  Gleichung      h     ^0, 
aus   [^Ähc]  =  0,  die  Gleichung    [6c]  =  0, 
aus  [Ähcd']  =  0,  die  Gleichung  [bcd]  =  0. 
Beweis.     Ea  sei  ^Äbcd']  ^^0.    Angenommen  nun,  [icdj  sei  un- 
gleich Null,  ,so  können  (nach  61)  h,  c,  d  in  keiner  Zahlbeziehung  zu 
einander  stehen.   Da  aber  [Abcd]  =  0  ist,  so  muss  {nach  6b}  zwischen 
A,  h,  c,  d  eine  Zahlbeziehung  herrschen,  und  da  b,  e,  d  in  kemer  Zihl- 
beziehung  zu  einander  stehen,  so  müsste  (nach  2)  Ä  aus  b,  c,  d  numerisch 
162  ableitbar  sein,   f    Aber  aus    den  unendlich   entfernten   Punkten   oder 
Strecken  b,  c,  d  gehen  durch  numerische  Ableitung  (nach  {2iJl|,  2-1') 
nur  Strecken,  das  heisst,  Punkte  der  unendlich  entfernten  Ebene  hervor, 
also   nicht  der   endUch  entfernte   Punkt  A.     Somit  ist  die  Annahme, 
dass  [ic(Z]  von  Null  verschieden  sei,  mit  der  Voraussetzung  im  Wider- 
spruch, das  heisst,  \hcd']  muss  null  sein.    Ganz  ebenso  ergeben  sich  die 
übrigen  Theile  des  Satzes. 

247.  Ein  kombinatoiisches  Produkt  [AE]  zweier  einfachen  Punkte 
A  und  B  ist  emem  kombinatoi  iscjien  Produkte  [CD]  moeier  cmfachen 
Punkte  C  und  D  darm  und  nm  dann  gleich,  wenn  die  tmendlichm  geraden 
Linien  AB  und  CD  smammenfallen,  und  AB  mit  CD  gleich  lang  und 
gleichgerichtet  tst 

Beweis  1  Es  seien  die  unendlichen  geraden  Linien  AB  und 
CD  zusammenfallend,  unl  4.B  mit  CD  gleich  lang  und  gleichgerichtet, 
so  ist  zu  beweisen,  dass  [^AB~\  =  [CD]   sei. 

Da   AB  und   CD   gleich   lang   und   gleichgerichtet   sind,   so    ist 
(nach  222,  Zusatz) 
(*)  B  —  Ä^B—C. 
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li'erüer,  da  Ä,  B,  0  in  Einer  geraden  Linie  liegen  (Hypothcsis), 
iriO  sind  i?  —  A  und  C  ■—  A  Strecken  einer  und  derselben  geraden  Linie, 
Mtehen  also  (nach  230a)  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander.  Es  sei 
(*^-^)  C-  Ä  =  a(B^  Ä). 

Nim  ist 

[C7))_[C'(J)-C)]  [67] 

_  iCiß  -  Ä)]  [•] 

-[{Ä  +  C~J)(B-A)] 
-l{Ä  +  aiB^A-,)(B-Ä)\  ["] 

-IA(IS-A)]  [67] 

-lAJi]  [67]. 

2,    Es  sei  vorausgesetzt 

IAB]-10I>], 
SO   ist  zu   beweisen,   dass  A,  B,  C,  D  in  Einer  geraden  Linie  liegen 
und  Ä  B  und  CB  gleich  laug  und  gleichgerichtet  sind. 

Wenn   [_AB'\  =  [01)}    ist,    so    müssen   (nach  76)   C  und  i>   aus 
A    und    B    durch    lineale    Äenderung    ableitbar    sein.     Die    einfache 
lineale  Äenderung  zweier  Grössen  besteht  (nach  71)    darin,    dass   zul6.s 
einer  derselben  ein  Vielfaches  der  andern  addirt  wird,   also  zum  Bei- 
spiel A  und  B   sich  verwandeln  in  A  und  B  -j-  aA.    Die  so  hervor- 
gehende neue  Grosse  ist  also  ans  den   beiden  ursprünglichen  Grössen 
numerisüh  abgeleitet,  liegt  also   (nach  235)  in  der  jene  Grössen  ver- 
bindenden geraden  Linie,  somit  werden  aus  A  und  B  durch  fortgesetzte 
lineale   Äenderung  nur   Punkte    der   geraden  Linie  AB  hervorgehen; 
somit  liegen  C  und  I)  in  der  geraden  Linie  AB.   Nun  sei  B  ^m  Punkt 
der  geraden  Linie  AB  von  der  Art,  dass  CE  mit  AB  gleich  lang  und 
gleichgerichtet  sei,  so  ist  (nach  Beweis  1) 
ICE] -[AB-], 
und  nach  der  Voraussetzung 

[.1B]-[0I)], 
also  auch 

\GE-\-ici)y, 

folglich 

0  =  [CD]  -  {CE-}  =  \C{J)  —  E)\, 

Somit  (nach  246) 

D-E^O, 
das  heisst 

Da  nun  nach  der  Annahme  OE  mit  AB  gleich  lang  und  gleich- 
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gerichtet  ist,  so  ist  aiicli  das  mit  CE  identische  CD  mit  AB  gleich 
lang  und  gleichgerichtet. 

348.  Zusatz.  Wenn  Ä,  B,  C  uml  I)  emfacitc  Pimlde  sind,  so 
folgt  am  der  Gleichung 

[.IS]  -  [OD] 
die  Gleichung 

aber  nicht  umgel:elwt  aus  dieser  jene. 

249.  Erklaiung  Wir  nennen  daaProkil  t  [45]  einen  Linien 
theil  und  sagen  dei^ell  e  aei  em  Theil  dei  imbegi  mzten  geraden 
Linie  AB,  und  ei  sei  mit  lei  hegianzten  geriden  Iinit.  -IZi  ^kuii 
lang  und  gleichgenchtet 

360.  Zusatz  Zi  i  Ltniintleüe  wadtn  aho  dann  und  m  r  dam 
gleicligesetst,  ivemi  sie  gleich  lan/  gleicl gcrtüttcf  unl  Tlelc  du6clbm  w 
bremsten  geraden  Lime  bind 

261,    Das  ] ombtttatoribcke  FroduU  eines  einfachen  Punktes  vn  eine 
iGiStrecIce  ist  em  Limenßied,  uelclißi   in  det  diuüi  f  den  Fmüd  ^raUel 
der  Streclee  gezogenen  geraden  Linie  lugt,  attd  der  Strechs  gleich  lang  und 
gleichgerichtet  ist 

Beweib  Es  sei  -4  em  emfachei  Iiuikt  unl  p  eme  fetiCLkt  Mm 
ziehe  durch  A  eine  gende  Linie  4.B  welche  luxt  p  gleich  hu^  und 
gleichgerichtet    tt    so  ist  fuich  ^22    Zusitz)  ]  ^  B  —  i     nl  o 

[4ri-[HB-  l)]-[lij  [l.l 

und  \AB'\  ist  ein  Linientheil,  welcher  in  der  geraden  Linie  AB,  also 
in  der  durch  A  mit  p  parallel  gezogenen  geraden  Linie  Hegt,  und  mit 
AB,  also  auch  mit  j>,  gleich  lang  und  gleichgerichtet  ist. 

263,  Das  BroduM  eines  Linieniheiles  [_AB']  mit  einer  Zahl  a  ist 
ein  Linientheil,  iveldter  mit  jenem  in  derselben  imbegrWnzten  ga-aden  Linie 
liegt,  und  sich  su  ihm  algebraisch  wie  a :  1  verhält. 

Beweis.  a[A B']  ==  a[A(B  ~  A)]  [67], 

=  lA.a(B~A)-]  [40]. 

Das  letztere  Produkt  ist  (nach  251)  ein  Linientheil,  welcher  in  der 
durch  A  mit  g{B  —  A)  parallel  gezogenen  geraden  Linie,  das  heisst, 
in  der  geraden  Lmie  AB  liegt,  und  welcher  mit  a{B  —  A)  gleich 
lang  und  gleichgerichtet  ist,  das  heisst  (nach  l'21),  sich  zu  AB  wie 
ß :  1  verhält. 

253.  Wetm  Ä  tmd  B  einfache  Punkte,  a  und  ß  Zahlen  sind,  so 
ist  [ctA  .  ßB]   ein  Linieniheil,  der  in  der  unbegrämtcn  geraden  Linie 


y  Google 


KombimttorisoliP  riuiliikti    sfiii  f'rmkti  n  und  htt<i;kRii.  —   LinienUieil,      169 

AJB  licfjt  und  Sich  zu  da  legtmKtcn  gnaden  Linie  AB  algebraiscli  wie 
aß  Sil  1  v^fhaU 

Beweis.  [aÄ  .  ßB^  ^  aßlSB]  (nach  46),  also  (nach  252)  eiu 
Linientheil  der  unlipg!  inaten  gendpu  Linie  AB,  welcher  sii.h  zu  dei 
begrinzten  AB  algebiiifch  wie  &ß    1  veilialt 

354.  Zwei  von  Null  vmschtedme  J ombrnaforischc  PiodvJUe  {ah}  iwd 
[cd]  je  siveter  Stteclen  a  und  h,  c  und  ä,  bind  dann  mid  mir  dann  ein 
andet  ghiek,  wenn  die  Faiallehgiamme  ab  nnd  cd  gleich  an  Inhalt  und 
gletehbezeicfmet  sind  und  %n  ^a/taUclen  Rhenen  liegen 

Beweis  In  72  und  70  lot  bewie'^en,  dass  zwei  kombinatorische 
Piodukte  [aS]  und  \cd'\  dann  und  nui  diun  einaudei  gleich  sind  wenn 
c  imd  d  auh  a  und  6  dui(,h  Imeile  \pudeiung  ableitbir  «md,  und 
zwar  bestand  die  emfiche  liueile  \  Acndeiung  zweier  (:trosseiJ  (nach  71jlb 
dann,  dass  zu  emei  deiselben  ein  Vielfaches  der  andern  addiit  wuide, 
während  dieie  andeie  unverindeit  blieb,  dis  Leis^t  alsn  dass  a  und  h, 
wenn  «  und  ß  bthebigc  Zahlen  s  nd,  ciit 

wedei  m  a  und  h  -\-  aa    odei  m  «  -j-  ^'  ^  r      ti 

und  &  uber^in^en  /     ""  /     / 

Nun    sei   {vgl    Tig   S|   AB    mit    a  I  ^ yi> 

BC  mit  i  gleich  ling  und  gkichgeiichtet,       f — ^ — — J; jj 

und  andeie  si(,h  b  m  h  =  h  -\-  «a    ternei 

sei  CD  parallel  mit  AB  gezogen  und  verhalte  sich  zu  AB  algebraisch 

wie  a  :  1,  so  ist  (nach  222,  {Zusatz)) 

ß  —  A'^a,    C—B^h,    i)~-C'=ß«. 
Also 

D  —  B  ^-  B  —  C  -\-  C  —  B  ^  aa  +  h  ^  })', 

das  heisst,  BD  ist  mit  V  gleich  lang  und  gleichgerichtet.  Ferner,  da 
AB  und  CD  parallel  sind,  so  sind  (nach  243)  die  Parallelogramme 
ABC  und  ABD  einander  gleich  (auch  dem  Zeichen  nach),  und  liegen  in 
einer  Ebene.  Also  sind  auch  die  Parallelogramme  ab  und  ab'  gleich  und 
gleichbezeichnet  und  liegen  in  parallelen  Ebenen.  Dasselbe  gilt,  wenn 
sieh  a  und  6  in  h  +  J^^  ^^^^  ^  ändern.  Also  ergiebt  sich,  dass,  wenn 
aus  a  und  b  durch  einfache  lineale  Aenderung  c  und  d  hervorgehen, 
auch  die  Parallelogramme  ah  und  cd  gleich  (auch  dem  Zeichen  nach) 
sind  und  in  parallelen  Ebenen  liegen.  Dasselbe  gilt  also  auch,  wenn 
c  und  d  aus  a  und  b  durch  Anwendung  mehrerer  einfacher  linealer 
Aenderungen,  das  heisst,  durch  eine  beliebige  lineale  Aenderung  hervor- 
gehen.    Somit  ergiebt  sich: 

Erstens.  Wenn  [nft]  =-  \cd]  ist,  so  müssen  c  und  d  aus  a  und  h 
durch  lineale  Aenderung  ableitbar  sein  (76);   und  wenn  c  und  d  aus 
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a  und  6  durch  lineale  AeBcleruDg  ableitbar  sind,  so  müssen  die  Paral- 
lelogramme ah  und  cd  gleicb  (auch  dem  Zeichen  nach)  sein  und  in 
parallelen  Ebenen  liegen. 

Zweitens,  Wenn  umgekehrt  vorausgesetzt  wird,  dass  ah  und  cd 
gleiche  (auch  gleichhezeichnete)  Parallelogramme  in  parallelen  Ebenen 
sind,  so  müssen,  da  «,  h,  c,  ä  dann  einer  imd  derselben  Ebene  parallel 
sind,  c  und  d  (nach  230)  aus  e  und  6  numerisch  ableitbar  sein,  folg- 
lich stehen  (nach  63)  die  kombinatorischen  Produkte  [a6]  und  [c(?] 
in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander. 

Es  sei  \_cd'\  =  cc\ah'\  der  Ausdruck  dieser  Zahlbeziehung.  Setzen 
56wir  ah^h',  so  wird  [et?]  =  [a  .  «6]  =  [«&'].  Also  sind  f  (nach 
Beweis  1)  die  Parallelogramme  cd  und  ah'  gleich  und  gleichbezeichnet, 
also,  da  auch  cd  und  ah  nach  der  Voraussetzung  gleiche  und  gleich- 
bezeichnete  Parallelogramme  sind,  so  ^nd  auch  ah  und  ah'  gleiche 
und  gleichbezeichnete  Parallelogramme. 

Nun  sei  AB  mit  a,  BO  mit  h,  BD  mit  h'  gleich  lang  und 
gleichgerichtet,  so  ist  das  Parallelogramm  ABC  ejns  der  mit  ab  be- 
zeichneten und  ABI)  eins  der  mit  ah'  bezeichneten  Parallelogramme. 
Also  |ist}  ABC  mA  AUD  gleich  und  gleichbezeichnefc,  folglich,  Aa,  ABV 
und  ABB  auch  in  Einer  Ebene  liegen,  so  liegen  (nach  243)  Cund  D 
in  einer  mit  AB  parallelen  Linie.  Nun  sind  BC  und  BD  beide  mit 
&  parallel,  also  auch  untereinander,  also,  da  sie  einen  Punkt  (B)  ge- 
mein haben,  so  liegen  sie  in  Einer  geraden  Linie,  somit  ftJIen  C  und  D, 
da  B  auch  in  der  durch  C  mit  AB  parallel  gezogenen  geraden  Linie 
liegt,  zusammen,  also  sind  BC  und  BD  identisch,  also  sind  6  und  h', 
von  denen  das  erste  mit  BC,  das  zweite  mit  .BD  gleich  lang  und 
gleichgerichtet  ist,  auch  unter  einander  gleich  lang  und  gleichgerichtet; 
folglich,  da  ah  =  V  gesetzt  war,  so  ist  k  =  1.     Nun  war 

\cd'\  ==  a[M&] 
gesetzt,  also,  da  «  =  1   ist, 

[cit]  -  [«Sj. 

255.  Zwei  von  Null  verschiedene  Icomhinalorische  FroduJcte  lABC] 
und  [DEF]  je  dreier  einfacher  Tunkte  A,  B,  C  und  B,  E,  F  sind 
dann  und  nur  dann  einander  gleich,  wenn  die  Parallelogramme  ABC 
und  DEF  gleich  imd  gleichheseichnet  sind  und  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen. 

Beweis.  1.  Es  seien  ABC  und  DEF  gleiche  und  gleichbe- 
zeichnete Parallelogramme  einer  und  derselben  Ebene,  so  ist  zu  be- 
weisen, dass  [ABC']  =  [DEF'\  sei. 
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Es   seien  AB  mit  a,   BC  mit  6,    Z)i'  mit  c,  MF  mit  d  gleich 
laug  imd  gleichgerichtet,  das  heisst, 

(*)       B~A  =  a,    G--B  =  h,    E~B==c,    F  —  E  =^  d, 

so  ist  (nach  254) 

Da  ferner  Z)  in  der  Ebene  ÄSC  liegt,  und  ebenso  B  —  A^=  a  und 
C  —  B  =  b  Strecken  dieser  Ebene  sind,  so  mnss  (mich  230)  D  —  A. 
aus  a  und  h  numerisch  ableitbar  sein.     Es  sei 

ao  ist 

[I)Ein  -  [I>E(F^  E)]  —  [D(E—D)(F-i:)]         [67] 

-=  in(.cd)]  [80] 

-  [i)(»s)]  [•"] 

-  [(»o  +  ßh  +  Ä)ub-]  (••*,  80] 
=  \Äai-\  [67] 
=  [4(0  +  A)(i  +  Ä)]  [67] 
-[XBC]  [•]. 

2.   Es  sei  umgekehrt  vorausgesetz.t,  dass 

ist.  Dann  müssen  (nach  76)  D,  F,  F  aus  A,  B,  C  durch  lineale 
Äenderung,  also  auch  numerisch  ableitbar  sein.  Dann  aber  müssen 
(nach  236)  D,  E,  F  in  der  Ebene  ABC  liegen.  Nun  sei  iu  der  ge- 
raden Linie  BC  ein  Punkt  G-  von  der  Art  angenommen,  dass  ABG 
und  DEF  gleiche  und  gleiehbezeicbnete  Parallelogramme  sind,  so  ist 
(nach  Beweis  1),  da  ABG  und  DEF  in  ein  und  derselben  Ebene 
{ABC)  liegen, 

iABG'\^iDEF'\. 

Aber  auch  nach  der  Voraussetzung 

{ABC'\  =  iDEF']. 
Also    [ABG'\  =  lABC].    Da   nun   G  ein  Punkt   in  JiC  i.st,   so    ist 
G  —  B  aus  6' —  B  numerisch  ableitbar,  es  sei  Q  ~  B  =  a{C —  B), 
also  (?  =  j5  +  k(C'  —  B),  so  ist 

[ABC}  =  {ABG\  =  \Aß(B  -f  a{C  —  Zii)]  =  iABa(C—  B)] 

=  a[ABG]  [40,  67]. 
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Also  a=l.  Somit,  da  G  -  B  =  a(C~  JJ)  war,  G  —  B  =  C-B, 
das  heisst,  G  ^  C ,  odor  die  Punkte  G  und  C  fallen  zasammeu;  also 
fallen  auch  die  Parallelogramme  ÄBG  und  ABC  zusammen.  Folglicli, 
da  ÄBG  und  DEF  gleiclie  und  gleichbezeiehnete  Parallelogramme 
derselben  Ebene  sind,  so  gilt  dies  auch  von  ABO  und  DEF. 

256.  Zusatz.  Wenn  A,  B,  C,  D,  E,  F  einfache  Pun/äe  sind, 
so  folgt  aiis  der  Gleichung 

[ABC]==[DEF'\ 
attcli  die  Gleichtmif 

[(2J  -  ^)  (C  -  B)]  -[{E-  D-)  (F  -  Ji)J ; 

GS  hingegen  wngekehrt,  aus  letsterer  die  erstere  nur  dann,  wmn  f  noch  die 
Bedingung  hinm^tt,  dass  die  Ebenen  ABC  und  DEF  nicht  bloss 
parallel,  sondern  auch  identisch  sind. 

257.  Erklärung.  Wir  nennen  das  Produkt  [ABC]  einen 
Flächentheil  tmd  den  Pläcbeninhalt  des  Parallelogramms  ABC  seinen 
Inhalt,  und  sagen,  der  Flächentheil  lABC}  liege  in  der  Ebene  ABC. 

Anm  Die  gpnauere  Benennung  für  clas  Produkt  [ABC]  würde  Ebenen- 
theil  statt  Flachentlieil  sein  Allein  der  eratere  Ausdruck  ist  wegeü  des  Gleich- 
klangii  temes  Rniale  „ilie  Elienpntheile"  mit  dem  Ausdrucke  „die  ebenen  Tbeile" 
zu  Terwerfen. 

258.  Zusatz.  Zioei  Fläckentkeile  sind  dann  und  mtr  dann  ein- 
ander gleich,  wenn  sie  in  derselben  Ebene  liegen,  und  ihre  InMlte  gleich 
und  gleichhemchnet  sind. 

Aam.  Man  hätte  als  labalt,  des  Fläehentheiles  \_ABO]  aucb  den  Fiaclieu- 
Inhalt  des  Dreiecks  ABC  setzen  können.  Aber  es  wird  sieh  in  der  Folge  |Tgl. 
Nr.  3-^1}  zeigen,  duss  dann  der  Inhalt  des  inneren  Quadrates  einer  Strecke  mir 
die  Hälfte  von  dem  Inhalte  dea  Quadrates  ( der  Lünge )  dieser  Strecke  sein  würde, 
während  beides  bei  nnserer  Benennung  in  Uebereinatimmung  ist. 

259.  Das  Icombijtatorisclie  Frodukt  sweier  einfacher  Punkte  A,  B 
und  einer  Sbreclx  c  ist  ein  Flächentheil,  welche  in  der  durch  AB  mit  c 
parallel  gelegten  Ebene  Hegt,  und  dessen  Inhalt  gleich  dem  eines  Parallelo- 
grammes  ABC  ist,  in  welchem  BC  mit  c  gleich  lang  tmd  gleichgerichtet 
ist,  das  heisst, 

[ABc'j^iABC], 
wann  c  =  C  —  B. 

Beweis.        [4j5c]  =  [AB{0  —  B)\  =  {ABC'\  [(^7]. 

260.  Dat<  hombinntorischo  Piodult  emcb  etnfaclttai  Funlfcb  A  mit 
zwei  Strecken  h  und  c  ist  cm  Flachenthetl,  uelcher  *»  dei  dutch  A  mit 
b  und  c  parallel  gdcgtefn,  Ebene  liegt,  und  zum,  Iniialt  den  Flächeninhalt 
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eines  Parallelogrammes  (ABC)  hat,  dessen  eiste  "^eiff  {AB)  mit  b,  und 
dess&i  zweite  Seite  (BO)  mÜ  e  gleich  lang  und  gleicJigenüitet  ist,  das  heisst, 

wenn  h  =  B  —  A,  c  =  C  —  B  ist. 
Beweis. 

{AU-\  =  [A(B  -  A)(C^Jiy\  -  \AB{C-  B)\  [07] 

—  \ABC\  [67], 

361a.  Bas  Brodaht  a^ABCf]  eines  FlMhmtkeils  [ABC^  mit  einer 
ZaJd  K  isi  ein  Fläehentiml  derselben  Ehern,  dessen  Inhalt  sich  SM  dem 
von  [ABC]  wie  a  :  1  verhält. 

Beweis.  i^lABC]  — t[AB(C  —  B)]  [67]  w» 

-[AB.a(C-B)]  [40J 

=  [AB{D-B)], 
wenn  BD  mit  BO  parallel   ist,  und   sich  au  ilim  wie  a  :  1   verhalt. 
Dies  ist  wieder  (nach  67) 

=  \ÄBD], 

das  heisst,  gleich  einem  Flüchentheil  derselben  Ebene  (^ABC),  dessen 
Inhalt  dem  Flächeninhalte  des  Parallelogramms  ABI)  gleich  ist.  Da 
aber  BJ)  und  BO  parallel  sind  und  sich  algebraisch  wie  a :  1  ver- 
halten, so  verhalten  sich  auch  die  Parallelogramme  ABB  und  ABC 
wie  a:l,  das  heisst,  die  Inhalte  von  alABCj  und  [ABO]  wie  k:1. 

2611).  Weitn  A,  B,  C  einfache  Punlcte,  und  a,  ß,  y  ZaMen  sind, 
so  ist 

[„A  .  ßB  .  yC] 

ein  Flächentheil  der  Ebene  ABO,  dessen  Inhalt  su  dem  des  Barallelo- 
gramms  ABC  sich  algebraisch  wie  aßy.l  verhält. 

Beweis.  {aA  .  ßB  .  yC]  =  aßy[ABC}  (Nr.  46),  also  nach  261a 
bewiesen, 

263.  Zwei  von  Ntül  verschiedene  IcomUnatoriseke  Produlde  [abc] 
und  [def]  je  dreier  Streclcen  a,  b,  e  »nd  d,  e,  f  sind  dann  und  nur 
dann  einander  gleich,  wenn  die  Spate  [ParaÜelepipeda')  ahe  und  def  gleich 
lind  glmchbezeichnet  sind. 

Beweis.     1.   Es  sei  vorausgesetzt,  dass 
\aW\  =  [def] 
sei,   so  ist  zu   zeigen,  dass  die  Spate  abc  und  def  gleich  und  gleich- 
bezeichnet  sind. 
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Da  [abc]  =  [def]   ist,  so   müssen  (nach  76)   d,  c,  f  aus  a,  h,  c 
durch  lineale  Aendemng  hervorgehen.     Nun  können  wir  zeigen,  dass 
-j^.;,,  ^  durch    einfache    lineale   Aenderung   der    drei 

Seiten  a,b,c  eines  Spates  ahc  stets  ein  gleicher 
und  gleichbezeichneter  Spat  hervorgehe.    Die 
einfache  lineale  Aenderung  der   drei  Grrössen 
«,  6,  c  besteht  (nach  71)  darin,  dass  zu  einer 
derselben  ein  Vielfaches  von  einer  der  beiden 
andern  hinzuaddirt  wird,  ■während  diese  beiden 
andern  ungeandert  bleiben.     Es  möge  zuerst 
zu  der    dritten  c  ein  Vielfaches   von    irgend 
einer  der  beiden  andern,  zum  Beispiel  von  a  hinzutreten,  also  a,  h,  c 
170 sich  ändern  in  «,  h,  c',  wo  c'  =  c+  aa  f  ist.    Dann  seien  {vgl.  Fig. 9} 
AB,   BC,  CD,   I)E  beziehlicb   gleich  laug  und   gleichgerichtet   mit 
M,  b,  c,  ftOf  das  heisst, 

Jj~A  =  a,     C~B==h,     T)-C^c,     E  -  D  =  aa, 

äo  ist 

E  —  C  =  E ~  D  -)r  D  —  G  =  aa  ■\-  c=^  c' , 

also  CE  mit  c  gleich  lang  und  gleichgerichtet.  Ferner,  da  DE  mit  a, 
also  auch  mit  AB,  und  folglich  auch  mit  der  Ebene  ABC  parallel  ist, 
so  sind  (nach  244)  die  Spate  ÄBCD  und  ABGE  oder,  was  dasselbe 
ist,  die  Spate  ahc  und  ahc'  gleich  und  gleichbezeichnet,  das  heisst,  der 
Spat  ahc  bleibt  gleich  und  gleichbezeichnet,  wenn  zu  der  dritten  Seite 
ein  Vielfaches  von  einer  der  beiden  andern  hinzuaddirt  wird.  Nun  ist 
femer  (nach  240,  Zusatz)  ahc^hca=eah,  und  ebenso  ahd  ^hc'a  =  c'ab. 
Also  anch,  da  ahc  =  ahd  war,  hca  =  hc'a  und  cah  =  c'ah,  das  heisst, 
ein  Spat  bleibt  gleich  und  gleichbezeichnet,  wenn  die  zweite  Kante, 
und  ebenso  wenn  die  erste  Kante  sich  dadurch  ändert,  dass  zu  ihr 
ein  Vielfaches  von  einer  der  beiden  andern  Kanten  hinzuaddirt  wird. 

Somit  bleibt  Überhaupt  ein  Spat  bei  fortgesetzt  wiederholter  ein- 
facher linealer  Aenderung  seiner  Kanten,  das  heisst,  bei  beliebiger 
linealer  Aenderung  gleich  und  gleich  bezeichnet.  Da  aber  nach  dem 
Obigen  d,  e,  f  aus  a,  h,  c  durch  lineale  Aenderung  ableitbar  sind,  so 
muss  nun  auch  der  Spat  def  mit  ahc  gleich  und  gleichbezeichnet  sein. 

2.  Es  sei  jetzt  umgekehrt  vorau^esetzt,  dass  die  Spate  def  und 
ahc  gleich  und  gleichbezeichnet  seien,  so  ist  zu  beweisen,  dass 
[ilef]  =  [ahc'\  ist. 

Da  angenommen  ist,  dass  die  kombinatorischen  Produkte  von  NuU 
verschieden  sind,  so  sind  namentlich  a,  h,  c  nicht  Einer  Ebene  paraliel, 
also    (nach  229)   rf,  e,  f  aus    ihnen   numerisch  ableitbar,    also    auch 
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(nach  63)  das  Produkt  [äef]  ans  [ahc]  aumeriscli  ableitbar.  Es  sei 
[def]  =  alahc],  also,  wenn  ac  =  c  gesetzt  wird,  [ßef]  =  [ahc'},  folg- 
lich (nach  Beweis  1)  die  Spate  def  und  abc'  gleich.  Nim  waren  die 
Spate  def  und  ahc  nach  der  Voraussetzung  gleich;  also  die  Spate 
abc  und  ahc'  gleich.  Es  seien  AB,  JBC,  CD,  OB'  beziehlich  gleich 
lang  und  gleichgerichtet  mit  a,  b,  c,  c.     Dann  sind  die  Spate 

ÄÜCD^ahc,    ÄBCD'  =  ahc', 
und   { es  wird  |  somit 

AßCD^ÄIlCiy. 
Folglich  liegen  (nach  244)   D  und  D'  in  einer   mit  der  Ebene  ÄBCm 
parallelen  Ebene,   ])  und  D'  liegen  aber  auch  in  der  geraden  Linie 
GDj  da  CD  mit  c',  daa  heisat  mit  ac,  also  auch  mit  f,  das  heisst,  mit 
CD  parallel  ist.    Folglich  liegen  D  und  D'  in  dem  Durchsehnitfcspunkte 
jener  Ebene  und  dieser  Geraden,  das  heisst,  fallen  zusammen.  AImo  sind 
CD  und  CD'  identisch,  also  c  =  c',  also,  yermöge  der  Gleichung  o  =  ac, 
K  =  1;  somit  -verwandelt  sich  die  Gleichung  [def]  =  «[«J'cj  in 
[def]  =  [abc]. 

263.  Zwei  von  Null  veischiedem  hombinatorisciie  Frodukie  [ABCD\ 
und  [EFGH]  von  je  vier  einfadten  Funkten  A,  B,  C,  D  und  E,  F,  G,  H 
sind  dann  tmd  nur  dann  einander  gleich,  wenn  die  Spate  (Barallelepipedci) 
ABCD  und  EFGH  gleich  und  gleicltbeseiclmet  sind. 

Beweis.     1.   Es  seien   ABCD  und   EFGH  gleiche  und   gleich- 
ijezcichnete    Spate,    und    seien   AB,   BC,   CD,   EF,    FG,    GH  be- 
ziehlich mit  b,  c,  d,  f,  g,  h  gleich  lang  und  gleichgerichtet,  das  heisst, 
B  —  A  -=^b,  .  . .,  so  ist  (nach  262) 
(")  [S<"i]  -  [&'']. 

Da  ferner  aus  b,  c,  d  (nach  229)  alle  Strecken  des  Raumes  nume- 
risch ableitbar  yind,  so  niuss  auch  die  Strecke  E  —  A  es  sein;  es  sei 

E  —  ^  =  ,Ü6  4-  yc  +  öd, 
das  heisst, 

E==A  +  ßh^Y'^'\-äd. 
Dann  erhält  man 

[EFGH]  =  [EFG(H  ~  G)]  =  [EF{G  —  F)  {H  -  G)]  = 

=  [E{F  -  E)  (G-F)  (H^  G)]  [ß7]. 

Also,  da  F--E  =  f,  G  —  F^g,  H—G^h  ist,  so  erMlt  man 
den  zuletzt  gefundenen  Ausdruck 

-  I-Eft*]  -  [E{fyhyi  [SO] 

-  lE(Ud)]  [•], 
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Ferner  ist  der  ^ofundone  Auadruek 

=  [Med-]  [7!IJ 

-  [(Ä  +  |?J  +  j-c  +  i<r)hc<l}  ~  [Ahcd]  [ßij 

-\Äil!-Ä)iC^Il)(D-C)], 
wenn  wir   statt   b,  c,  ä  ihre  Wertlie  setzen,  imd  hieraus   erhält  maii 
mit  Anwendung  Ton  67 

-^[AB{G-B){D  —  G)'\  =  [ÄBG{I>—C)\  =  [ÄBCT>'\. 
I  7ä  Also 

[EFGH]  =  {ABCBy 

2.   Es  sei  umgekehrt  vomuagesetzt,  dass 
[ABCB'\  =  [EFG11'\ 
ist,  und  sei  in  der  geraden  Linie  CD  ein  Punkt  T)'  angenommen  von 
der  Art,   dass   der    Spat   ABCB'  mit  EFGll  gleich   (i:iüd   gleichbe- 
zeichnet) sei,  so  ist  (nach  Beweis  1) 

lABGB"\  =  iEFGH\. 
Also  auch,  da,  \EFGH\  =  {ABCD']  vorausgesetzt  ist, 
\äBCB"\  ^{ÄBGD^. 
Da  nun  B —  G  und  7/ —  C  parallel  sind,  so  ist  T>' — C  aus  B—  C 
numerisch  ableitbar.     Es  sei 

so  ist 

iABüD'\  =  IABGB'1  =  [ABC(B'^C)\  =--  i  ABC  .  «(/>  — C)| 

=  cciABGiB^G'j]  [40] 

=  ff[^JJC7>]  [67], 

Also,  da  [ABGB~\  nicht  nuli  ist,  «  =  1,  also  geht  aus  der  Gleichung 

(ö'-  G)  =  ci{B  —  C)  die  Gleichung 

hervor,  also  B'  =■=  D,  das  heisst,  B  und  B'  fallen  zusammen,  folglich 
auch  die  Spate  ABCD  und  ABCB',  und  da  der  Spat  ABGB'  gleich 
und  gleichhezeichnet  mit  EFGH  war,  so  sind  auch  die  Spate  ABCB 
und  EFGH  gleich  und  gleichbezeichnet. 
26i.     Zusatz.     Die  Gleichungen 

\  ABCB]  =-^  [EFGH] 
und 

[(i--^)(C--B)(_D-c)]  -  [(i?-js)(G-i?)(/r-e)], 

oder  auch 

{(B-A)(p-~-A){D-Ä}\  =  l{F-^E)[U-E){ll~E)i 
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sind  einander  ersetzend,  das  heisst,  aiis  jeder  von  ihnen  folgen  die  beiden 
andei'n. 

Beweis.     Die  Gleichung 

\abcd\^Iefgh:\ 

gilt  (nach  263)  dann  und  nur  dann,  wenn  die  Spate  ABCD  und  EFGH 
einander  gleich  und  gleichhezeichnet  sind,  Ehenso  gilt  (nach  262)  die 
Gleichung 

[(]3~A)(IJ-B)(D-C)-\=[{F-E)(ä-F){B-G-j]  17 

dann  und  nur  dann,  wenn  der  Spat,  dessen  drei  Kanten  mit  AB,  B(J, 
CT)  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sind,  dem  Spate,  dessen  Kanten 
mit  EF,  FG,  GH  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sind,  das  heisat, 
der  Spat  ASGD  mit  EFGH  inhaltsgleich  und  gleiehbe zeichnet  ist. 
Folglich  sind  beide  Gleichungen  stets  in  denselben  Fällen  geltend. 

Endlich,  die  dritte    Gleichung   ist   nur   eine  Transformation    der 
zweiten,  denn 
[(^B-Ä)(C-B){I>-C)-]- 

—  \(ß~Ä){C—'B)(n~C+C-B  +  B  —  A)\  [67] 

=  VB-Ä)(C-B){B—A)']-l(B-^A){C-~B+B^Ä)(T)-Aj]  [67] 
-H:ß~A)(C^A){D-A)-i, 
und  aus  gleichem  Grunde  ist 

[(F~E)(0-F){II-Q-i\-[(F-E){G-E){H^E)]. 
Also  sind  die  zweite  und  dritte  Gleichung  gleichbedeutend. 

26Ö.  Erklärung.  Wir  nennen  das  Produkt  [ABCD]  von  vier 
einfachen  Punkten  einen  Körpertheil  und  den  Kubikinhalt  des  Spates 
ABCD  (mit  Beobachtung  des  Vorzeichens  (+))  seinen  Inhalt. 

266.  Dos  Jcotnbinatorische  Produkt  dreier  einfacher  Punkte  A,  B,  C 
und  eine}  StrecJce  d  ist  ein  Körpertheil,  dessen  Inhalt  gleich  dem  eines 
Spates  ABCD  ist,  in  welchem  CD  mit  d  gleich  lang  und  gleichgerichtet 
ist.  das  heisst, 

{ABCd}  =  [ABCD'],  wenn  d'=D—C. 
Beweis.     [ABCd]  =  IABC{D  —  C)]  =  [_ABGD]  [67]. 

267.  Das  komhinatorische  Produkt  sweier  einfacher  Punkte  A,  B 
und  zweier  Stredcen  c  und  d  ist  dem  Spate  (Parallelepipedum)  ABCD, 
in  welchem  BC  mit  c,   CD  mit  d  gleich  lang  tmd  gleichgerichtet  sind, 

as  heisst 

[ÄBcd]  =  [ABCD}, 
-B,d  =  J)~C. 
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Beweis.     lABcd]  =  [AB{C  —  B)(D  —  C)] 

=  IABC{I>  —  Ü)]  =  lÄBCD]  [07]. 

268.  Das  kombinatoriscJie  Produkt  eines  einfachen  Funläes  Ä  wnä 
dreier  Strecken  b,  c,  d  ist  dem  Spate  hcd  inhiltsgleich,  oder 

74  [Alcä^  =  iABCB^, 

wenn  l  ==  B  —  A,  c^-C  —  B,  d  =  B  —  C. 

Beweis,     [^icd]  =  [^(B-^)(C  — ^){ü  — C)] 

=  \AB{C—B){B-C)'\  (67) 

=  [ABCip  —  OI  =  {ABCD1  [67]. 

269.  Bas  Brodultt  alABCD}  eines  KÖrpertheils  [ABCD]  und 
einer  Zahl  [a]  ist  ein  Körpertheil,  dessen  Inhalt  sich  gu  dem  von  [ABCU] 
luie  tt  :  1  verhält. 

Beweis-  g[.-1I;CZ)] -=«[^ßC(D- C]  [67] 

^iABC,Di(D-Cy\  [40] 

=  [ABC{E-^C)], 
wenn  CE  mit  CB  parallel  ist  und  sich  zu  ihm  wie  « :  1  verhält.    Dies 
ist  wieder  (nach  G7) 

=  [ABCE]. 
Da  aber  CE  und  CD  parallel  sind  und   sich  wie  k  :  1  verhalten, 
so  verhalten  sich  auch  die  Spate  ABCE  und  ABCD  algebraisch  wie 
a-A,  das  heisst,  die  Inhalte  von  alABCD}  und  [ABCD']  wie  k:1. 

270.  Wenn  A,  B,  C,  D  einfache  Punkte,  und  a,  ß,  y,  d  Zahlen 
sind,  so  ist 

[aA.ßB.yC.äD] 

ein  Körpertheil,  der  sich  m  '^ABCD']  wie  aßyä  zu  1  verhält. 

Beweis.  \aA  .  ßB .  yC .  SI>'\  =aßySlABCB'\  (nach  46),  also 
(nach  269)  bewiesen. 

Anm  Blicken  wu  zuruL.k  aui  die  ve  Bi'hie denen,  kombinatoiia  lien  irodukte 
deien  Bi.gri£E  wir  naher  bestimmt  haben  ao  ergab  sich  fui  zwei  drei  vier  em 
fache  Punkte  das  einfache  aweifiche  sechsfache  det  dazwischen  hegenden  Linien 
JIS,  hen  K  rpeithede«  und  he  zugehörigen  '  ehiete  waren  die  «nbegranzte  ge 
ra  le  L  nie  Ebene  der  unbegranzte  Eaum  Femei  ebenso  wie  dei  unendlich 
entfe  nte  Punkt  ale  Strecke  von  bestimmter  Lmge  und  Richtung  eischien  so  der 
unendlich  entfernte  Linientheil  als  begrenzte  Ebene  von  lo&t  mmtem  Tlächen 
nhalt  und  bestimmten  K  ohtungen  so  dei  unendlich  entfernte  Tlächentheil  ils 
Korjeiiaum  von  lestimmtem  Inhalte 

^^  enn  zu  einei  btrecke  o  le  zu  emem  Produkt  zweier  oder  dreier  Strecken 
ein  Punkt  h  ei  toi  Faktor  hinzutrat  so  htfeito  lies  PioJukt  deifcelbti  Inhalt 
und  dieselben  Echtuigen  ab  wenn  dei  Punkt  nicht  h  nzutiai  Duroh  las  Hm 
ZI  treten    des    Punktes    tiat      i    len   b  sherigen   Bestimmungen   (Inhalt   unl  Rieh 
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tungen)  noch  im  eisten  Fallp  die  durot  den  Punkt  mit  der  Strecke  parillel  ge 
legti»  Linie  im  zweiten  die  duich  den  Punkt  mit  den  beiden  btteoken  pinllel 
gelegte  Ebene  hinzu  welche  -f  die  Geliete  jener  Grössen  bilden  und  so  vei  17 
wandelte  sich  die  Strecke  m  einen  Linientbeil  die  FU(,he  Ton  bestimmtem  Inhalt 
und  bestimmten  Kicbtungen  m  diB  wis  wir  einen  Fliickentheil  genannt  haben 
Das  Produkt  dieiei  Strecken  wirl  dircli  dds  Hmzutieten  des  Punktes  nur  formell 


371.  Wmn  A,  B  t  1)  L,  F  Pmilfe,  nmJ  a,b,  c  d  f>hec}en 
sind,  00  bedeutet 

1)  A=^S, 

äass  A  mit  B  susammen fällt, 

2)  lAB-]  =  [Cü] , 

dass  die  unbegrämten  geraden  Lmirn  AB  und  CD, 

3)  IABG~\=^[DEF], 

dass  die  imhegrünstm  Ebenen  ABC  und  DEF  Busammenfallen, 

4)  a  -=  l, 
dass  a  nnf  h  pataUd, 

dass  die  Ebene,  loelclie  die  Hiehtungen  a  und  h  enthält,  der  Ebene  parallel 
ist,  tnelclip  die  Bichiungen  c  und  d  enthalt 

Beweist  Nach  Nr  2  bedeutet  die  Kongruenz  zweier  extensiver 
Grössen  p  g,  dabo  p  und  q  in  einer  Zahlbeziehimg  zu  einander 
stehen,  und  keine  von  beiden  null  ist  "Wenn  das  nun  1)  für  A  und  B 
gilt,  so  müssen  (nach  216)  ihre  Orte  zusammenfallen,  wenn  es  2)  für 
[j4B]  und  \0U\  gilt,  so  müssen  (nach  {252  und)  247)  die  iinbegränzten 
geraden  Linien  AB  und  CD  zusammenfallen,  wenn  es  3)  für  [ABO] 
und  {pEF'\  gilt,  so  müssen  (nach  {261a  und}  255)  die  Ebenen  ABC 
und  DEF  zusammenfallen.  Endlieh  4)  und  5)  folgen  aus  1)  und  2), 
wenn  mau  die  Punkte  in  unendliche  Entfernung  rückt. 

§  4.     Addition  von  Linien  und  Flächen. 

273,  Zwei  Linientkeäe  derselben  Ebene  geben  eur  Summe  toieder 
einen  Linientkeil  derselben  Ebene,  und  swei  Flächentheile  {des  Baumes] 
geben  mir  Summe  wieder  einmi  Flächentheil. 

Beweis.     Da   der   Linientbeil   (nach   249)    ein   kombinatorisches 
Produkt  zweier  Punkte,  und  (nach  257)  der  Flächentheil  ein  kombina- 
torisches Produkt  dreier  Punkte,  und  die  Punkte  (nach  228)  Grössen 
erster  Stufe  sind,  so  sind  (nach  77  b)  f  der  Linientbeil  und  der  Flächen-  i7a 
theil  beziehlich  einfache  Grössen  zweiter  und  dritter  Stufe.    Ferner  ist 
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(nach  237)  die  Ebene  ein  Gebiet  dritter  und  der  Raum  ein  Gebiet  vierter 
Stufe.  Nach  88  geben  {aber)  die  Grössen  («— l)-ter  Stufe  in  einem 
Hauptgebiete  n-tev  Stufe  zur  Summe  eine  einfache  (daa  heisst,  ak  kom- 
binatorisches Produkt  darstellbare)  Grösse  (n  —  l)-ter  Stufe  desselben 
Hauptgehietea ,  also  die  Linientheile  einer  und  derselben  Ebene  einen 
Linientheil  derselben  Ebene,  die  Flächentheile  {des  Raumes)  einen 
Mächentheil. 

Zusatz.  Basselbe  gilt  also  aucli  für  mehr  als  zwei  Linientheile 
derselben  Ebene,  und  für  mävr  als  svm  Flachentheile  {des  Baimes\. 

273.  Ztvei  endlich  entfernte  lAnienfkeile ,  deren  Linien  sieh 
schneiden,  gä>en  zur  Summe  einm  endlich  en^emtm  LinienÜieil,  dessen 
Linie  durch  denselben  DurchschnittspunM  geht,  und  welcher  der  Diagonale 
eines  Paralldogrammes  gleicJi  lang  und  gleichgerichtet  ist,  dessen  von  der- 
selben Ecke  ausgehende  Seiten  den  summirten  Linientheilen  gleich  lang 
wnd  gleichgerichtet  sind. 

Beweis,     Es   sei  Ä   der  Durehschnittspunkt   der    beiden   Linien, 
und   seien  [ÄE]   und  [AC]    die   beiden  Linien- 
^         '^'    '  B     theüe,    wo    A,    B,   0    einfache    Punkte     sind 

|vgl.  Fig.  10},  so  ist 

[AB]  +  [ACT]  =  [A(:B  +  C)]  =  2[ÄE], 
wenn    E  die    Mitte     zwischen    B    und    C    ist. 
Aber  AE  ist   die   halbt,   Dn^onale    des   Parallelogramms   CAB,    also 
2AE  die  ganze 

274.  Zwei  endlich  entfernte,  gleichgerichtete  Linientheile  gehen  zur 
Summe  wiedet  einen  ebenso  gerichteten  Limen&tetl  [ih^et  Ebene],  dessen 
Lämge  die  Summe  ist  aus  den  Langen  det  Summanden,  itnd  dessen  gerade 
Linie  zivisdien  dm  geiaden  Lmien  det  Summanden  lugt  und  von  diesen 
Linieit  im  umgekehrten  Verhältnisse  dei  Langen  der  Summanden  absteht. 

Beweis.    Es  seien  [Äp]  und  [-B5],  wo    1  und  B  emfache  Punkte, 
P  und  q  gleichgerichtete  Strecken  sind,  die'ie  Linientheile,  und  sei  l:a 
das  Vechältnias  ihrer  Längen,  das  heisst  (na(.h  251),  das  Verhältnisa 
Ton  p  zu  q,  also  q  =  ap,  \  wo  a  positiv  isti,  so  ist 
„  lÄp]  +  [B,]-[Ap]  +  [l!..,,]~lAp]  +  l,<£.p-}         [40] 

-  [(Ä  +  uB)p]  _  t(l  +  a)S.f]    [(391,  225], 
wenn  S  der  Suramenpunkt  von  A  und  aB  ist, 

_[S.(1  +  «)J,]  [40] 

-[S{p  +  «p)]  =  [S(l,  +  8)], 
das   heisst,  die  Summe  ist  ein  mit  den  Summanden  gleich  gen  chteter 
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Linieutheil,  dessen  Länge  gleich  der  der  Strecke  (p  -(-  q),  also  gleich 
der  Summe  aus  den  Längen  der  Summanden  ist,  und  dessen  Linie 
durch  S  geht.  S  liegt  aber  (nach  225)  in  der  geraden  Linie  AB,  und 
steht  von  A  und  B  in  dem  Verhältnisse  Ton  « :  1 ,  das  heisst,  im  um- 
gekehrten Verhältnisse  der  Summanden  (p  und  q)  ab,  also  steht  auch 
die  gerade  Linie  \_S(p  +  <?)]  von  den  geraden  Linien  [Sp]  imd  [Sq] 
m  diesem  Verhältnisse  ab. 

376.  Zwei  endlich  entfernte,  enlgegengeseUt  gerichtete,  aber 
nickt  gleich  lange  Linientheile  gehen  zur  Summe  einen  endlich  en^eniten 
Linienlheil  {ihrer  Ehene],  welcher  dem  grösseren  der  Summanden  gleich- 
gerichtet ist,  dessen  Länge  die  Differenz  der  Längen  der  Summanden  ist, 
und  dessen  Lime  ausserhalb  de*  Linien  der  Summanden  (auf  der  Seite 
des  grösseimt  Summanderi)  hegt  und  von  diesen  Linien  im  timgekehrten 
Verhältnisse  der  Langen  du  Summanden  absteht. 

Beweii  TOie  m  274,  nur  dass  man  — a  statt  a  setzt. 

276.  Die  Stimme  swetei  entgegengesetzt  gerichteter  und  gleich 
langer  Lmienthetle  [J-B]  und  [CDI  ist  em  Streckenprodukt,  dessen  In- 
halt gleich  und  gleichheseichnet  [mit]  dem  des  Parällelogrammes  ABC 
[oder  CDA\  ist,  ueldies  den  einen  Linientheil  (gleich  viel,  ioelchen)  mir 
Grundseite,  und  den  andetn  zur  Deckseite  hat. 

Bewei'i      Wenn  AB  mit  CD  gleich   lang  Fig.". 

und  entgegengesetzt  gerichtet  ist  [vgl.  Fig.  11  j,  /~~    ~  /' 

so  ist  (nach  222,  Zusak)  /  / 

Ai,,„i,i        Ji-Ä^c-n.  ^  ^ 

[AB]  +  ICD]  -  [Ä(B  -  J)]  +  [(C  -  D)D-\  [67] 

-  [^(i'  ~  Ä)^  +  [(B  -  Ä)D-\  [Hyp.l 

-^i{B~A)Ä-\  +  l(ß^A)D-\  [551 

~{{B-A)(D^A)-], 
das  heiset,   gleich   einem   Streckenprodukt,   dessen    Inhalt   gleich    dem 
eines    Parällelogrammes   ist,  dessen  erste  Seite  mit  AB   und    dessen  1 78 
zweite   Seite    mit  AD   gleich  lang    und  gleichgerichtet  ist.     Dies   ist 
aber  das  Parallelogramm  ABC,  (und  mit  ihm  ist  das  Parallelogramm 
CDA  gleich  und  gleichbezeichnet),  also  bewiesen. 

377.  Die  Summe  eines  endlich  entfernten  Linieniheiles  [J.B]  und 
eines  kombinatorischen  Produktes  \ab'\  gweier  Streiken  a  und  b,  welche 
einer  durch  den  Linienüieil  \_AB^  gelegten  Ebene  parallel  sind,  ist  ein 
endlich  entfernter  Imientheil  [^DCI  derselben  Ebene,  welcher  mit  dein 
ersteren  gleich  lang  und  gleichgerichtet  ist  { vgl,  Fig.  10 } ,  und  so  Uegt,  dass 
p-amm  ABC,  welches  den  ersten  Linientheil  sur  Grundseite, 
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den  gweitm  sur  Deckseite  Jtat,  dem  lombinatonsckei}  Produkte  [a6]  mt- 
gegengesetst  (das  heisst  whaltsgleich,  aber  enigegenges<i^t  'bezeichnet')  ist. 

Beweis.  Bezeiclineii  wir  das  mit  (dem  Parallelogramme J  ABC 
gleiche  Sfcreekenprodiikt  mit  P,  so  ist  nach  dem  vorigen  Satze 

[AB]  +  [CD]  -  P, 
also 

IDC]  —  IÄB]  —  F 

-[ÄB]  +  [ah-], 
da  nach  Hjpotheds 

lat 

278.  Die  hiimme  aieu?  lomhinatonscher  Produkte  [ah]  und  [cd] 
ton  je  mei  Strecken  tst  nieder  ein  kombinatorisches  Produkt  zweier 
Strecken,  und  suar  tn  der  Art,  dobs,  wenn  jene  in  Form  zweier  Parallelo- 
gramme übet  dert^elhen  (pde^  gleich  langer  und  gleichgerichteter')  Grund- 
smte  dargestellt  sind,  die  Summe  sich  als  Parallelogramm  über  derselben 
(odet  gleich  langet  und  gletchgetichteter)  Grundseite  darstellen  lässt,  in 
uelchem  die  meite  Seite  die  SUecli  .,ie  der  zweiten  Seiten  jener 
Fat  allelog)  amme  ist 

Beweis  Man  lege  eme  Ebene  mit  a  und  b  parallel,  eine  andere 
mit  c  und  d  paiaUel,  es  ^ei  e  eine  ^tieeke,  welche  mit  der  Dureh- 
schnittsliuie  htider  Ebenen  fimd,  wenn  sie  sieh  nicht  schneiden,  mit 
emei  beliebigeii  Lmie  deiselbeu)  parallel  ist.  Dann  kann  man  (nach 
254)  [ab]  auf  die  Form  [e/]  und  [cd'}  auf  die  Form  [eg]  bringen, 
und  es  ist  dann 

[«j]  +  M  -  [«n  +  M -[«(/■+ j)] , 

und  dies  war  die  verlangte  Form  der  Summe. 
.79  279.  Zum  endlich  entfernte  Flachentheile ,  deren  Ebenen  sich 
schneiden,  geben  zw  Sutmne  einen  Flächentheil,  dessen  Ebene  durch  die 
Durchschnittskante  jener  Ebenen  geht,  und  zwar,  wenn  die  Summanden  als 
PardUelogramme  von  gemeinschafUicher  Grundseüe  dargestellt  sind,  so 
lässt  sich  die  Summe  als  Parallelogramm  darslellm,  welches  dieselbe  Qrwnd- 
seite  hat,  und  in  welchem  die  zweite  Seite  die  Sireckensumme  aus  den 
zweiten  Seiten  der  Summanden  ist,  oder  anders  ausgedrückt:  Die  Sum- 
manden sind  gleich  den  Projektionen  der  Summe  auf  die  beiden  Ebenen 
der  Summanden,  toenn  auf  jede  Ebene  paraUel  der  andern  projicirt  wird. 
Beweis,  Es  seien  A  und  B  zwei  einfache  Punkte  in  der  Durch- 
schnittskante jener  Ebenen,  und  c  und  d  zwei  Strecken  von  der  Art, 
dass  die  beiden  zu  addirenden  Flilehentheile  gleich  [^Tfc]  und  [ÄDd] 
seien,  so  ist 

[ABc\  +  [AB^I]  =  [AB{<:  +  <?)], 
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(5as  heisst,   die   Summe   ist  dargestellt  durch   ein   Parallelogramm,  in 
welchem  AB  (rrundseite,  und  c  +  d  die  zweite  Seite  ist. 

280.  Die  Summe  sweier  paralleler  und  gleichheseichneter  {end- 
lich entfernter)  Flächentheile  (Ej  und  E^  ist  ein  ihnen  paralleler  und  gleich- 
hegeichneler  Fläckentkeil,  dessen  Inkalt  die  Summe  ist  aus  den  InJtalten 
der  Summanden,  und  dessen  Ebern  simschen  denen  der  Summemden  so 
liegt,  dass  sie  von  ihnen  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  InJtalle  der 
Summanden  absteht. 

Beweis.    Es  sei  E,^  =  [Abc'],  wo  A  ein  {einfacher)  Punkt,  6  und  c 
Strecken  sind,  und  sei  von  A  auf  die  Ebene  von  E^  ein  hoth  AD  gefällt, 
so  ist  [Dbc],  da  heide  Ebenen  parallel  sind,  ein  Fläehentlieil  der  Ebene 
von  E^,  steht  also  zu  E^  in  einer  Zahlbezi  eh  ujig.   Es  sei  J?ä=ß[D6c], 
so  ist  {a  positiv,  da  E,  und  E^  gleichbezeielmet  sind,  und  es  wird) 
£,  +  «,-  [Ähcj  +  «IDhc]  -  HA  +  «l))ic\  -  [(1  +  «)SS«] , 
WO   S  (nach  225)  in  AD  liegt,  und  von  A  und  D  im  Verhältnisse 
a  :  1  absteht.     Folglich  ist   die  Ebene   der  Summe   eine  durch   S  mit 
h  und  c,  also   auch  mit  den  Ebenen  von  E,  und  E^  parallel  gelegte 
Ebene,  welche  zwischen  beiden  Ebenen  liegt  und  von  ihnen  im  Ver- 
hältnisse K  :  1  absteht,  das  heisst,  im  umgekehrten  Verhältnisse  f  der  190 
Inhalte   (bc  und  abc).     Der  Inhalt  der  Summe  ist  (nach  260)   gleich 
dem  Inhalte  von  (1  -+-  t')bc,  das  heisst,  ^bc  -{-  abc,  das  heisst,  gleich 
der  Summe  der  Inhalte  der  Summanden. 

281.  Die  Summe  zweier  paralleler  und  entgegengesetst  be- 
zeichneter aber  nicht  inhaltsgleicher  (endlich  entfernter)  Flächentheile 
£J,  und  E^  ist  ein  ^nen  paralleler,  dem  grösseren  gleichbezeichneter  Flächen- 
tkeü,  dessen  Inhalt  die  Differens  der  Inhalte  der  Summanden  {E^  und  E^) 
ist,  und  dessen  Ebene  ausserhalb  des  Baumes  zwischen  dm  leiden  Ebenen  der 
Summanden  {auf  der  Seite  des  grösseren  Summanden}  so  liegt,  dass  sie  von 
diesen  Ebenen  im  umgekehrten   Verhältnisse  der  Summanden  absteht. 

Beweis  wie  in  280,  nur  dasa  statt  a  gesetzt  wird  — a. 

382.  Die  Smmne  istveier paralleler,  entgegengesetzt  bezeichneter 
aber  inhaltsgleicher  (endlich  entfernter)  Flächentheile  E^  und  E^  ist 
gleich  einem  'kombinatorischen  Produkte  dreier  Strecken,  und  mvar  ist  der 
Inhalt  dieses  "Produktes  gleich,  aber  entgegengesetzt  bezeichnet  dem  eines 
Spates,  welcher  E^  als  Grundfläche  hat  und  dessen  Deckfläche  in  der 
Ebene  von  E^  liegt. 

Beweis.     Es  sei  i\  =  [Abc],  E^  =  —  [Dbc],  so  ist 
B,  +  E,  =  \Ahc~\  —  [D6c]  =  \_(A  —  ö)6c] 
--l(D-A)U^. 
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Aber  [(D—A)hc]  ist  (nach  58)  =  [bc(D  —  A)],  imd  dies  letztere 
ist  (nach  262)  dem  Inhalte  eines  Spates  gleich,  dessen  erste  Seite 
mit  b,  dessen  zweite  Seite  mit  c  tind  dessen  dritte  Seite  mit  (D  —  Ä) 
gleich  llaJig)  und  gleichgerichtet  ist,  also  desseu  Grundfläche  [Ahe]  ist 
und  dessen  Deckfläche  durch  D  geht;  also  bewiesen. 

283.  Die  Summe  eines  endlich  en^emteti  Flächentheils  E^  und 
eines  IcomUnatorischen  Produktes  P  dreier  Strecken  ist  ein  dem  ersten 
parallel  gelegener ,  inhaltsgleicher  und  gleickbeeeichnefer  Flächentheil  E^, 
welcher  so  liegt,  dass  der  Spat  (ParaUelepipedum),  welciter  den  ersteren 
Flächentheil  mir  Grundfläche  {und  die  Ebene  von  E^  zur  Deckfläche]  hat, 
dein  gegebenen  kombinatorischen  Produkte  P  der  drei  Strecken  inhaUsgleich 
und  gleicidxgeichnet  ist. 

Beweis.     Nach  282  ist 

E,  —  i'^  =  —  P, 
also 

i;  =  E,  +  p. 

,81  284.  Die  Summe  dreier  Flächentheile  {Ej,  E^,  E^,  deren  Ebenen 
sich  in  einem  Eckpunkte  (D)  sehneiden,  ist  ein  Flächentheil  (E^),  dessen 
Ebene  durch  denselben  Eckpunkt  (D)  geht,  und  so  beschaffen  ist,  dass, 
wenn  man  diesen  Flächentheil  (E^  nach  und  nach  auf  jede  der  drei 
Ebenen  parallel  der  Durchschnittslinie  der  beiden  andern  projieirt,  diese 
Projektionen,  den  Summanden  (Ej,  E2,  E^  gleich  sind. 

Beweis.  Es  seien  die  Kanten,  in  welchen  sich  beziehUch  die 
Ebenen  E.^  und  E^,  E^  und  j?,,  F.^  und  E.^  sehneiden,  den  drei  Rich- 
tungen a,  b,  c  parallel,  so  ist  zunächst  zu  beweisen,  dass  .B,,  E^,  E^ 
die  Projektionen  von  E^  auf  die  Ebenen  E,,  E^,  E^  nach  den  Rich- 
tungen a,  b,  c  seien. 

Um  dies  zuerst  fär  E^  zu  beweisen,  sei  ^^  ~l"  -^3  =  E'  gesetzt, 
so  ist  a  (nach  der  Annahme)  mit  der  Durchschnittskante  der  beiden 
Ebenen  £3  und  E^  parallel;  also  auch  (nach  279)  mit  E'.  Projieirt 
man  nun  E^  auf  die  Ebeue  E,  nach  der  Eichtur^  a,  so  ist,  da  a  mit 
E'  parallel  und  i?.,  =  _E'  +  E,  ist,  diese  Projektion  =  E,  (nach  270). 
Auf  gleiche  Weise  folgt,  dass  die  Projektion  von  E^  auf  die  Ebene  E^ 
nach  der  Richtung  b  gleich  E^,  und  die  auf  die  Ebene  E^  nach  der 
Richtung  c  gleich  E^  ist. 

Endlich  muss  auch  E^  durch  D  gehen;  denn  (nach  279)  haben 
E',  E^  und  E^,  vermöge  der  Gleichung  E'  =  E^  +  E^,  dieselbe  Kaute 
gemein,  also  auch  den  Punkt  D,  der  (nach  der  Hypothesis)  in  E^ 
und  Ff,  liegt;  ferner  haben  nach  demselben  Satze  E^,  E',  E^,  1 
der  Gleichung  E^  =  E'  -\--  £,,   dieselbe  Kante   gemein,  also  auch  « 
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Punkt  D,  der,  wie  wir  bewiesen,  iu  E'  und  nach  der  Voraussetzung 
auch  in  E^^  liegt,  das  heisat,  E^  geht  aueli  durch  B. 

385.  Eine  Summe  S  von  lAnimtheilen  lässt  sich  stets  auf  eine 
Stemme  zweier  Linientheile  suriickführen,  wnä  zwar  Jcann  man  für  den 
einen  dieser  beiden  Linientheüe  einen  Ttmld  {Ä),  durch  welchen  die  Linie 
desselben  gehen  soll,  und  für  den  andern  eine  Ebene  BGB,  in  tvekher 
die  Linie  desselben  liegen  soll,  vnUMrUch  annehmen,  nur  dass  der  Funht  A 
nicht  innerhalb  der  Ebene  BOB  liegen  darf. 

Beweis.  Da  A,  B,  C,  B  nicht  in  Einer  Ebene  liegen,  so  kann 
man  aus  iknen  (nach  232)  alle  Punkte  des  Raumes  -j-  numerisch  ab-18s 
leiten,  und  also  auch  die  Punkte,  durch  deren  Multiplikation  zu  je 
zweien  die  Linientheile  entstanden  sind,  deren  Summe  S  ist,  Lost  man, 
nachdem  man  diese  Ableitungsaos drücke  eingeführt  hat,  alle  Klam- 
mern auf,  und  setzt  (nach  55) 

[ß^]  =  -[JB],   {CÄ]  =  —  [AC],    [BA-\  =  -[AB], 

[CB] [B  C],  iBB]  =  —  [BD],  [DO]  =  —  [CI)-], 

so  erhält  man  einen  Ausdruck  der  Form 

S  _  „[AB]  +  ßlÄC]  +  r[ÄD]  +  ä[BC]  +  i[BD]  +  aCD]. 
wo  a,  ß,  y,  d,  £,  £  Zahlen  sind.     Dies  ist  aber 

-  [Ä{«B  +  ßO  +  ,J9))  +  ä[ÜO]  +  «[-Bß]  +  ilCDl 

Hier  giebt  das  erste  Glied  (nach  222,  { 251 )  und  253)  einen  Linien- 
theil,  und  die  Summe  Ö[BC]  +  i[B-D]  +  e[Gi>]  giebt  (nach  272, 
Zusatz)  einen  (endlich  oder  unendlich  entfernten)  Linientheil  der  Ebene 
BGB,  also  bewiesen 

286.  Eine  Summe  S  lon  Linientheilen  ist  dann  und  nur  dann 
wieder  ein  Linientheil,  nenn 

ISSJ-O 
ist. 

Beweis.     1.  Wenn  i5  em  Linientheil  =  [AB"]  ist,  so  ist 
[SS]  -YAB.AB] 

—  YABAB]  [801 

-  0  [60]. 
2.   Wenn   [SS]  =  0  ist,   so   sei   S  (mcli  285)  zurilciigetilhrt  auf 

zwei  Linientheile,  und  S  =  [AB]-\-  \CU],  so  wird 
0  —  [SS]  ^{{AB+  eil)  (AB  +  CDj]  ~{AB.CD']  +  [CD  .AB], 
da  [.AB.  JB]und  [CB.CD]  (nach  {80  und)  60)  null  sind.   Es  ist  aber 
(nach  58)  \CI>.AB]  —  [AB.CD],  also 

0  —  2[AB.(:il],   oder   0  —  [ABCB]  |80), 
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das  heisst,   A,  B,  C,  D  liegen  in  Einer  Ebene   (nach  {66  und)  236), 
also  ist  (nach  272)  ^AB]  +  [CD]  ein  Linientheil. 

Anm.  Man  eieht,  wie  ftii'  die  Statik  der  Sehwerpunit  als  Summe  von 
Punkten,  die  statische  Kraft  ale  Linienitlieil,  die  Eesultante  der  statischen  Kr&fte 
als  Summe  der  Linientheile,  das  statische  Moment  als  Pläehentiieil  erscheint,  und 
schon  daraus  wird  maji  entnehmen  können,  welche  fruchtreiche  Anwendung  die 
hier  sich  entwickelnde  Analyse"  für  die  Statik  und  Mechanik  gestatte,  was  ich  in 
einem  späteren  Werke  zw  neigen  gedenie.   |  Vgl.  auch  noch  Kr.  346  und  347.  ] 

183  §  5-     Planimetrische  und  etereometrisolie  Multiplikation. 

288.'")    Erklärung.   Unter  der  planimetrischen  Multiplikation 

verstehe  ich  die  anf  eme  Ebene  {als  Gebiet  dritter  Stufe)  bezügliche, 
184 unter  f  der  stereometrischen  die  auf  den  Kaum  (als  Gfebiet  vierter 

Stufe)  bezügliche  Multiplikation. 

289.  Bas  planimetrische  Produkt  sweier  Linientheile  [AB~\  v/nd 
[AC],  deren  Linien  sich  in  endlicher  Entfernung  schneiden,  ist  ein  Punkt, 
dessen  Ort  der  DitrchschnitlspunU  (A)  jener  Linien,  und  dessen  Koeffi- 
cient,  wenn  A,  S,  C  einfache  Punkte  sind,  gleich  dem  InJialte  des  Paral- 
Mogramms  ASC  ist,  das  heisst, 

IAB.ÄC]^[ÄB0'\A. 

Beweis  nach  103. 

Anm.  Da  hei  der  planimetrischen  Multiplikation  (gemäss  94)  ein  Flächen- 
theil  als  Einheit  angenommen  werden  muss,  so  ist  der  Koefficient  [ASG]  eine 
Zahl,  also  [ÄB(J]Ä  in  der  That  ein  (einfacher  oder  vielfacher)  Punkt. 

290.  Das  planimetrische  Produkt  zweier  paralleler  Idnientkeile 
{AS]  und  [CD}  ist  eine  Strecke,  weldie  den  beiden  Linien  parallel  ist, 
und  welche  sich  zur  Strecke  AB  algebraisch  wie  das  Parallelogramm 
BCD  zur  Einheit  verhält. 

Beweis.  Da  AB  mit  CD  parallel  ist,  so  stehen  (nach  230a)  die 
Strecken  A  —  B  und  C  ~-  1)  in  einer  Zahlbeziehung.  Es  sei 
G—D'^u(A  —  B),  so  wird 

[AB.CB\  =  [{A—  B)B.(C-  D)B]  [67] 

=  cc[(A  —  B)B  .  {A  —  B)D]         [Annahme] 
=  tt\iA  --  S)BD}(A  -  B)  [103] 

=  [(C~  V)BD](A  -'■■  B)  [Annahme] 

=  \OBBXA  —  B)  [67] 

_ =[BCD](B  —  A)  [55], 

"0  (Die  Ni  287  steht  jetzt  an  ihier  richtigen  Stelle  als  Nr.  113c,  Grass- 
mann  seihst  sagt  m  dei  Unginalausgahe  bei  Hr  287:  „Dieser  Satz  hätte  nach 
119b  folgen  sollen,  und  ist  dort  nur  duich  ein  Vtriehen  ausgelassen."} 
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das  heisst,  [^ÄB .  CS]   ist  gleich   einer  Strecke,  die   mit  AB  parallel 
ist,  und  sieli  zu  AB  algebraisch  verhält  wie  [PCD]  zu  1. 

291.  Bas  planimetrische  ProduJct  eines  Lmkntlieiles  [ABI  '"'^ 
eines  Punktes  G  ist,  weim  A,  B,  C  einfache  Blinkte  sind,  gleich  dem 
Inhalte  des  Parallelogramms  ABC,  also  mill  {dann  und}  nur  dann,  wenn 
A,  B,  C  in  gerader  Linie  liegen. 

Beweis  nach  257  {tmd  245}. 

293.    Das  planimetrisehe  Produkt  dreier  Linimtheile  [AB],  [AC], 
[BC},  welehe  die  Seiten  eines  Drmedcs  lilde^t,  ist,  temn  A,  B,  C  ein- 
fache Punkte  sind,  viermal  so  gross  als  f  das  Quadrat  dieses  Breieclcs,  oder  185 
gleich  dem  Quadrate  des  Parallelogramms  ABC,  das  heisst, 
[AB.AC.BC]  =  iABCf. 

Beweis.  Es  sei  {ABC]  =  cc.  Dann  setze  man  A^  ^  A:  a,  so 
ist  [J.,BC]  =  1,  also  (nach  112) 

[A^B.A,C.BC~\^1, 
also 

[AB  .  AC.  BC]  =  u^  =  [ABCy. 

Anm,     Wir  liätten  die  Pormel  auch  schreiben  können; 
{ÄB.BG.GA]  =.  [ABC'\K 

293.  Das  planimetrisehe  Produkt  zweier  Grössen  erster  oder  zweiter 
Stufe  ist  dann  und  nur  dann  ntdl,  wenn  die  Grössen  incident  sind,  das 
heisst,  eweier  Punkte,  wenn  ihre  Orte  Busammenfallmi,  zweier  Linientheile, 
wenn  ihre  Linien  msammenfaäen,  eines  Linientlieiles  und  eines  Punktes, 
wenn  der  Ort  des  Punktes  in  die  Linie  (jenes  Unientheiles)  fällt. 

Beweis  nach  119c. 

294.  Das  planimetrisehe  Produkt  ziveier  nicht  incidenter  Linien- 
theile  ist  dem  Diirckschnittspunkte  ihrer  Linien  kongrue)it,  das  heisst, 

[AB.AC]^A. 
Beweis.     [A B  .  AC]  =  [A  Ji C~\  A   (nach  2811),   also,   da   [ABC] 
eine  Zahl  ist,  ^£  A  (nach  2). 

295.  Das  planimetrisehe  Produkt  dreier  Linientlieile  ist  dann  und 
nur  dann  null,  wenn  ihre  Linien  sich  in  einem  {endlich  oder  unendlich 
entfernten)  Pu/nkte  treffen. 

Beweis  nach  119c. 

296.  Dos  stereometrische  Produkt  zweier  Flächentheile  [ABC] 
und  [ABD],  deren  Ebenen  sich  in  endlicher  Entfernung  schneiden,  ist 
ein  Theil  dieser  Durchschnittslinie,  und  swar  verhalt  s 
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Ä,  B,  C,  D  einfache  Funhte  sind,  m  \_AB'\  algehraiscli  wie  der  Spat  (das 
Farallelepipedum)  ABCD  mr  Einheit. 

Beweis.  {ABC .  AB]y\  =  {ABCI)']{AB'\  [103]. 

Anm.  Da  bei  der  stereometrischen  Multiplikation  (nach  94,  288)  ein  Körper- 
theil  als  Einheit  genommen  ist,  so  ist  lABCD}  eine  Zahl,  und  also  [ABCBJIAE] 
in  der  That  ein  Linientheil. 

86  297.  Das  stereometrische  Produkt  zweier  Fläckenthäle  [ABC] 
und  [DEF],  deren  Ehenen parallel  sind,  ist  ein  Produkt  zweier  Strecken, 
welche  diesen  Ebenen  parallel  sind,  und  swar  verhält  sich  der  Inhalt 
dieses  Produldes,  wenn  A,  B,  C,  D,  E,  F  einfache  Funkte  sind,  m  dem 
des  Parallelogramms  ABC  algebraisch  wie  der  Spat  (das  Parallelepipedum) 
ADEF  zur  Einheit. 
Beweis. 

[ABCDEF]^  [AiB  —  A)(C~A).D{E~n){F~D)']  [67]. 
Da  mm  nach  der  Annahme  die  Ebenen  ABC  und  BEF  parallel  sind, 
so  sind  (nach  230)  £?  —  Z)  und  F  —  D  aas  5  —  ^  und  C  ~A  ab- 
leitbar, also  aiieh  das  Produkt  der  ersteren  aus  dem  der  letzteren.  Es 
sei  B  ~  Ä  mit  j)  und  C—  A  mit  q  bezeichnet,  so  ist  [{E- — B'ji^F — D)] 
aus  [pq]  ableitbar  und  sei  =  (^[pq],  so  ist 

[ABC.  I)EF\  =  [Apq  .  ct{I>pqy]  =  ti[Apq  .  Dpq]  [40] 

^  a[ADpq-}[pq-]  [107J 

^[AD{E~D){F—D)][pq]   [{80).  Annahme] 
=  [ADEF][pq]  [67], 

298.  Das  stereonietrische  Produkt  gweier  Limentheile  [AB]  und 
[OX*] ,  und  ebenso  das  eines  Flächentheiles  [ABC]  und  eines  Punktes  {B], 
ist,  wenn  A,  B,  C,  B  einfache  Punkte  sind,  gleich  dem  Spate  ABCB. 

Beweis.      [AB  .  CD]  =  [ABC.  D]  =  [ABCD]  [80]. 

299.  Das  stereometrische  Produkt  dreier  Flächentheile  [ABC], 
[ABD]f  [ACD],  welche  sich  in  einem  endlich  entfernten  Punkte  Ä 
schneiden,  ist  ein  melfacher  Punkt,  dessen  Ort  der  Durchschnitlspunkt  A 
ist,  mtd  zwar,  wenn  A,  B,  C,  D  die  einfachen  Ecken  eines  Tetraeders 
sind,  so  ist  der  su  jenem  Punkte  gehörige  KoefßcieKt  gleich  dem  Quadrate 
des  Inhaltes  des  Spates  {Parallelepipediims')  ABCD. 

Beweis.  Es  sei  [ABGD]  =  a,  luid  sei  B^^Bia,  so  ist 
[ÄB^CD]=  I,  also  (nach  112) 

\AB,C .  AB^D  .  AaD]=^  A, 
also 

[ABC.  ABB.  AGB]  =  u'A  =  [ABÜB^A. 
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300.  Das  stereometrische  ProduM  von  vier  Flächentkeüen  [ABC], 
[ÄBD],  [ACjyj,  [BCD]  ist,  wenn  A,  B,  C,  D  -f  die  einfachen  Eckmm 
eines   Tetraeders  sind,  gleich  der   dritten  Polens  des  Spates  {Parallelepi- 
pedums)  ABCD. 

Beweis,  Es  sei  [ABCB}  =  a,  und  sei  A.^-'A-.a,  so  ist 
lA.BCIJ]  =  1,  also  (nach  112) 

[A,BC.A,BJ).A,GD.  BCB]^  i, 
also 

[ABC  .ABB.  AGB  .  BCD]  =  a^  =  [ABCDf. 

301.  Bas  stereometribche  PioduJt  "wetej  Linientketle  itt  dann  und 
nur  dann  null,  wenn  ihre  Linien  m  emet  Ebene  liegen  dat  stet  eo^itetriscks 
Produkt  sweier  Grossen,  loelche  von  etsfei,  nueiter  oder  dtttter  Stufe,  aber 
nicht  beide  ungleich  von  swetlei  Stufe  sind,  tst  dann  mid  nur  dann  null, 
wenn  die  Grössen  incident  sind  also  sweiei  Funkte,  wenn  %he  Orte  zur 
sammenfaUen,  siceier  Flächentheile ,  uenn  ihre  Ebenen  zusammenfallen, 
eines  Punktes  und  eines  Linien  oder  Flachcntkeiles,  wenn  dei  Punkt  in 
der  Linie  oder  Ebene  des  letzteren  hegt,  eines  Linientheiles  und  eines 
Flädtentheiles,  wenn  die  Linie  des  eisteten  m  de>  Ebene  des  let-leten  liegt. 

Beweis  nach  119c. 

302.  Bas  stereometifche  Produkt  aiieitr  mcht  mcidintt)  Flächen- 
theile ist  der  Burchschnittshnie  ihret  Ebenen  kongtuent 

Beweis.     Es  seien  a    b,  o    d  vieltauhe  Punkte    to  ist 

[abr    abd]^\abcd\\aJ}  (lOiS) 

^--[ab], 
da  [aöcd]  eine  Zahl  ist. 

303.  Bas  stereometrische  Produkt  eines  Flächentheiles  mid  eines 
Linientheiles,  der  nicM  in  der  Ebene  des  ersteren  liegt,  ist  dem  Burch- 
scknittspwikte  der  Ebene  und  der  Linie  kongruent. 

Beweis.  l_abc .  ad]  =  [abcdja  { 103} 

^  a, 
wo  wieder  a,  h,  e,  d  vielfache  Punkte  sind. 

304.  Erklärung.  Ich  bezeichne  bei  der  pianimetrischen  Multi- 
plikation das  Produkt  [«&]  zweier  Strecken  a  und  b,  wenn  das  Paral- 
lelogramm ab  gleich  dem  als  Einheit  angenommenen  Flächeninhalte 
ist,  mit  U,  und  ebenso  bezeichne  ich  bei  der  stereometrischen  Multi- 
phkation  das  Produkt  \abc\  dreier  Strecken  ■\  a,  b  und  c,  wenn  der  188 
Spat  (Parallel epipedum)  abc  gleich  dem  als  Einheit  angenommenen 
Kijrperraume  ist,  mit  ü.  Wenn  beide  unters chieden  werden  sollen,  so 
werde  ich  jenes  mit   U^,  dieses  mit   TJ^  bezeichnen. 
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305.  Wenn  a  ein  vielfacher  Punkt,  {^ABI  ein  Linientheil,  [ABC]  ein 
Flächentheil  ist,  und  A,  B,  C  einfache  Punkte  sind,  so  ist 

der  Koefjicient  von  a, 

'  \_ABV\ 

gleich  der  mit  AB  gleich  langen  und  gleichgerichteten  Strecke  =  B  —  A, 

und  [ABCTJ-\ 

gleich  dem  mit  dem  Parallelogramm  ABC  gleichen  und  parallel  gelegenen 

StrecbHproduUe  _  |.^^  _  ^)(c-  ^)]. 

Beweis.     Es  sei  a  =  aA  und  U=  [bcd],  wo  l,  c,  d  (nach  304) 
Strecken  sind,  und  der  Spat  hcd  gleich  Eins  ist,  so  ist 

[aUl  =  [aAbcd]  =  <x[Abcd]  =  a, 
da  [^6cd]   (nach  268)   mit  [ficrf]   inhaltsgleich  und  gleich  bezeichnet, 
also  gleich  Eins  ist. 
Ferner 

[AB  DJ  =  [AB  .  bcd]  =  \_A(B-A)  .  bcd]  [67]. 

Da  hier  B  —  A  als  Strecke  aus  b,  c,  d  numerisch  ableitbar  ist  (nach 
229),  so  ist  {5  —  A  dem  \bcd^  untergeordnet,  also)  (nach  108) 

\A{B  ~  A)  .  bcd]  =  lAbcd] {B  —  J)^B  —  A, 
da  [Alcd]^l  ist. 
Ferner 

[ABGÜ]  =  [ABC.beä]  =  [Ä{B—Ä){C--Ä) .  hcd]  [il7]. 
Da  hier  B — A  und  C  —  A  Strecken,  also  aus  b,  c,  d  numerisch  ab- 
leitbar sind  (nach  229),  so  ist  \(B  ~  A){C  —  A)]  dem  \bcd]  unter- 
geordnet, also 

\A{B~A){C—A).hcd]  ^  lAhcd]l(B  —  A)(C  —  A)]     [108] 

j     r.7    71        ,    ■  .  ={{B~A){C~Ay], 

da  [Ahcd]  =  1  ist.  '-■  '^  '-" 

Anm.     Diese  Grössen  [aC],   [ABU},  [ÄSGU]   sied  es,  welche  ich  in  der 

ersten  Bearbeitimg   der  Ausdehiiung'Glehre  von  1844  (S.  153   { diese  Ausgabe  I,  1, 

S.179!)  die  Auswoichungen  der  Grössen  a,  [AB],  {ABc]  genannt,  und  dafür 

eine  eigene  Bezeichnung  eingeführt  habe,  die  nuninelir  durch  die  Anwendung  der 

unendlich   entfernten  Einheit  (U)  überflüssig  gemacht  worden  ist. 

189  §  6.  Besondere  Gesetze  für  ein  gleich  Null  gesetztes  planimetrisehes 
{ und  Stereometrie ches )  Produkt.     Ebene  { algebraische  }  Kurven. 
(Algebraische  Flächen). 

306.  Die  Gleichung  eines  Punktes  x,  der  mit  den  Punkten  a  [und]  b 
in  Einer  geraden  Linie  liegt,  ist 

[xab]  =  0. 
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Beweis  Deiin  (iiach  245)  ist  {yah']  dann  und  nui  ihmi  iiull, 
wenn  X  mit  n    h  m  einer  geiadeii  Linie  liegt 

Anm  Dl  ei  bei  den  gleich  Hüll  gesetzten  Pioduktcn  nie  lai  den  metri- 
athen  Wcrth  dei  Fiktoien  ankommt  ?o  hiaucheu  einfache  und  vieltache  rind  un- 
endlich entfimte  Punkte  nicht  niPhr  untere Lhieden  zu  werden,  imd  ich  will 
deshalb  tur  dieselben  überall  di«  gleiche  Bei'eKlinung  durch  kkme  lateinische 
Buchataben  waJilen,  während  ich  zur  Bezeithnung  lei  Linicntheüe,  odpr  da  es 
hier  auf  ihre  Grö^iae  nicht  ankommt  der  geraden  Linien,  die  giossen  lateimschea 
BuL-hstal  en  wähle 

307.  Sind  A  und  B  gerade  Linien  einer  Ebene,  so  lautet  die  Glei- 
chung einer  geraden  Linie  X,  die  mit  den  geraden  Liniert  A  und  B 
durch  denselben  Punkt  geht,  und  in  derselben  Ebene  liegt, 

[XAB]  =  0, 
{wo  {XAB'j  ein  planimetnsches  Produkt  ist}. 
Beweis  nach  295. 

308.  Die  Stufemahl  eines  planimetrischen  Produhtes  atis  beliebig 
vielen  Faktoren,  mögen  dieselben  nun  Grössen  erster  oder  zweiter  Stufe 
sein,  ist  der  Summe  der  Slufeneahlen  aller  FuUoren  kongruent  in  Bemuj 
auf  den  Modul  3. 

Beweis  nach  96. 

309.  Wenn  ^„^^  ein  planimetrisches  Produkt  nulUer  Stufe  ist, 
welches  den  Punkt  x  n-mal,  u/nd  ausserdem  nur  konstante  Punkte  und 
Linien  als  Faktoren  erdhalt,  so  ist  [die  Gleichung] 

wenn  ihr  nicht  jeder  Punkt  x  genügt,  die  Punkt-Gleichung  einer  alg^rai- 
schen  Kurve  n-ter  Ordnung,  das  heisst,  es  sagt  die  Gleichung  aus,  dass 
der  Punkt  x  in  einer  algebraischen  Kurve  n-ter  Ordnung  liegt. 

Beweis.     Es  seien  a,  b,  c  drei  behebige,  nicht  in  gerader  Linie 
hegende   Punkte,  zum  Beispiel  a   ein  einfacher  Punkt,   b  und  c  zwei 
gegeneinander  senkrechte  und   gleich  lange   Strecken   (unendlich   ent- 
fernte Punkte),  so  sind  alle  Punkte  der  Ebene  f  aus  a,  h,  e  numerisch  19( 
ableitbar,  also  namentlich  der  Punkt  x\  es  sei 
X  =  x^a  4-  i^i^  +  ■^äC. 

Führt  man  diesen  Ausdruck  statt  x  in  die  Gleichung 
%,^  =  0 
ein,  und  löst  die  sämmtUchen  Klammem,  welche  nun  in  dem  Produkte 
^„^^   den    Ausdruck    (x,a  -\-  x^b  -\-  x^c)    einschliessen,    auf,    so    erhalt 
man  eine   in  Bezug  auf  x^,  x^,  x^  homogene  Gleichung  «-ten  Grades, 
deren  Glieder  alle  die  Form  ^a;Jfl;^a:^  haben,  wo   o,  -\-  h  -\-  t  =  n  ist, 
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und  wo  %  ein  Produkt  konstanter  Linien  und  Punkte,  und  zwar  ein 
Produkt  nallter  Stufe  ist,  da  die  StufenzaUen  der  Faktoren  nicht  ge- 
ändert sind.  Also  ist  91  als  Grösse  nulltet  Stufe  eine  Zahl,  und  die 
Gleichung  also  eine  gewöhnliche  Zahlgleichimg  geworden,  welche  in 
Bezug  auf  Xi,  x^,  x^  homogen  vom  M-ten  Grade  ist.  Es  sind  aber, 
wenn  a  ein  einfacher  Punkt  und  h  und  c  zu  einander  senkrechte  gleich 
lange  Linien  sind,  —  und  —  die  gewöhnlichen  Koordinaten  des  Punktes 
X,  also,  wenn  die  Gleichung  nicht  identisch  erfüllt  ist,  die  durch  sie 
dargestellte  Kurve  eine  algebraische  Kurve  von  w-ter  Ordnung. 

310.  Wenn  ^{n,X)  ein  planimetrisckes  Froduht  nuUter  Stufe 
ist,  wel<^es  die  gerade  Linie  X  n-mal  und  ausserdem  nur  Jmnsianfe 
Punkte  und  Linien  als  Faktoren  enthält,  so  ist 

^(n,  X)  =  0 
die  Linim- Gleichung  einer  algebraischen  Kurve  n-ter  Klasse,  oder  ein- 
facher ausgedrücJct,  so  ist  der  geometrische  Ort  für  die  Linie  X,  welche 
dieser  Gleichung  genügt,  ein  Ort  n-ten  Grades, 
Beweis  genau  wie  in  309. 

311.  Wenn  $„,r  ein  stereometrisches  Produkt  nullter  Stufe  ist, 
welches  den  Funkt  x  n-mal,  und  ausserdem  nur  konstante  Funkte,  Linien 
und  Ebenen  als  Faktoren  enthält,  so  ist 

die  FunktgUichtmg   einer   algebraischen  Oberfläche   n-ter   Ordnung,    oder 
191  einfacher  ausgedrückt,  so  ist  der  geometrische  Ort  f  des  Punktes  x,  welcher 
der  obigen  Gleiehung  genügt,  ein  Ort  n-ten  Grades;  vorausgesetzt  jedoch, 
dass  nicht  jeder  Punkt  x  der  obigen  Gleiehung  genügt. 

Beweis.  Es  seien  a,  b,  c,  d  vier  beliebige  Punkte,  die  nicht  in 
Einer  Ebene  liegen,  zum  Beispiel  a  ein  einfacher  Punkt,  b,  c,  d  drei 
gegeneinander  senkrechte  und  gleich  lange  Strecken  (unendlich  ent- 
fernte Punkte),  so  lässt  sich  (nach  232)  x  aus  a,  h,  c,  d  numerisch 
ableiten. 

Es  sei 

X  ^'  x^a  -^^  x^b  -\-  x^c  -\-  x_^d , 

wo  x^,  ^Tg,  x^,  x^  Zahlen  sind.  Führt  man  diesen  Ausdruck  statt  x 
in  dem  Produkt  ^^j;  überall  ein,  und  löst  die  Klammem  auf,  so  er- 
hält man  lauter  Glieder  der  Form  Sl3^3;^a:j3;*,  wo  3+ &  +  c  +  b  =  «, 
und  S  ein  Produkt  nullter  Stufe,  also  eine  Zahl  ist.  Somit  ist  die 
entstehende  Gleichung  eine  Zahlgleichung,  welche  in  Bezug  auf  x^,  x^, 
x^,  x^  homogen  vom  n-ten  Grade  ist,  falls  nicht  etwa  die  sämmt- 
lichen  Koefficienten  9(,  . . .  null  sind,  das  heisst,  der  Gleiehung  durch 
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jeden  Punkt  x  genügt  wird,  was  oben  ausgeschlossen  war.  Nun  sind 
--,     ",  ^^  die  gewöhnliclien  Koordinaten  des  Punktes  x,  weil  nämlich 

;c-i,(<,  +  jM-f  »  +  *<(), 

ist.     Somit    ist    der    geometrische    Ort    von   x   eine    Oberfläche    li-ter 
Ordnung. 

313.  Wenn  5ß(«,  |)  ein  stereometrisehes  Froäult  milUn  Stuft 
ist,  welches  die  Ebene  |  n-mal  als  Falttor  cniliäli,  und  ausbetdct)'  um 
Iconstante  Pmildc,  Linien  und  Ebenen, .so  ist 

iP(»J)  =  o 

die  Ebmen-Gleichitnff  einer  algebraischen  Oherßädie  n-ler  Klasse;  voraus- 
ffeseist,  dass  nicht  jede  Ebene  |  der  Gleidmng  genügt. 

Beweis  wie  in  311,  { denn  jeder  Flächentheil  ist  ja  ein  Produkt  von 
drei  Punkten  und  lässt  sieh  daher  (nach  232,  65)  aus  vier  nicht  durch 
einen  Punkt  gehenden  FläcHent heilen  numerisch  ableiten ) . 

318,    Ein  planimetrisckes,  und  d>enso  ein  stereomeiriscJies  Produkt 
bleibt  sich  selbst  Icongruent,  wenn  man  statt  eines  beliebigen  Faktors  des- 
selben einen  ihm  kongruenten  setst,oder,  [was  dasselbe  ist,]  \  ihn  mit  eiMcr  192 
beliebigen  von  NuU  verschiedenen  Zahl  (einer  Grösse  mdlter  Stufe)  muüi- 
plici^-t  oder  äividirt. 

Beweis.  Zwei  G-rÖssen  A  und  B  heissen  (nach  2}  kongruent, 
wenn  zwischen  ihnen  eine  Gleichung  der  Form  A  = ))  B  besteht,  in 
welcher  n  eine  beliebige  von  Null  verschiedene  Zahl  (positive  {oder 
negative),  ganze  oder  gebrochene,  rationale  oder  irrationale)  bedeutet. 
Setzt  man  nun  in  einem  Produkte  P(A),  welches  den  Faktor  A  ent- 
hält, statt  A  eine  ihr  kongruente  Grösse  hA,  so  wird  P{nK)  (nach  4ü) 
=  «P(A),  also  mit  P(A)  kongruent. 

Anm.  Bin  Produkt  nuUter  Stufe  ist  naob.  dtni  angeführten  Begriffe  diinn 
u»d  nur  dann  einem  anderen  kongruent,  wenn  sie  entweder  beide  zugleich  null, 
oder  beide  zugleich  von  Null  verschieden  sind.  Somit  schlieast  der  Satz  diea 
ein,  dasa,  wenn  man  in  einem  Produkte  nnllter  Stufe  statt  eines  beliebigen  Faktors 
einen  ilim  kongruenten  setat,  daa  Produkt  null  bleibt,  wenn  es  nuU  war,  und 
von  Null  verschieden  bleibt,  wenn  es  von  Null  versclaieden  war.  Da  es  in  der 
ganzen  folgenden  Betandlung  nur  auf  die  Kongruenz  ankomiot,  so  werde  ich 
atatt  der  Linientheile  und  der  Fläohentbeile  überall  gerade  Linie  und  Ebene  setzen. 

314.  Ein  planimetrisckes  und  ebenso  ein  stereometrisches  Froditkt 
bleibt  sich  selbst  kongruent,  wettn  [man]  die  beiden  Faktoren,  aus  denen 
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es  hestehi,  vertauscht,  das  heisst  [Aß]  ü^i  [BA],  tvas  o,nch  A  imd  B  für 
Grössen  seien. 

Beweis  nach  { U4  und}  120. 

315.  Ein  planimetrisches  Froäiikt  dreier  Buiiktc  oder  dreier 
Linien,  ebenso  ein  stereometrisches  von  vier  Piinldeii  oder  Ebene^t  hleiht 
sich  selbst  kongment,  wenn  man  seine  Falitorm  beliebig  ordnet  tiitd  zu- 
sammenfasst. 

Beweis.  Denn  da  das  Produkt  dann  (nach  114)  ein  reines  ist, 
SP  gelten  für  dasselbe  die  Sätze  120,  119. 

SIC.  Em  planu»eti  i^ches  und  ebenio  ein  siereoniefrtscket  Froäukt 
bleibt  sich  selbst  gleich,  wenn  man  swei  unmittelbar  auf  emander  folgende, 
einander  niudentt  Faltmeii  desselben  (nctmentUch  eine  qeiadc  Linie  oder 
eine  Ebene  und  einen  in  ihr  lipqendin  PunJi)  vrrfaT'^clif 

Beweis  nacK  123 

317.  Em  plauimstrischet  und  ebenso   ein  stei eomttrisckes  Froäulct 
^Smdltei-  Stufe  bleibt  stih  seUsf  longruent,  umn  f  man  die  Oidnung  der 

Faldorcn  nmlehrt,  odc>  dte  Reihe  beltebtjj  vtelet    letgtei   FaJ  toten  in  eine 
Klammei  schliesst  und  nmlehif 
Beweis  iiacli  12(i 

318.  E!m  btertometriichett  Froduht  lon  dte/  odet  viet  Funkten, 
oder  von  diei  odei  mei  Ebenen,  oder  von  siiei  Fanhten  und  einer  Ge- 
raden, oder  von  svm  Ebenen  und  einer  Geradeti  bleibt  sich  selbst  hon- 
gruent,  wenn  man  seine  Faktoren  beliebig  ordnet  und  nusammenfasst. 

Beweis.  Denn  da  das  Produkt  dann  (nach  114)  jedesmal  ein 
reines  ist,  so  sind  hier  die  Sätze  119  und  120  anwendbar. 

319.  Ein  stereometrisches  Frodnht  [aBC]  von  einem  Funkte  a 
und  swei  geraden  Linien  B  und  C,  wddie  sich  schneiden,  bleibt  sicfi 
selbst  Icongnient,  wenn  man  diese  geraden  Linien  vertauscht,  das  heisst, 

[_aBC]  =  iaCB], 
wenn  B  und  C  sich  schneiden.    { Dasselbe  ffiU,  wenn  man  den  FanJd  a 
durch  eine  Ebene  a  ersetzt.  ] 

Beweis  nach  124e. 

Anm.  Hiermit  aind.  alle  Fälle  der  Vectauachbarkeit  fär  planimetrische  und 
Btei'eometrische  Produkte  erschöpft.    (Vgl.  124.) 

330.     W^in  in  einem  plantmetrischen  Frodukte  der  Form 

\xaBcD  ...], 

das  heisst,  in  welcJmn  auf  den  Fitnkt  x  ubwecliselnd  Funkle  tmd  gm-ade 
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Linien  folgen,  oder  in  dem  planimeiriscken  Produlde 

[XBcB  ...], 
in   welchem   auf  die   Linie   X  almechsehtä   Linien   wiid   FunUe   folgen, 
Irein  Faktor  dem  näcksifolgenden  incident  ist,  so  ist  dasselbe  von  Null 
verschieden. 

Beweis.  Angenommen  sei,  dass  von  den  Grössen  x,  a,  B,c,  D, ... 
keine  zwei  aufeinander  folgende  ineident  seien,  dann  sind  x  vmd  a  zwei 
nicht  incidente  Punkte,  ihr  Produkt  also  eine  von  Null  verschiedene, 
gerade  Linie.  Diese  gerade  Linie  ist  nicht  mit  B  incident,  da  a  nicht 
in  £  liegt,  also  ist  ihr  Produkt  [x«l!]  ein  von  Null  verschiedener 
Punkt  der  geraden  Linie  B.  Dieser  kann  nicht  mit  c  zusammenfallen, 
da  c  nicht  in  B  liegt,  also  ist  ihr  Produkt  [xaBc']  eine  von  Null  ver- 
schiedene, durch  c  gehende  gerade  Linie.  Diese  kann  nicht  mit  D  zu- 
sammenfallen, da  c  nicht  in  I)  liegt,  also  ist  ihr  Produkt  [xaBcD] 
ein  von  Null  verschiedener  Punkt  der  geraden  -j-  Linie  D,  und  so  weiter.  194 
Setzt  mau  xa  =  X,  so  geht  der  zweite  Theil  des  Satzes  hervor. 

321.     Wenn  in  einem  stereomeiriseken  Produkte  der  Form 
IxaßcS  ...], 
das  heisst,  in  welchem  auf  den  Punkt  x  ätmecksehtd  Funkte  und  Ebenen 
(die  hier  mit  griechischen  Buchstaben  bezeichnet  sind)  folgen,  oder  in  dem 
'iieteonieliiiehin  P>odulte 

m  welütetn  auf  die  Ehnie  |  abwechselnd  Ebenen  und  Punkte  folgen,  kein 
Faltoi  dem  nachttfolgeihlen  tnctdent  ist,  so  i'tt  lUöSelbi  von  Null  ver- 
schiedett 

Beweis  wie  in  320. 

323.     Wenn  in  einem  stereometrischen  Produkte  der  Form 
[xABC...]  oder  [gBC...], 
das  heisst,  in  welchem  a/iif  den  Punkt  x  oder  die  Ebene  |   lauter  gerade 
Linien  als  Faktoren  folgen,  die  beiden  ersten  Faktoren  einander  nicht  in- 
cident sind,  und  keine  der  Linien  die  nächstfolgende  schneidet,  so  ist  das- 
selbe von  Null  verschieden. 

Beweis.  Da  x  nicht  in  der  geraden  Linie  Ä  liegt,  so  ist  [xÄ]  von 
Null  verschieden,  und  zwar  der  durch  .t  und  Ä  gelegten  Ebene  kon- 
gruent. In  dieser  Ebene  kann  die  gerade  Linie  B  nicht  liegen,  da  sie  sonst 
die  gerade  Linie  A  derselben  Ebene  (wenn  auch  {vielleicht)  in  unend- 
licher Entfeniung)  schneiden  müsste,  gegen  die  Annahme;  also  ist  das 
Produkt  [>vljß]  der  Ebene  [a;^]   und  der  geraden  Linie  B   von  Null 
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verschieden,  und  zwai'  (nach  303)  kongruent  dem  Durchschnittspunkte 
beider.  Da  dieser  in  S  liegt,  also  uiclit  in  C  (da  B  und  C  sich  nicbt 
schneiden),  so  ist  das  Produkt  [xÄJBO]  eine  von  Null  verschiedene 
durch  C  gehende  Ebene,  und  so  weiter.  Der  zweite  Theil  des  SatzeR 
folgt,  wenn  man  IxÄ]  =  |  setzt. 

Anm.  Die  angefülirten  Säti;e  reichen  Hn,  um  die  vorter  aufgestellten  For- 
meln für  Kurven  ueiI  Oberflächen  mit  der  gi'össten  Leichtigkeit  ku  diskutiren, 
wo  EU  ich  die  folgenden  zwei  Beispiele  wähle. 

323.  Die  Gleichung  eines  S^gelschnittes,  der  durch  die  fünf  Fimlde 
a,  h,  c,  d,  e  geht,  von  denen  heine  drei  in  emer  geraden  Linie  liegen,  ist 

J5  [xa(cd){ah  .  de){hc)ex]  =  0, 

oder 

[xajBc^Dex]  =  0, 

iw  B  =  [cd],   e,  =  \ßl .  rfe],  D  =  [ftc]   )s^ 

Beweis.     Das  Produkt   der  linken  Seite  ist,   da   die  Summe   der 

Stiifenzahlen ,  zwölf,  durch  drei  theilbar  ist,  von   nuilter  Stufe,     Diiss 

nicht  jeder  Punkt  x  der  Glei- 

^''°  '^'  cbung  genügt,  davon  überzeugt 

man  sieb  leicht. 

Zieht  man  zum  Beispiel 
eine  Linie  ap,  die  nicht  durch 
e  gebt  I  vgl  Fig.  12 1 ,  und  nimmt 
an,  X  solle  in  dieser  geraden 
Linie  liegen,  aber  nicht  in  u, 
so  ist  \xa\  ^E  [j'ß],  somit 
können  wir  (nach  313)  statt 
xa  in  der  obigen  Gleichung  jj« 
einsetzen,  und  erbalten 

ll^aBc,Bea^  =  i), 
das  heisst  { nach  SOG } ,  der 
Punkt  X  muss  in  der  geraden 
Linie  liegen,  die  durch  den 
Punkt  [paBc^DI,  welcher  q 
heisse,  und  durcli  den  Punkt  e  geht:  zugleich  soll  er  nach  der  An- 
nahme in  der  geraden  Liuie  ap  liegen,  also  zugleich  in  qe  und  ap. 
Diese  beiden  geraden  Linien  sind  (aber)  nothwendig  verschieden,  da 
e  nicht  in  ap  liegt,  also  treffen  sie  sich  nur  in  einem  Punkte,  das 
heisat,  die  gerade  Linie  ap  enthält  ausser  dem  Punkte  a  nur  Einen 
Punkt,  der  der  obigen  Gleichung  genügt.  Also  genügt  ihr  nicht  jeder 
Punkt. 
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Planimcti'istlio  Gleichung  eines  Kegelschnitts  durch  fünf  Punkte.        li)7 

Somit  ist  der  geometrische  Ort  iür  x  (nach  309)  eine  Kurve 
zweiter  Ordnung,  also  ein  Kegelschnitt.  Es<ist  nur  noch  zu  zeigen, 
dass  er  durch  die  fünf  Punkte  «,  ...  e  geht,  das  heisst,  dasa,  wenn  x 
mit  irgend  einem  der  fünf  Punkte  a,  . ..  e  zusammenfällt,  die  Gleichung 
erfüllt  wird. 

Fällt  X  mit  a  zusammen,  so  wii'd  [xa]  =  0,  also  auch  das  ganze 
Produkt;  dasselbe  gilt  für  x  :=  ü,  wenn  man  die  Gleichung  (nach  317) 

in  der  Form 

lxeDc,Bax]  =  0 
schreibt. 

Wird  a;  E^  c,  so  wird  [ca{cci)]  =  [cad]c  (nach  103),  und  dies  ist 
wieder  ^  c,  da  [cadl  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  ist,  also  ist 
lca{cd){ab.de){hc}ec]^[c{al>.de){hc)ec]  (313) 

=  [(«&.  (?e)c(6c)ec]  [314] 

^[(ah.de)(bc)eee]  [316] 

=  [(ah.äe){hc)-][cec]  |40), 

da   [(ah .  de){bcy]  von  nullter  Stufe,  das  heisst,  eine  Zahl  ist.    Hier  ist 
[cec]  (nach  60)  ^  0,  -j-  also  auch  das  ganze  Produkt  null.  19 

Wii'd  X  E^  d,  so  wird 

[da  .cd]  FT:  [da . dc\  (Nr. 314)  ^  {dac\d  (Nr.  103)  =  d. 
Somit  wird  dann 

[da{cd)(nl}.dii}{}jr})ed\  =  ld{al.de){bc)ed']  (313) 

F^[ah{de)d(pc)eä\  [314] 

=  \_ahd{de)Q>c)ed\  [316] 

=  lahä\[{äe)(1}c){de}]    [40,  { 317 }  ], 

weil  \<ih'd'\   eine  Ziihl  ist.    Aber   [de.hc.de\  ist  null  (nach  295),  also 

das   ganze   Produkt   =  0.    Wird   x^.h,  so  ergiebt   sich   auf  gleiche 

Weise  aus  der  umgekehrten  Gleichungsform,  dass  dei-  Gleichung  genügt 

wird.    Somit  sind  alle  fönf  Punkte  a,  ...  e  Punkte  des  Kegelschnittes. 

334.  Wenn  A,  B,  C  drei  gerade  Linien  im  Baume  sind,  von 
denen  keine  zwei  sich  sclinddeii,  so  ist 

l3!ABGx]  =  0 
die  Gleichung  derjenigen   Flache  swdtcr  Ordnung,   auf  welcher  die  drei 
geradelt  Linieti  A,  B,  C  liegen. 

Beweis.  Die  Summe  der  Stufenzahlen  ist^'acht,  also  durch  vier 
theilbar,  also  das  Produkt  als  atereometrisches  von  nullter  Stufe.  Nicht 
jeder  Punkt  x  genügt  der  Gleichung.    Denn  legt  man  durch  die  gerade 
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Linie  A  eine  Ebene  a  |  vgl.  Fig.  13 1 ,  und  nimmt  an,  der  Punkt  w  liege  in 
dieserEbene,aberaus8erha.lb  J,soisb  \xA]^cc,  also  [xABC]^laBC}, 


und  zwar  von  KuU  verschieden  (nach  322).  Es  ist  aber  [ali]  ein  Punkt 
und  [aBC]  die  durch  diesen  Piuikt  imd  die  gerade  Linie  G  gelegte 
Ebene.     Die  Gleichung 

[aBCx]  =  0 
sagt  {daher)  aus,  dass  der  Punkt  x  in  dieser  Ebene  liegen  tuuss,  er 
liegt  aber  na«h  dei?  Annahme  aiich  in  der  Ebene  a,  alsu  in  beiden 
zugleich.  Beide  Ebenen  fallen  aber  nicht  zusammen,  da  sonst  A  und  0 
in  dieser  Ebene  liegen,  also  sich  schneiden  mUsaten,  gegen  die  An- 
nahme. Also  muss  .V  dann  in  der  Durchschnittskante  beider  Ebenen 
liegen,  nm  der  Grleichung  zu  genügen.  Somit  genügt  ihr  nicht  jeder 
Pnnkt. 

Da  unn  das  obige  Produkt  von  nullter  Stufe  ist,  x  zweimal  als 
Faktor  enthÜlt,  und  nicht  durch  jeden  Punkt  x  erfüllt  wird,  so  ist 
(nach  .'ill)  der  Ort  von  x  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung.  In  ihr 
*^'^  liegen  Ä  und  C,  denn  wenji  x  ni  .1  liegt,  so  wird  f  [xA]  =  0,  also 
das  Produkt  null,  ehemo  weim  x  in  C  liegt  (nach  317).  Liegt  end- 
lich X  in  B,  so  hat  man 

[xAßÜx']  =  [AxBCx]  [314] 

—  [ABxCx]  [316J 

^~[AB][xCx]  {40}, 

da  \AB]  von  nullter  Stufe  ist;  endlich  [xÜx]  (nach  60)  null,  also  das 
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der  in  B  Hegt,  genügt 


Produlft  gleich  Nnll,  das  heisst,  jeder  Punkt  3. 
der  Gleichung. 

Anm.  Für  dea  umgekehrten  Satz,  dass  jede  algebraisclie  Kurve  der  Ebene 
Bieli  in  Forai  eines  gleich  Null  gesetaten  planimetrisohen  Produktes  darefellen 
läset,  kommt  es  darauf  an,  jede  algetiraische  Funktion  der  Koordinaten  eines 
Punktes  in  Poim  eines  planimetrisclien  Pi-oduktee  darzuBtellen.  Diese  Aufgabe 
wird  gelöst  sein,  wenn  bei  irgend  einer  Methode,  die  Zahlen  räumlich  darzu- 
stellen, sowohl  das  Produkt  als  auch  die  Summe  zweier  i^umlioh  dargestellter 
Zahlen  durch  ein  planimetriaches  Produkt  dargestellt  werden  kann.  Das  Ent- 
sprechende gilt  für  die  algebraischen  Oberflächen. 

Für  den  ersten  Fall  wollen  wir  die  Entwiokelung  so  weit  führen,  dass  aus 
jeder  gegebenen  algebraischen  Gleichung  sogleich  die  entsprechende  planimetri- 
sehe  abgelesen  werden  kann, 

325,  Es  sei  c  ein  einfacher  Punkt,  a  und  h  seien  gtvei  nicht  parallde 
Strecken,  und  x  ein  beliebige)-  einfacher  Punkt  der  Ebene  cab  (vgl. 
Fig.  14},  und  swar  sei  x  =  x^a -{- x^b -{- c.  Es  sei  (?=a  +  6-f-c 
(das  lieisst,  d  sei  in  einem  ParaUehgramme,  dessen  eine  Eelce  e  ist,  und 
dessen  von  dieser  Ecke  ausgehende  Seiten  mit  a  und  b  gleich  lang  und 
gleichgerichtet  sind,  die  der  Ecke  c  gegenübei-liegmde  Ecke).  Wenn  dann 
(x^)  und  («a)  di^enigen  {einfadien]  Punkte  der  Diagonale  cd  sind,  für 
tcelc/te  die  Gleichungen 
[«te)];M-i„[t(xJJ  :[■,'.(]-»■, 
gelten,  so  ist 

und 

[(*,)(,]  _[x!,J,  [(»■■)«] -[■«»], 
WO  der  Kirne  ivegen  \cd']  mit  (J  he- 
seichnet  ist. 

Beweis.   Nach  221  ist,  da  die 
Punkte  c,  {Xi),  d  in  gerader   Linie 
liegen,  und  cix^) 
verhält, 


.x,(ß~c). 


da  (nach  Hypotbesis)  d'^a-\~b-\- 
wav :   also 


folglich 
und 
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[xh-]  =  [{x,a-i-x,h-\-c)h-\ 

fHypotliesis] 

=^[{x,a  +  e)h] 

[6']- 

Folglich 

38         Hier  ist  [xh]  cLrie  gerade  Linie,  welche  durch  x  mit  h  parallel  ge- 
zogen ist;  in  dieser  Linie  liegt  nach  der  letzten  Gleichung  der  Punkt 
(xj);   es  liegt  derselbe  aber  nach  der  Voraussetzung  auch  in  der  Ge- 
raden cd  oder  C,  also  im  Durchschnitt  beider,  folglich  ist 
(a:,)  =  [rfOJ. 
Aus  gleichem  Grande  ist  [(%)«]  =  [xa]  und  (x^)  eee  [xaC\. 

336.  Wenn  a,  h,  c,  d  dieselbe  Bedeutung  wie  im  vorigen  Satze 
haben,  und  p,  q  stvei  beliebige  Zahlen  sind  und  man  ähnlich  wie  im 
vorigejt  Satse,  wnter  (p),  (5),  {pg)  diejenigen  [einfachen]  Punkte  der  ge- 
raden Lmie  cd  versteht,  für  welche  die  Gleichmigen 

(a)  [e(],)]:[cd]~p,     [l(q)]  :  [ei]  -  g ,     [c(ßl)y.  [d]  -  PI 
gelten  {vgl.  Fig.  15),  so  ist,  wenn  der  Kürge  wegen 

(b)  [dft]  =  A  ,     [(?&]  =  B ,     \cU\  =  C 
gesetzt  sind, 

(PS)  =  [()))»-B«aa)S)aC]  =  [(j)M»((s)<.)iCl 
[(l'S)«]  =  [(l>)«Bc((s)6)o] 

Beweis.  Setzt  man  in  die  dritte  der  Gleichungen  (a)  fürji  und  q 
ihre  Werthe  aus  den  beiden  ersten,  so  erhält  man  die  Proportion 

MM)]:[«(j>)]-[<!b)]:M. 

Aus  dieser  Proportion  und  daraus,  dass  die  fünf  Punkte  c,  d,  (j}),  (q),lpq) 
in  gerader  Linie  liegen,  folgt  sogleich,  wenn  wir  den  Pmikt  {pcß  der 
Kürze  wegen  mit  r  bezeichnen,  dass  c  der  Aehnlichkeitspunkt  der 
beiden  Punktvereine  r,  (q)  und  (p),  d  ist.  Zieht  man  daher  über  den 
Grundseiten  r(q)  und  {p)d  die  parallelen  Dreiecke  r{q)e  und  {p)df, 
so  ist  c  auch  Aehnlichkeitspunkt  dieser  Dreiecke,  folglich  liegen  die 
entsprechenden  Punkte  e  und  f  mit  c  in  gerader  Linie,  wodurch  r  ge- 
funden werden  kann. 

Nimmt  man  ins  Besondere  re  und  (p)f  parallel  mit  a,  und  {q)e 
und  df  parallel  mit  h,  so  wird 

f=[(p)«.di]Es[(j,)aS], 
da  [i)li]  =  B  gesetzt  war;  ferner 
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e  =  ifc  .  {q)h'\,  r^\ea.  cd]  ^  [cn  C], 
ila  [i/c]  =  C  gesetzt  war,  uud  endlich  Ji 

was  sich  alles  unmittelbar  ergiett,  wenn  ^''^-  '•*■ 

man  die  betreffende  Figur  zeichnet  {e. 
Fig.  15). 

Setzt  man  in  die  letzten  beiden  Glei- 
chungen die  Werthe  aus  den  beiden  ersten 
ein,  80  erhält  man 

rs[(p)«i;»(fe)S)«Cl 
[™]  =  [WaJJ»((5)i)»], 
und    setzt    man   in  der  obigen  Be^veis- 
führuug  überall  h  statt  a  und  umgekehrt, 
und  A  statt  13,  so  erhält  man 

[ri]  =  [(rtM«a5)»)!.], 
nnd  dies  sind,  da  r  =^  {pq)  ist,  die  zu 
erweisenden  Gleichungen. 

337.  Wenn  a,  h,  c,  d,  A,  B,  ö 
die  Bedeutung  haben  wie  im  voj-igen  Sat^e 

■und  p,  q,  a,  6  beliebige  Zahlen  sind,  jedoch  mit  der  Beschränkung,  dass 
a  +  b  von  Null  verschieden  sei,  wenn  ferner 

ist,  und  wie   vorher   (p),  (g),  (r)  diejenigen  [einfachen]  Punkte  der  ge- 
raden Linie  [crf]  ^  C  sind  { vgl,  Fig.  16  j ,  weJclie  den  Gleichungen 

(b)  [»{i>)]:[«<']-Ji,     [»(«)]:[«!]-«,     [e(r)]:[cd]'-r 

geniigen,  so  ist 

0)  =  [O,)o((5)i)(n«-6S)C]. 

Beweis.     Substituirt  man  in  der  Gleichufig  (n  +  V)r  =  ap-^bq 
statt  p,  q,  r  ihre  Werthe  aus  (b),  so  erhält  man 

(a  +  4)[o(r)]  =  o[<!(!,)]  +  6[<:(,)], 
oder,  da  alles  in  derselben  geraden  Linie  liegt, 

(o  +  b)(W-t)  =  a{(y)^c)  +  H(!)-f)  [222,|ZEsabi.,|J, 


also 

(•) 


(0  +  6)(r)  =  0(p)  +  6(4), 
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das  lieisst  {nacli  223  Anm. },  (r)  ist  der  Schwerpunkt  zwisclien  doii  viel- 
fachen Punkten  a  (p)  und  &  (^).  Zieht  man  nun  von  (?)  die  Parallele  mit  b. 
und  von  (ji)  die  Parallele  mit  a, 
^'"^'  '"■  _^^        welche   sich  in  e  schneiden,  und 

ehenso  von  d  und  c  die  Parallelen 
mit  /)  und  a,  welche  sich  in  /' 
schneiden,  so  sind  die  Dreiecke 
(Ifc  und  {q)e(p)  parallel,  und  also 
iihnlich,  und  es  ist  femer  d — f=b 
und  t  f—c=^a.  Wenn  also 
{q)  —  c  =  m{d  —  f)  ist,  wo  m 
eine  Zahl  bedeutet,  so  ist  { auch ) 
"  —  (r)  ^^  "*(/" —  '■))  ^^^  beissfc, 
es  ist  dann  (5)  —  e  ==  ml), 
e —  (;))  =  ma.  Ferner, wenn  man 
zu  der  obigen  Gleichung  (*)  auf 
beiden  Seiten  —  (a  +  &)e  hinzu- 
fügt, so  erhält  man 
(a  +  t.)((r)  -  .)  = 

=  o((p)  -  e)  -^  i((q)   -  c) 

■■ , ' maa  +  mbb 

=  —  miaa—  £16). 
Multiplicirt  man  beide  Seiten  planiuietrisch  mit  c,  so  erhalt  man 
(nach  61) 

(a +  (.)[«(>■)] --»[«ii»-")], 
also 

[«(r)]  ?=  [i(aa  -  66)]  [2], 

das  heisst,  ()')  liegt  in  der  geraden  Linie  [e(an  —  hby\,  aber  (nach  der 
Annahme)  auch  In  der  geraden  Linie  C,  also  im  Durchschnitt  beider 
Linien,  das  heisst, 

(r)  .1=  [<an  -  U)Cl 

Nun  ist  aber  nach  der  angegebenen  KonstmktJon  ''  der  Durch- 
schnitt der  geraden  Linien  [(;.))«]  und  [(5)/'],  also  c  r-^  [(p)a.  {i^/)b'], 
folglich 

inm  Wenn  auf  die  aageRebenP  Weite  die  Zahlen  dmch  Pmkte  dPi  j,t 
vadeii  Linie  cd  darge'tellt  «md  hO  lä^it  ^ich.  nach  den  beiden  TOiigen  Sitzen 
sowohl  1  L  '-■umine  als  luih.  da?  Produkt  zweiPr  Zahlen  aho  uch  lede  bphebige 
ganze  Funktion  TOa  Zahlen  durch  ein  phnimetriache  Prodnkt  darstellen  welches 
aus  den  Punkten  a  b  c  d  und  aus  den  die  gegebenp»  Zahlen  dlrstellenden 
Punkti'n    usaramenge  etzt  ist      Hieimit  w  le  schon  dei  '^nta  h  imp  en    da  s  led 
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ilgebiai&die  kuive  m  der  Ebene  sich  duicit  em  gleich  Null  geBetztes  pUnimetri- 
ichea  Produkt  darstellen  l^sst  Doch  -lOil  .in  Pulgenden  noch  gezeigt  werden, 
■wie  man  immittplhaj  aus  der  gegehenen  ilgebiaischen  Gleichung  der  Kurye  jene? 
plammeti  lache  Produkt  heileiten  kann 

S28.    ITewM  a  und  h  {suct  itichf  parallele}  Sfieclm  iind,  i   an  ein- 
faelw)    Fmiki  unil 

S^a-\-lJrC,  i  =  \_di\,  h  —  \_dn,  ('^\üe\,  .  =  .,<r+.i  +  ^: 
ist,  so  ist  die  Gleichung 

f(Xi,  X2)  =  aw^x^  +  ixfxi  +  ix''xi  -f  . . .  +  t^ix'^  =  0, 

in  welclier  die  Summe  der  Koefficienten  von  Null  verschieden  ist, 
für  alle  endlieh  entfernten  Fnnlte  x,  gleichbedeutend  der  Gleichung 

tvo,  wenn  die  Glieder  von  f{x^,  x^  so  geordnet  sind,  dass  f  die  StimmewiDl 
a  -{-  b,  Q  -|-  6  +  c, . . .  alle  von  Null  versddeden  sind, 
(a)  P  r=  [LL^a.fiaL:^a=^CaL^a^Ca  . . .  Lkak\ 

I  a^^aa  —  U,  a.i  =  {a-\-h)a~th,  ... 
^^'^  \  a,.  =  (a  +  t.  +  ---  +  i)«-fi 

(d)  L,  =  lia%CW-%  L^  =  [xa%CbW-^],...,  U=[xa%ChT-'] 
tat,  und  31  du  Seihe  der  fortschreitenden  Faktoren  A,  c,  xa,  l>,  und  9f, 
die  Sähe  det  fortschreitenden  Faktoren  JB,  c,  xb,  a  bezeichnet,  so  dass 
also  fttt  jedi  Linie  X 

(e)  [Xm]^.[XÄc{xa)h],   [X%^  ~[XBc(xh)a'] 
ist. 

Beweis.     Bezeiilineii   wiy,  wenn  ^1   eine   beliebige   Zahl   ist,   mii; 
{p)  denjenigen  |  einlachen )  Punkt  der  Linie  cd,  für  welchen 
(•)  [eip)]:lcdi-p 

isb,  so  erhalten  wir  (nach  325) 
(")  Lfe)!.]-[i6],    i(x,)a-]-[xa], 

und  (nach  326),  wenn  p  eine  beliebige  Zahl  ist, 

[(piJJ]  =  [(p)Mo({i,)o)6]  =-  Up)l,Ac(xa)b]  [«•] 

:  :[(p)S8i]  LeJ. 

Tritt  zu  px^   noch   ein  Faktor  x.2  hinzu,   so  tritt  au  {p)h'3t  noch 
einmal  die  Faktorreihe  3i  hinzu,  und  so  weiter    also  ist 
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und  ebenso   erliiilt   man,  indem   man  x^  «nd  l  mit  x^  und  «,  also  äiJ 
mit  9i,  vertauscht, 

(•«•)  [(i«;)«]  =  ((i')»s;]. 

Also,  wenn  p  =  x^  ist,  also  [ipjh}  S^  [(a-j)  ?/]  ^^  [xb]  (nacb  *■■■),  so  wird 
i(x^xl)b]-^[xb^"]. 
Indem  wir  diesen  Ausdruck  mit  C  mulfeipliciren,  erhalten  wiv  den 
Punkt  (x^x^),  das  heisst, 

iXixl)  =  [xbiR"C]. 
Führt    man    daher   x^x^   statt  p  in  die  Formel  (****)  ein,   niichdem 
man  in  dieser  m  —  1  statt  n  gesetzt  hat,  30  erhält  mim 

l(xTxl)a]  =  [xb^''Ca%'~']  =  L  [uj. 

Ebenso  fimiet  man 

[(4xl)a]  =  [xb^'Cad'ir'] , 
oder,   indem  man  a  mit  h,   also   auch  x^   mit  ai^,  j)  mit  q,   91  mit  3{, 
umwechselt, 
03  [(xUl)b]  =  [xamiCbW']  =  A, 

und  ebenso 

um  nmi  den  Ausdruck  für  ((ax^'x^  +  ixfxl) :  (a  +  6))  zu  linden, 
hat  man  nur  in  327  xTxl  und  a^fa^s  statt  p  und  g  und  also  L  und  L, 
statt  [0*)"^']  ^^^  [(?)^]  2U  setzen,  und  erhält 

{(axTx;  +  &«f«^) :  (a  +  b))  =  [LL,  (a«  -  1)?j)C] 

=  [Li:,öjC]  [b]. 

Um  ferner  den  Ausdruck  für  {(ax'iXi-i-hx^xl-l-ix'jxiy.^a^-i  +  c)) 

zu  finden,  hat  mau  nur  in  327  den  Ausdruck  {a^^x'^x'^-i-ixixl):(a-^i>) 

statt  p,  und  x[x'^  statt  2j  'iJi'l  ^^^o  L^  statt  (9)6  und  zugleich  ii  +  t> 

statt  a,  und  c  statt  fi  zu  setzen,  und  erhält 

iiasfl'x^i  ■\-  bx[xi  +  CXW2) :  (a  +  b  +  c))  =  ILL.n^CaL.a-.C], 
da  (a  +  6)«  —  cö  =  (Tä  gesetzt  war,  und  so  fort;  endlich 
{{axTxi  -I-  ■bxtxl  +  zxUi  +  ■  ■  ■  +  Ulxt) :  (a  +  6  +  c  +  ■  •  ■  +  f))    - 
^[i  Li  dl  (7«  ig  «2  Cd  ...  i^o^C] 
=  [PC]  la]. 


Also 


(f{x, ,  :t,)  :  (0  +  6  +  c  +  ■  ■ .  +  i))  ==  [PC], 
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Ist  nun  f{x^,  a^J  =  0,  so  bat  mau  (0)  =  [PC].  Aber  nach  (*) 
ist  \c^y\  :  \cä\  =  0,  also  der  Dividend  [c(0)]  gleich  Null,  das  Leisst, 
der  Puiikb  (0)  fällt  mit  c  zusammeri,  somit  erkalten  wir  dann  c  ^i=.  \ßG\ , 
das  heisst,  c  ist  der  Durchsclirnttspunkt  der  geraden  Linien  P  und  6'; 
er  liegt  also  auch  in  P,  das  heisst  (nach  293), 
[Fe-]  _  0. 

Umgekehrt,  wenn  diese  letzte  Gleichung  erfüllt  wird,  so  liegt 
c  in  P,  aber  (nach  Hypothesis)  auch  in  C,  also  ist  c^^LPC],  das 
heisst,  der  zu  der  Zahl  ({x^,  a;^)  :  (a  -|-  6  +  ■  ■  ■)  gehörige  Punkt  liegt 
in  e,  das  heisst^  jene  Zahl  ist  null,  also  ihr  Zähler  fixi,  x^  ^  0, 

329.  Wann  alle  übrigen  Voraiissetsimgen  des  vorigen  SaUes  he- 
stehen  hleihen,  aber  jetst  angenommen  wird,  dass  die  Summe  der  Kocffi- 
cienten  (a  +  b  +  ■•■  +  f)  niill  sei,  so  ist  die  Gleichung 

fix,,  x,)  =  0 
{/mV  alle  endlich  entfernten  PunJcte]  gleichheäeiitend  d&r  Gleichung      20 

[itifljCaiäffjC'a  ...  i;~ißi_iitC]  ^  0, 
tvo  die  einzelnen  Buchstaben  dieselbe  Bedeutung  Mben,  wie  im  vorigen 
Satse,   und   die  Glieder  in   fix,,  x^   auch    hirn    so   geordnet   •>ind,   dais 
die   Summen    a  +  &>    a  +  B  +  c,  ...    alle,   mit  Ausnahme   det    litzten 
(ci  -f"  B  +  t  +  ■  ■  ■  +  ^))  ""»  Null  verschieden  sind 

Beweis,  Man  kann  durch  Division  mit  dem  Koefficienteu  des 
letzten  Gliedes  die  Gleichung  /'(a^,  ^  ar^)  =  0  auf  die  Form  bringen,  dass 
der  Koefficient  (t)  des  letzten  Gliedes  —  1  wird ;  dann  ist  die  Summe 
der  übrigen  Koeffieienten  -J-  1 .  Es  sei  das  { so  hervorgehende  j  letzte 
GHed  {gleich}  — h  und  die  Summe  der  übrigen  sei  g,  so  ist  die  Glei- 
chung f{x^,  x^)  =  0  gleichbedeutend  der  Gleichung  g  —  A  =  0,  oder 
ff  =  h. 

Dann  ist  nach  der  Entwickeluug  des  vorigen  Satzes 
(g)  ~  iLL,a,CaL,a,Ca  ...  L,-,a,-,C'\, 
(A)-[i.C]. 
Da  nun  g  =  h  ist,   so   sind  auch  die  Punkte  {g)   und  (/()   kongruent, 
aUo 

[LiiffiiCaiaflaCa  ...  i^_,ffi_iC]  =  \LiC^. 
Diese  Kongruenz  sagt  aus,  dass  der  durch  die  linke  Seite  dargestellte 
Punkt  in  dem  Durchschnitte  der  Linien  L*  und  C  liege,  also  namentlich 
auch  in  ij.  Hege,  das  heisst  (nach  293), 

sei.    Hier  kann  man  (nach  315)  auch  die  beiden  letzten  Faktoren  vor- 
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tauschen,  -wodurch  die  zu  erweisende  Gleichung  hervorgeht;  umgekehrt 
folgt  aus  dieser  letzten  Gleichung  wieder  g  ^=  h,  also  {(x,,  x^)  =  0. 

A|nm.  Es  ist  leicbt  zu  ersehen,  das3  man  in  den  vorhci^eheadeii  Sätzen, 
statt  a  und  b  als  Strecken  und  c  als  einfacten  Punkt  anzunehmen,  auch  allge- 
meiner a,  b  und  e  als  drei  beliebige,  nicht  in  Einer  geraden  Linie  liegende  Punkte 
hätte  annehmen  können,  wohei  dann  die  Bedingung,  class  x  ein  endlich  entfernter 
Punkt  sein  soUte,  ersetzt  wird  durch  die  andere,  dass  x  nicht  in  der  geraden 
Linie''o6  liege. 

Der  Grund  für  die  Ziilässigkeit  dieser  Verailgemeinenmg  liegt  darin,  dasa 
(nach  110)  die  Gesetze  der  anf  ein  Hauptgebiet  bezüghchen  Multiplikation  alle 
unverändert  bestellen  bleiben,  wenn  man  statt  der  uraprflnglichen  Einheiten 
34  «,  &,  c  drei  andere  aus  ihnen  -j-  numerisch  ableitbare  wählt,  wobei  die  dort  auf- 
geführte Bedingnng,  dass  das  kombinatorische  Produkt  jener  sowohl  als  dieser 
Einheiten  1  sei,  hier,  wo  es  nur  auf  die  Kongruenz  ankommt,  wegfällt. 

Betrachtet  man  die  Formen  der  Gleichungen  in  S28,  so  zeigt  sich  leicht,  dass 
die  plan imetris che  Gleichung  [l'c]  =^  0  in  Bezug  auf  x  vom  so  vielten  Grade  ist, 
als  die  Summe  aller  Exponenten  in  der  algebraischen  Gleichung  f=Q  beträgt;  denn 
die  Faktorenreihen  S  enthielten  den  Punkt  a:  nur  je  einmal,  und  die  Grössen  L 
waren  daber  mit  den  Gliedern  der  Funktion  f  nach  der  Eeihe  von  gleichem 
Grade.  Das  Produkt  [Pc],  welches  jede  dieser  Grössen  L  einmal  als  Faktor 
enthält,  und  ausserdem  nur  konstante  Faktoren,  ist  daher  in  Bezug  auf  x  vom 
so  vielten  Grade,  als  die  Summe  der  Gradzablen  aller  Glieder  von  f  beträgt,  also, 
sobald  /  mehr  als  ein  variables  Glied  enthält,  von  höherem  Grade  als  f.  Es  sei 
B  der  Grad  der  Funktion  f,  und  n  -\-  p  der  Grad  des  Produktes  [Fe] .  Da  nun 
die  Gleichöngen  [Pe]  =  0  nnd  f  =  0  (nach  328)  für  alle  Punkte  x,  die  nicht  in 
der  (unendlicli  entfernten)  Geraden  ab  liegen,  ganz  gleichbedeutend  sind,  so  kami 
die  Differenz  des  Grades  nur  darin  liegen,  dass  die  Gleichung  [Pe]  ==  0  noch 
p  Linien  darstellt,  welche  in  «ö  fallen. 

Um  diese  Verhältnisse  genauer  zu  überschauen ,  führe  ich  statt  x  den 
Punkt  j/  ein,  und  setze  »/  =  «((  +  )!&-{- lue,  wo  u,v,vi  Zahlen  sind,  nnd  setze  die 
ursprünglichen  Koordinaten  von  x  beziehlich  gleich  u  :  lo  und  n :  w.  Dann  wird 
y  =.  xw,  also  y^.x,  falls  nicht  w  null  ist.  Dieser  Fall,  wo  lo  =-  0  ist,  ist  aber 
derselbe,  wo  y  =•  ua  -\-  vb,  dM  heisst,  y  ein  Punkt  der  Linie  ab  ist,  also  der- 
selbe, welcher  in  328  ausgeschlossen  war.  In  allen  dort  zugelassenen  Fällen  wird 
also  das  Produkt,  welches  ans  \Pc\  hervot^eht,  indem  man  hierin  y  statt  x  setzt, 
und  welches  ich  mit  Q  bezeichnen  will,  mit  [PcJ  kongruent  {nach  313).  Muiti- 
plicirt  man  die  Funktion  «-ten  Grades  f  mit  w",  so  geht  aus  f,  da  die  dai-iu 
enthaltenen  Variabein  u :  iv  nnd  v :  w  waren,  eine  homogene  Funktion  M-ten  Grades 
hervor,  welche  ich  mit  F  bezeichnen  will,  und  welche  für  dieselben  Fälle  null 
wird,  für  welche  f  null  wurde.  Also  ist  für  den  Fall,  dass  y  nicht  in  ab  liegt, 
das  heisst,  w  nicht  null  ist,  die  Gleichung  §  =  0  gleichbedeutend  mit  der  Glei- 
chung ^  =  0.  Da  aber  die  erstere  vom  (« -|- ji)-ten,  die  letatere  vom  «-tcu 
Grade  ist,  so  muss  die  Gleichung  Q  =  (i  in  allen  Fällen  der  Gleichung  ^^^"=-0 
gleichbedeutend  sein,  also 

Q  =  w'^F^\abyyF; 
letzteres,  weil  aus  y  =  ua  -\-  vh  -\-  wo  folgt  w  l^  \nby\.    Hs  muss  also  Q  durch 
\ahy\''  tliöilbar  sein. 
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Eb  kimp  diher  daiauf  an  Aäs  planimetnaclie  Piodukt  Q  in  ein  Itongruentiea 
Piodukt  zu  vei-windeln  weleliea  von  diesen  Faktoren  [aby]  Le&eit  sei  Alkm, 
da  diesp  Reduktion  wenn  sie  übeiiiaapt  ausfuhibar  ist  m  der  Eegel  auf  grosse  205 
Sthwiengkeittn  ^fcdsit  so  ist  ea  zweckmäsbJo  zuerst  die  algebraische  Gleithung 
durcli  Veiindemng  les  Eooidinatensj  temes  so  umaugestaiten  dass  sie  mogbchst 
wenig  Tariablo  Giieder  enthalt  ehe  man  m  Ableitung  dei  plaaimetnsclien  Foimel 
acbieite'-  So  zum  Beispiel  lisst  sich  die  Gkichung  dritten  Ciides  auf  die  Form 
pg:j  =1  nis^  bnngen  vro  p,  q  i  s  lineare  Funktionen  det  Kootdinaten  sind,  und 
m  einn  konstinte  Zahl  bezewhnet  Teilegt  man  dann  duich  Projektion  die  gende 
Linie    deien  dleichunj,   s  =  0  ist   ins  IjnenlliLhe    so  wird  die  <jlei:,hi  n^ 

pii  =-  ni 
welche  aiüi  d^n  obigen  Regeln  nmgewaidelt  eine  geometrische  Gleichung   I  itt  i 
Grades  liefert,  welche  die  Form 

[xaBe{xl}aOdEfx]  =  0 
besitzt  und   bei  jeder  Projektion   bestehen  bleibt,  also  auch,   wenn   mau  der  ins 
Unendliche  veilegten  Linie  durch  Piojektion  wieder  die  ursprüngliche  Lage  giebt. 

Es  hat  kerne  f^chwierigkeit,  die  hier  entwickelten  Prineipien  auch  auf  die 
Oberflächen  im  Räume  zu  übertragen,  doch  niusa  ich,  um  hier  nickt  a«  \™itläuftig 
KU  werden,  auf  meine  Abhandlungen  in  Crelle's  Journal,  namentlich  auf  Band  49, 
S.  1  u.  f.  { Aiitiandlungen  über  die  lineale  Erzengm^  von  Oberttäcken  |  verweise«. 

§  7.     Irmere  Multiplikation  in  der  Geometrie. 

330.  Erklärung.  Für  die  innere  Multiplikation  nehme  ich  als 
ursprüngliche  Einheiten  im  Räume  stets  drei  zu  euiauder  senkrechit; 
und  gleich  lange  Strecken  {p,,  e.j,  e^),  in  iler  Ebene  deren  zwei 
(e,  und  ('a)  an,  und  zwar  nehme  ich  die  Längen  dieser  Strecken  als 
Einheit  dei  Längen  an,  und  [fiegifa]  und  in  der  Ebene  [6,?^]  als  Ein- 
heit der  Koipei-  odei  Flächeuräume. 

Anm.  HieiduiiA  smd  also  alle  von  dem  Begritie  der  mntren  Multi- 
plikation abhangigen  Biklärungen  und  Sätze  (Nr  137  — dl5|  auch  auf  din  üeo- 
metrio  übertiagen 

331.  Fui  die  Ebene  fallt  der  Begriff  der  Länge  mit  dem  des 
numensdmt  Werthes,  der  Begriff  des  Senkrechten  mit  tfejw  des  Normalen, 
und  der  Begriff  der  Drehung  um  den  Winkel  a  mit  dem  der  circuldren 
Aenderung  um  den  Winkel  «  gusammmi,  wobei  der  Winkel  als  positiv 
ansunektimi  ist,  wenn  sein  sweiter  Schenkel  vom  ersten  aus  nach  de>- 
selben  Seite  liegt,  wie  die  etveite  Einheit  (e^)  von  der  ersten  (pj)  aifs. 

Beweis.  1.  AUe  im  Satze  genannten  analytischen  Begriffe  (nonnal.  206 
numerischer  Werth,  circuläre  Aenderung)  sind  (in  151^154)  an  den 
Begriff  des  inneren  Produktes  {geknüpft},  und  dieser  wiederum  [nach 
137)  an  den  der  Ergänzung  (89  und  90).  Die  Ergänzung  von  a  war 
mit  ffi  bezeichnet,  Ich  zeige  daher  zuerst,  dass,  wenn  a  =  x^e^  +  x^e^ 
eine  beliebige   Strecke  der  Ebene  ist,  dami  ,«  gegen  a  senkrecht  und 
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mit  a  gleich  lang  ist,   und  von  a  aus  nach  derselben  Seite  liegt,  wie 
Cy  von  Cj. 

Ea   sei   AB   mit   x^c^    gleich  lang  und   gleichgerichtet,  BC  mit 
a-^e,,   AD  mit  x,'<:,,  und  JJfc'  mit  xJe^  {vgl.  Fig.  17).     Nach  89   ist 


|ei  =  i?a,  und  jßg  =  —  Cj,  also  J.Z)  =  3^162,  BE=r  —  a^e^.  Da  nun 
(nach  330)  e,  und  %  gleich  lang  sind,  so  ist  auch  x^^e^  mit  x^e^  gleich 
lang,  das  heisst,  AD  mit  AB,  und  ebenso  — x^e^  mit  «gC^  gleich 
lang,  das  heisst,  Di]  mit  ßC.  Da  femer  (nach  330)  e^  zu  c^  senk- 
recht ist,  so  ist  auch  x^e^  nu  x^e^  aenkrecht  und  —  x^e^  zu  XyC^^,  das 
heisst,  BC  zu  .^B  und  ZJ£  zu  AD,  folglich  sind  die  Dreiecke  ABC 
und  ADE  kongruent  (durch  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen 
Winkel),  also  AC  gleich  lang  mit  AE.  Femer  liegt  aber  auch  e„ 
von  e,  aus  nach  derselben  Seite,  wie  — c^  von  (^  aus,  also  auch  BC 
von  AB  aus  nach  derselben  Seite,  wie  DE  von  AD  aus,  das  heisst, 
die  Winkel  BAC  und  DAM  sind  auch  dem  Zeichen  nach  gleich. 
Nun  ist  LCAE^  LCAD-{-  LDAE  =  LCAD  -{-  LBAC  (wie  oben 
gezeigt)  =  l_BAD,  das  heisst,  AE  steht  senkrecht  auf  AG,  und  zwar 
nach  derselben  Seite  hin,  wie  AD  von  AB  aus,  also  auch  wie  e^ 
von  e^  aus.  Es  ist  aber  (nach  220)  AG  mit  a^iC,  +  x^e^,  das  heisst, 
mit  «  gleich  lang  und  gleichgerichtet,  und  AE  mit  x^'e^  -\-  x^e^,  das 
heisst,  mit  \a  (nach  90).  Also  ist  \a  mit  a  gleich  lang,  und  steht 
auf  a  senkrecht  nach  derselben  Seite  hin  wie  e^  auf  e^. 

2.  Numerischer  Werth  von  a  ist  (nach  151)  die  positive  Quadrat- 
wurzel aus  [a|«],  wobei  (nach  89)  das  Produkt  [e^e^]  als  Einheit  ge- 
setzt ist.  Nun  ist  [a\a]  (nach  254)  einem  Parallelogramme  gleich 
(auch  dem  Zeichen  nach),  dessen  erste  Seite  mit  a,  mid  dessen  zweite 
mit    \a   gleich  lang  und   gleichgerichtet  ist.    Dies  Parallelogramm   ist 
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(nach  Beweis  1)  ein  Quadrat,  welches  dem  (nach  330)  als  Einheit  an- 
genommenen Qaatlrate  [eje^J  gleiehbe zeichnet  ist.  Ist  nnn  die  Länge 
von  f  a  («1  als  Längeneinheit  genommen)  gleich  «,  so  ist  der  Inhalt  207 
des  Quadrates  über  a  gleich  a^,  und  die  positive  Quadratwurzel  daraus 
a,  das  heisst,  ]/[«!«]  =  ß,  also  wirklich  der  niuneriache  Werth  gleich 
der  Lange. 

3.  Nach  152  heissen  zwei  Strecken  a  und  h  normal  zu  einander, 
wenn  [aj6]  •=  0  ist,  das  heisst  (nach  245),  wenn  a  mit  |&  parallel  ist; 
nun  ist  (nach  Beweis  1)  \h  senkrecht  auf  h,  also  auch  das  mit  'p 
parallele  a  senkrecht  auf  h.  Ebenso  folgt  umgekehrt,  dass,  wenn  a  auf  h 
senkrecht  ist,  o  mit  |?/  parallel  ist;  dann  ist  aber  (nach  245)  \a\h\ 
gleich  Null,  also  «  zu  ö  normal.  Der  Begriff  des  Senkrechten  fällt  also 
(in  der  Ebene)  mit  dem  des  Normalen  zusammen. 

4,  Wenn  a  und  h  einander  numerisch  gleich  und  zu  einander 
normal  sind  { vgl.  Fig,  18 } ,  und  sich 

a  in  d  =  a  cos  k  -]-  fi  sin  k, 
O  und 

h  in  h'  =^h  cos  k  ^  «  sin  « 
verwandelt  hat,  so  hiess  das  (nach 
154),  der  Verein  der  Strecken  a  und  h 
habe  sich  von  a  nach  h  hin  circular 
um  den  Winkel  a  geändert.  Es  sei 
AF  mit  a  und  AG  mit  6  gleich 
lang  und  gleichgerichtet,  also,  da  a 
und  h  einander  numerisch  gleich 
und  zu  einander  normal  sind,  so  ist 
(nach  Beweis  2  und  3)  AG  mit  AF  gleich  lang  und  auf  ÄF  senkrecht. 
Man  trage  an  AF  und  an  AG  nach  derselben  Seite  hin  den  Winkel  a 
an,  und  mache  die  zweiten  Schenkel  AG  und  AE  gleich  lang  mit  AF, 
fälle  von  C  das  Loth  CB  auf  AF  und  von  E  das  Loth  FB  auf  AG, 
so  ist  AB  mit  a  cos  a,  BC  mit  h  sin  k,  AD  mit  h  cos  «,  DE  mit 
—  a  sin  «  gleich  lang  imd  gleichgerichtet,  also  (nach  220)  AC  mit 
a  cos  a  -{-  b  sin  a,  das  heisst  mit  d,  und  AF  mit  b  cos  a  —  a  sin  a, 
das  heisst,  mit  i'  gleich  lang  und  gleichgerichtet;  d  und  b'  gehen  aber 
nach  der  Konstruktion  aus  a  und  b  durch  Drehung  um  den  Winkel  « 
hervor;  folglich  fällt  der  Begriff  der  Drehung  um  den  Winke!  k  mit 
dem  der  circulären  Aenderung  um  diesen  Winkel  zusammen. 

Anm.  Dieselbe  Schlussreihe  ist  also  für  jede  Ebene  anwendbar,  in  welcher 
zwei  Strecken  a  und  b  enthalten  sind,  für  welche  dieselben  Voranssetznngea  ge- 
macht sind,  wie  für  e,  und  e^ . 

Gnssmumi,  Werts.    1.  3,  14 
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161,  {2291)  SM.S  jenem  Norinalsystem  durch  circuläre  Aeaderimg  ab- 
leiten. Hat  man  nun  ein  einfaches  Normalsystem  a,  b,  c,  in  welchem 
a,  b,  c  auf  einander  senkrecht  und  yon  der  Länge  Eins  sind,  so  be- 
steht die  circuläre  Äenderung  darin,  dass  irgend  zwei  derselben,  zum 
Beispiel  a  und  h  sich  um  einen  in  der  Ebene  ah  liegenden  Winkel  a 
ändern;  nun  haben  wir  in  331  (vgl.  Anm.)  gezeigt,  daas  die  dadurch 
hervorgehenden  Strecken  a  und  b'  wieder  auf  einander  senkrecht 
stehen,  uud  die  Länge  Eins  haben;  aber  auch  c  steht  auf  ihnen  senk- 
recht, denn  da  nach  der  Annahme  c  auf  a  und  b  senkrecht  steht,  so 
steht  c  auch  auf  allen  Linien  der  Ebene  ab,  also  auch  auf  «'  und  b' 
senkrecht;  das  heiast,  aus  einem  Nonnalsystem,  dessen  drei  Strecken 
auf  einander  senkrecht  stehen,  «nd  von  der  Länge  der  Einheit  sind, 
gellt  durch  einfache  circuläre  Aenderung  wieder  ein  Normalsyatem  von ' 
derselben  Art  hervor,  also  auch  durch  wiederholte  circuläre  Aenderung. 
Also  geht  namentlich  aus  dem  Normalsyatem  e^,  e^,  e^  durch  beliebige 
circaläre  Aenderung  stets  ein  Verein  von  drei  Strecken  hervor,  welche 
auf  einander  senkrecht,  und  von  der  Länge  der  Einheit  sind,  das  beisst, 
jedes  einfache  Normalsystem  besteht  aus  solchen  drei  Strecken. 

2.  Umgekehrt  ist  zu  zeigen,  dass,  wenn  «,  b,  c  irgend  drei  zu 
einander  senkrechte  Strecken  von  der  Länge  1  sind,  sie  ein  Normal- 
system bilden. 

Nach  160  kann  man  stets  ein  einfaches  Normalsystem  von  drei 
Strecken  finden,  dessen  eine  die  Richtung  von  c  hat.  Dann  muss  (nach 
Beweis  1)  die  Länge  (gleich)  Eins  sein,  und  also  die  Strecke,  welche 
die  Richtung  von  c  hat,  auch  mit  c  gleich  lang,  also  überhaupt  gleich 
sein.  Die  beiden  andern  mögen  a  und  h'  sein,  so  ist  (nach  Beweis  1) 
c  senkrecht  auf  ii  und  h' ,  aber  auch  (nach  Annahme)  auf  a  und  b, 
also  liegen  «',  b',  a,  h  \n  Einer  Ebene.  Also  kann  man  wiederum 
200  (nach  160)  em  einfachem  Normalsystem  aus  zwei  Strecken  dieser  Ebene 
finden,  von  Jenen  die  eme  Strecke  gleich  b  ist,  die  andere  sei  a",  so 
ist  a" ,  da  es  m  dei  Ehene  ab  liegt,  senkrecht  auf  c,  aber  (nach  Be- 
weis 1)  auch  senkrecht  auf  b  und  von  der  Länge  1,  also  ist  a"  senk- 
recht auf  der  Ebene  bc,  aber  auch  u  senkrecht  darauf  und   von  der 
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Länge  1,  also  ist  d'  entweiJer  ^  a,  oder  =  —  ö;  tla  min  a",  h,  c  ein 
einfaches  Normalsystem  bilden,  so  bilden  in  beiden  Fällen  auch  a,  h,  c 
ein  solches. 

3.  Hat  man  nun  ein  heUebiges  Normalsystem  a,  h,  c  von  dem 
numerischen  Wer th  n,  so  bilden  a:n,  bin,  c:n  ein  einfaclics  Normal- 
system, sind  also  (nach  Beweis  1)  zu  einander  senkrecht  und  von  der 
Länge  1,  also  sind  a,  h,  c  auch  zu  einander  senkrecht  und  von  der 
Länge  k;  und  ebenso  folgt  umgekehrt,  dass,  wenn  a,  b,  c  zu  einander 
senkrecht  und  von  der  Länge  n  sind,  dann  a : n ,  b:n,  c:n  ein  einfaches 
Normalsystem,  und  a,  b,  e  ein  Normalsystem  von  dem  numerischen 
Werthe  n  bilden. 

333.  Äiich  für  den  Raum  fällt  {hei  Streclcen]  der  Begriff  do- 
Länge  mit  dem  des  niimerisdimt  Wertkes,  und  der  des  Senkrechten  mit 
dem  des  Normalen  zusammen. 

Beweis  in  332. 

334.  Der  numerische  Werth  eines  Prodiiktes  P  zweier  Strerlcen 
p  und  q  ist  gleich  dem  Fiäclteninhalte  des  Parallelop-ammSf  in  tj>elcliem 
zwei  an  einander  stossende  Seiten  jenen  Strecken  parallel  sind,  voraus- 
gesetzt, dass  dieser  Inlialt  positiv,  und  das  Quadrat  der  Längeneinheit  als 
Fldclieneiuhcit  angenommen  wird. 

Beweis.  Es  sei  ein  einfaches  Normalsystem  ilreier  Strecken 
a,  b,  c  angenommen,  von  der  Art,  dass  a  uml  b  derselben  Ebene 
parallel  sind,  welcher  p  und  5  parallel  sind,  und  dass  \abt\  =  -j"  1 
ist,  so  sind  (^nach  230)  p  und  g  aus  a  und  b  numerisch  ableitbar,  also 
auch  (nach  70)  P  =  |j)g]  aus  \ab\,  und  sei  P  =  a[a?f].  Nun  ist  der 
numerische  Werth  von  P  (nach  151)  ^y\P'P\  =  «"[/[([J'jdft];  aber 
(nach  167)  ist    \ab~\  =  c,  -j-  also  21 

y\T^\  =  üy\abc\  =  a. 
Da  ferner  P  =  a[a?i]  ist,  und  \ab\  Quadrat  der  Längeneinheit,  also  als 
Flächeneinheit  zu  setzen  ist,  so  ist  der  Inhalt  von  P,  das  heisst,  der 
Inhalt  des  Parallelogramms,  dessen  erste  Seite  p,  und  dessen  zweite  q 
ist,  gleich  k,  das  heisst,  gleich  dem  numerischen  Werthe  von  P. 

335..  Die  Ergämung  einer  Strecke  [im  Baume]  ist  diejenige  Fläche, 
deren  Ebene  auf  jener  Strecke  senlcreclit,  deren  numerischer  Werth  gleich 
dem  jener  Strecke,  und  deren  positiver  Sinn  so  bestimmt  ist,  dass  das 
äussere  Produkt  der  Strecke  und  Fläche  positiv  ist. 

Beweis,     Es  sei  aa  die  Strecke,  und  sei  der  numerische  Werth 
von  a   gleich  Eins,   also  der  von  aa  gleich  a,   und   sei  ein  Normal- 
,  b,  c  angenommen,  und  zwar  von  der  Art,  dass  labe}  =^  -(-  1 
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ist,  so  ist  (nach  IbTj  n  ■=  [hc]  al?o  (nacb  90)  [aa  =  a[bc],  aber 
ti\bc]  ist  {iwch  33-",  334}  eine  Flache  von  der  im  Satze  angegebeaeii 
Besehaffenheit 

336.     Wenn  A  die  Ergansttuy  ton  einer  Streche  a  {des  liaumes] 
ist,  so  ist  anJi  a  die  Lrganmng  von  A,  oder 
|la  =  a 

Bewei"  Na*,h  *13  ist  |a^( — l)*''«,  wo  p  die  Stufenzabl  von 
a,  und  q  die  der  Ergänzung  ist  In  unserm  Falle  sind  diese  Stufen- 
zalilen  1  und  2,  also 

||ffl  =  (^—  l)^fl  ^  a. 

Anm.  Der  Sitz  gilt  nicht  m  entaprechender  Weise  für  die  Planimetrie, 
wo  nictt  mehr  all  zwei  zu  einandei  senkrechte  Strecken  angenomiaen  werden 
können.     Vielmehr  ist  in  der  Planimetrie   \^a  =  —  a. 

{336a.  Auch  für  eine  Sheile  und  einen  Fläcfienraum  {das  heisst, 
ein  FroduJt  zweier  Strecken)  fallt  der  Begriff  des  Senkrechten  mit  dem 
des  Normalen  zwammen 

Bewei-)  Es  &ei  suust  eine  Strecke  a  und  ein  zu  ihr  senkrechter 
Flächenraum  h  mgenommen,  d^nn  ist  (nach  336  und  335)  die  Er- 
gänzung von  B  eine  zu  B  senkrechte  also  zu  a  parallele  Strecke,  und 
somit  (nach  S'äOa)  \B  =  ua      Es  wiid  daher 

[a,L-\=-[a    ««]  =  0  [61J, 

das  heisst  (nach  152),  die  Strecke  a  und  der  Fliichenraum  B  sind  zu 
einander  normal. 

Ist  umgeMtrt  a  m  B  nonnal,  das  heisst  (nach  1Ö2), 
ia\B]  =  0, 
so  setze  man   \B  =  h-^  dann  wird  [ai]  =  0,   also  (nach  66)  a '=  ßb. 
Diese   GHeiehung   aber    besagt  (nach  221),  dass  die   Strecke    a  mit  b 
parallel   ist.     Die  Strecke  b   aber  steht  (nach  336,  335)   auf  B  senk- 
recht, folglich  gilt  dasselbe  auch  von  der  mit  b  parallelen  Strecke  a. } 

337.  Wenn  a  und  h  Strecken  sind,  so  ist  Lab  gleich  dem  Winkel, 
dessen  Schenlcel  mit  a  und  b  gleichgerichtet  sind,  und  wenn  A  und  B 
Flädten  {Streckenprodukte)  sind,  so  ist  LAB gleidt  dem  Neigungswinkel, 
den  swei  mit  jenen  Flächen  parallele  und  gldchbezei^mete  Ebenen  mit 
einander  bilden,  vorausgesetzt,  dass  die  Winkel  stets  positiv  {zwischen  0 
und  1t  liegenS)  angenommen  werden. 

Anm.  Wenn  man  im  zweiten  Falle  Ä  und  B  in  form  von  Rechtecken 
darstellt,  deren  erste  Seite  dieselbe  ist,  so  ist  der  Winkel,  den  die  zweiten  Seiten 
dieaei  Rechtecke  einscbli essen,  der  Keigungawmkel,  den  die  mit  A  und  B  paral- 
lele» und  gleichbezeichneten  Ebenen  mit  einander  bilden. 

11        Beweis.     1.  Der  Winkel  ist  von  den  numerischen  Werthen  der 
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den  Winkel  bildenden  Grossen  unabhUngig,  wir  können  daber  die 
nunierisebun  Wertbe  von  a,  h,  A,  B  gleich  1  setzen;  in  diesem  Falle 
isb  (naeb  195) 

cos/.ß&  =  [«.|ft],     cos/.^ß  =  U|B]. 

Ferner  gebt  dann,  wenn  der  Winkel  von  a  nach  h  bin  gleich  «  ist, 
(naeb  154,  331)  h  aus  a  durch  circuliire  Aendemng  um  den  Winkel  ec 
hervor,  das  heiest,  es  ist,  wenn  a  in  der  Ebene  ah  gegen  a  senkrecht 
ist,  und  nach  der  Seite  von  h  hin  liegt, 

J  =  a  cos  «  -|-  «'  sin  ff, 
also 

\a\h\  =  \a\{a  cos  «  +  «'  sin  «)]  =  \_n\a'\  cos  k  +  [a|a']  sin  k, 
aber,  da  a'  gegen  a  normal  ist,  so  ist  [a,«']  ^  0,  und  da  der  nume- 
lische   Werth  von  a  gleich  Eins  ist,   so  wird  der  zuletzt  gefundene 
Ausdruck 

==  cos  ff. 
Also  coa  Lah  =  cos  k.    Nun  liegt  (nach  195)  /.raft  zwischen  0  und  n, 
aber  na«h  Voraussetzung  auch  «,  also  ^«6  =  k. 

2.  Es  seien  A  und  li  beziehlich  die  Ergänzungen  von  a  und  Ö, 
also  A  =  ;«,  und  B  =  ]6,  so  sind  (nach  335)  a  und  fi  beziehlich  auf 
A  und  B  senkrecht  und  nach  derselben  Seite  hin  liegend,  also  ist  der 
Neigungswinkel  u  zwischen  A  und  B  gleich  dem  Winkel  zwischen 
a  und  h,  das  heisst  (nach  Beweis  1),  cos  cc  =  coa  iah  ^  ["l^j  =  ICf^l^] 
(nach  89),  da  {a\h'\  (nach  141)  eine  Zahl  ist;  aber  |  [«'']  =  []«>] 
(nach  97),  und  dies  wieder  (nach  der  Annahme)  =  [^j-B]  =  cos  i  AB-, 
also  cos  a  =  cos  LAB. 

(Zusatz.  Auch  für  zwei  Flächenräume  (das  heisst  Produkte  je  sweter 
Strecken)  sind  die  Begriffe  senkrecht  und  normal  gleichbedeutend. } 

Ana  Der  Beg  ff  de''  No  malen  lä&st  si  h.  aww  auf  Grössen  jpder  Art 
alen  a  ch  a  f  Punkte  anwenden  Namentlich  muss  man  um  alle  Crosaen.  m 
E^  c  ableitfn  zu  können  auaeer  den  Ire  zu  e  nande  aenkreclit  n  Strecken  von 
der  Lange  B  ns  1  8  w  r  als  nraj  rungl  he  E  nte  ten  setzten  noch  e  non  endh  h 
entfernt  n  { e  f  cl  en  Punkt  al  vierte  Bmlie  t  annphnien  "lO  w  rle  man  zu  v  e 
rsj  rungl  ohen  Emheten  a  b  c  d  gelangen  von  dpuen  atwa  de  1  e  letzten 
Ire  zu  e  nander  senkrechte  Stre  kou  Ton  1er  Lange  i  ns  nl  unl  1.  e  erste  e  n 
einfacher  Punkt  ist  Auf  lera  \een  w  rle  m'in  len  Beg  ift  de  N  rmalen 
anwendpn  k  nnen 

N  mmt  maji  statt  de  en  e  nPu  a,ndprn  Vere  n  i  c  d  worin  a  e  neu 
von  a  ver&ch  e  Jenen  e  nfachen  lunit  lieze  ohnet  d,l  das  System  der  u-sprung 
1  hen  E  nhaiten  an  -|-  so  leuchtet  em  dass  a  und  a  d  eselle  Ergänzung  [bc  Z]21i 
haben,  da  {nach  368)  [abed]  —  [a  bcd'\  ist  und  ebenso  daae  [n  h]  und  [06]  die 
seihe  Ergänsung  [ed],  und  [o'&c]  und  [abc]  dieselbe  Ergänzung  d  haben  und 
überhaupt,  daae  die  Ergänzwig  von  Fu/nlten,  lanienth^len  Flachenthedm  unab 
hängig  ist  von  der  Lage  des  als  ursjirungliche  Einheit  augenomvKnen  Punktes 
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Hingegen  ist  dies  nicht  nielw  der   Fall   bei  der  Ergänzung   von  Strecken   oder 
StveekenprodMltmi. 

So  zum.  Beispiel  würde  die  Ergänzung  von  {bcd]  bei  der  ersten  Annahme 
gleich  —a,  bei  der  zweiten  gleich  ~a'  sein.  Und  so  würde  also  der  Begrifi' 
der  Ergänzung  von  Strecken  und  Streckenprodukten  keinen  von  der  Lage  der  ur- 
sprünglichen Einheiten  unabhängigen  Einn  mehr  haben. 

Da  bei  der  normale»  Zurückleitung  (164)  auf  Punkte,  Linien  und  Ebenen 
(nach  165 [  nur  die  erste  Art  der  Ergänzung  heivortritt,  so  können  wir  diese 
Zurückleitung  unmittelbar  auf  die  Geometne  übertragen  Sie  liefert  hier,  { sofern 
es  sich  um  die  Zuröckleitung  auf  lAmm  und  Kbeiien  handelt } ,  die  senkrechte 
Projektion,  {während  die  normale  Zarückleitung  auf  einen  Punkt  einer  Parallel- 
verschiebung  unter  Wahrung  des  numerischen  Werthes  gleichkommt,  |  was  ich 
hier  jedoch  nicht  weiter  darlegen  will. 

Im  Folgenden  werde  ich  den  Begriff  der  Ergiinzung  nur  in  dem  im  Texte 
gegebenen  Sinne  auwenden. 

338.     Dk  Formel 
{a-{-hy-  =  a^-{-2{ab]-\-l    ^  a  +  2c  ß  w^Lah  +  ß'    {li)-i,214}, 
wo   a  und  ß  die  Langen   von   a   md  h   sind,   '^fdlt 
die  Erweitenmg  des  pythagoiatsÜKn  Satses  dai,  nam-  '^'    '  ^ 

lieh:  das  Quadrat  dir  Grwndsette  eines  Dreteds  t^i  / 

gleich   der   Summe   der    Quadrate   der   Sütenlelsetten  ^/jf6 

und  des  dc^pelten  Ptodultes  der  Sckenlel  eden  in  den       (y         ^^J> 
Cosinus  des  AiissenwinkeU  an  der  Spdee  { vgl  Fig  1*1 } .     ~  ^7j        ^ 

S39.    Die  Formel  {vgl.  194,  215 1 
(„  +  ^  +  c)i  =  «1  4-  61  ^-  c^.  +  2[Ij[c]  +  2Lc  «]  +  2[a\b] 
=  «^  +  /S^  +  y^  + 

+  2ßy  cos  ibe  +  2yR  cos  ica  +  2aß  aos  Lab, 
wo  K,  ß,  y  die  Längen  der  Strecken  a,  h,  c  sind,  stelU  die  Erweiterung 
jenes  Satzes  für  den  liaufn  dar. 
340.     nie  Formel 
(A  +  B -\- C)^  =^  A^ -\-  B^  +  C^ -^  2[B'C]  -\-  2[C'/f]  +  2[A  B] 
^a'  +  ß'  +  f  + 

-L  2ßy  cos  LBC+  2ycc  cos  iCA  -\-  2aß  cos  LAB , 
wo  tt,  ß,  y  die  Flächeninhalte  der  Flächenräume  A,  B,  C  und  LBG,... 
die  Neigungswinkel  ihrer  Ebenen  sind,  stellt  den  Sats  dar: 
13  Das  Quadrat  der  Grundfläche  eines  Tetraeders  ist  gleich  f  der  Summe 
rfer  Quadrate  der  Seitenflächen,  vermindert  um  die  doppelten  l*rodaMe  je 
zweier  dieser  Seitenflächen  in  den  Cosinus  des  von  ihnen  eingeschlossenen 
Neigtingswinhels. 

Beweis.  Sind  a,  b,  c  die  von  der  Spitze  nach  den  Ecken  der 
Grundseite  fülirenden  Kanten  ihrer  Lange  und  ßichtung  nach,  so  sind 
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a  ^h,  h   —  Cj    c  —  a    die   Kanten  der  Gruodüäche.     Die  Crrundfläche 
ist  also  (nacli  254)  gleich 

[(«-^){6-c)] 

während  die  Seitenflächen  gleich 

[bc]      [ca]      [ab] 
2     '       2     '       i 

sind.     Bezeichnen   wir   die  letzteren  beziehlich  mit  A,  B,  C  und   die 
Grundfläche 

[(a-&)(&--_c)] 

mit  D,  und  bedenken,  dass 

[(« -  S) (i - c)]  =  lab]- [«c]  -  [6!)]  +  [6cl  -  \a\,\  +  [««]  +  \hc\ 

ist,  so  haben  wir 

_D  =  ^  -f-  i/  +  C, 
also 

W-  =  (^  +  _ß  +  C)-^. 

=  ^1  -^  7?i  _j_  C^  4-  ä|;ij  0]  +  2[CV}  +  ^[^liZJ] 
=  a^  +  /3^+y'  +  2j3ycos/.S(7+  23^ßC09i.O^+  äa/i  cosL^l-B. 
Aber  /.BO  ist  der  Winkel  zwischen  den  Ebenen  [ca]  und  [ra^],  das 
heisst,  zwischen  —  \ac\  und  \a}i\.  Der  Winkel  zwischen  [ic]  mid  [ai»] 
ist  aber  der  von  den  entsprechenden  Seitenflächen  des  Tetraeders  ein- 
geschlossene, und  also  der  Winkel  zwischen  — [nc]  und  [fl&],  das 
heisst  LBC,  dessen  Nebenwinkel,  und  dasselbe  gilt  für  die  Winkel 
LOA  und  LAB. 

Anm.  ITaii  siett  ana  dieser  Darstellung,  wie  sich  die  Aufiösung  des  Te- 
traeders yerniöge  der  Beaielmng,  dass  eine  Seitenfläche  desselben  sich  als  geo- 
metrische Summe  der  übrigen  darstellen  lässt,  auf  eine  einfache  Weise  aus  unsrer 
Analyse  ergeben  muss.  lÄid  da  wiederum  das  sphärische  Dreieck  oder  die  drei- 
kantige Ecke  eich  auf  ein  Tetraeder  aurückführen  lässt,  in  welchem  drei  Kanten 
Badiea  der  Kugel  sind,  so  zeigt  sich,  wie  auch  die  sphärische  Trigonometrie  sich 
eng  daran  anschliesst. 

Ich  bemerke  hier  noch,  dass  alle  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie 
aymmetriseher  werden,  wenn  man,  wie  schon  oben  geschehen  ist,  statt  der  Nei- 
gungswinkel der  Flächen  ihre  Anssenwinkel  setzt.  Dies  zeigt  sich  besonders  darin, 
dass  dann  die  Winkel  der  Polarecke  gleich  den  Seiten  der  ursprünglichen  Ecke 
werden,  und  umgekehrt,  und  daher  dann  alle  Formeln  der  sphärischen  Trigono-  21 
metrie  unmittelbar  ihre  Geltung  behalten,  wenn  man  Winkel  und  Seiten  ver- 
tauscht. Es  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass,  wenn  a,  Ö,  c  Strecken  sind,  die  den 
Kanten  einer  Ecke  gleichgerichtet  sind,  dann  die  Ergänzungen  jener  Strecken, 
das  heisst  die  Flächenräume  \a,  \b,  \e,  den  Ebenen  der  Polarecke  parallel  sind. 
Die  weitere  Entwickelung  dieser  Ideen  muas  ich  jedoch,  um  nicht  zu  weit  Ton 
dem  Ziele  iibzu schweifen,  dem  Leser  überlassen. 
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311.  Aufgabe.  Die  Vielfachmsumme  der  Quadrate  der  Abstände 
eines  variablen  PunJdes  x  von  mekrereiz  festen  FuMeti  a,  6,  ...  in  ein- 
fachster Form  aiismdriicken,  wenn  die  Koefficienten  k,  ß,  ...  jener  Viel- 
fachensumme  gegeben  sind. 

Auflösung.     Es  soll  demaach  ein  Ausdruck 

S  =^  c^(cc  —  a)^  +  ß(x  ^  by  +  ■  ■  ■ 
in  einfachster  Form  dargestellt  werden. 

Da  X,  a,  h,  ...  Punkte  sind,  und  für  sie  das  innere  Produkt  keine 
einfache  Bedeutung  mehr  hat,  so  nehmen  wir  einen  hehebigen  einfachen 
Punkt  s  zu  Hülfe,  und  setzen 

wo  x  —  s,  s  —  a,  s  —  b,  ...  Strecken  sind,  so  wird 

S-«(.I-s  +  s--a)l  +  ,S(s:-s  +  s-t)l  +  ---. 
Da  nun 

(^  _  s  +  s  -  a)^  =  (x  -  sy-  +  2  [(^  -  s)  j  (s  -  «)]  +  (,s  -  aY- 
ist  (nach  193),  so  erhalten  wir 

S-(«  +  /S  +  ...)(«-s)ä  + 
+  2l(^  -  s)|(»(s  -  »)  +  ß(s  -  6)  +  ...)]  + 
+  »(s-<.)i  +  /J(s-S)s  +  -.-, 


oder,  w 
setzen, 


'  +  ß  +  - 


S_,(i_s)s  +  2[(«-s)K«s-«o- ^4- ■..)]  + 
+  „(s__„).+^(,,_6).  +  .... 

Nun   können   wir   zwei  Fälle   unterscheiden,  je   nachdem   tf   null    ist 
oder  nicht. 

Nehmen  wir  stierst  letzteres  an,  so  können  wir  s  so  wählen,  dass 
das  zweite  &lied  null  wird,  was  dadurch  erreicht  wird,  dass  wir 

GS  =  ua  +  ßb  -i , 

das  heisst, 

s  =  «o  +  /Ji  +  ..^ 
setzen,    das    heisst    (nach  222,  (223  Anm.}),   s  im    Schwerpunkt    des 
Punktsystems  aa,  ßb,  ...  annehmen.     Dann  wird 
S-s(i-<)S  +  ^, 
15  wenn  wir  der  Kürze  wegen  die  konstante  Grösse 

a(s  -  ay -\- ß(,s  -  by- -\ (t 

setzen,  das  heisst: 
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■  Vielfache}isumme  S  der  Quadrate  der  Abstände  eines  variabeln 
X  von  mehreren  festen  Fuiikten  a,h,  ...  erreicht,  wenn  a,  ß,  ... 
die  Koefficienten  jener  Yielfachensumme  sind,  und  die  Summe  e  dieser 
Koefficienten  positiv  ist,  ihren  Meinstmt  Werth,  toenn  x  in  dem  Schwer- 
pimkt  s  des  Punkt-Vereines  aa,  ßh,  ...  liegt.  Wenn  sich  dagegen  x  atts 
diesem  Schwerpunkt  s  um  den  Abstand  p  entfernt,  so  wächst  jene  Viel- 
fachensamme  um  das  s- fache  von  dem  Quadrai  dieses  Abstandes,  und 
ist  also  für  alle  FunJcte  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel,  welche  s  zum 
Mittelpunkt  hat,  konstant.  Wird  ff  negativ,  so  bleibt  alles  dasselbe,  nur 
dass  statt  des  Minimums  ein  Maximtim  eintritt. 

342.    Fortsetznug.    Wenn    zweitens   a  +  /3  +  ---  =  0    gesetzt 
wird,  30  verwandelt  aich  die  Formel  (*)  der  vorigen  Nummer  in 
S--2[(ä;-,s)(«o  +  ^6  +  .--)]  + 
+  „(s-„).  +  ^(s-i,)i  +  .... 
Hier  ist   (nach  222)   die  Summe  aa  -\-  ßh  -{-  ■  ■  ■  eine  Strecke  von  be- 
stimmter Länge  und  Richtung,  welche  wir  mit   r  bezeichnen  wollen; 
es  wird  daher 

S-  -a[(i-s)jr]  +  «(s- «)1  +  ^(s- J)l  +  .... 
»ig.  20.  Es  sei  nun  angenommen,  dass  r  nicht  null  ist 

^  und  seine  Länge  gleich  q  sei.  Um  dann  den  Aus- 
druck noch  weiter  zu  reduciren,  nehmen  wir 
einen  Punkt  s'  in  der  von  s  mit  r  parallel  ge- 
zogenen geraden  Linie  an  { vgl.  Fig.  20 ) ,  und  setzen 
s'  —  s^  sr,  wo  5  eine  Zahl  iat,  da  s'  —  s  nach 
der  Konstruktion  mit  r  parallel  ist.   Dann  wird 

-[(*-s')M +  [(»'-«).'■]■ 

Aber  \(s'  —  s)|r]  ist  gleich  \sr\r']  =  s[»-V] ,  da  £ 
eine  Zahl  ist,  also  ^  zr~  =  zq\  da  q  der  nume- 
rische Werth  von  r  ist.     Also  wird 

[(i--»)M-[(«-.s')H  +  V. 

*  und 

S 2lix  -  s')\r-]  -  20q'  +  a(s  -  a)'-  +  ß(s  -  6)i  +  - . . . 

Da  s'  ein  beliebiger  Punkt  in  der  geraden  Linie  [sr]  ist,  so  ist  21 
2  noch  unbestimmt;  es  sei  0  so  bestimmt,  dass 

_  ^(s^ff)^  +  ^(s  _  6)S  +  . . . 


ist,  so  wird 


S_-2[(a.^  *■)!.■]. 
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Fällt  man  nun  Yon  x  das  Loth  xx'  auf  die  gerade  Linie  [sf\  oder  [s'r] , 
so  ist  X  —  x'  normal  zu  r,  das  heisst  [(x  —  x')  r]  =  Ü,  also 

[(x  -  s') ;  r]  =  i{x  —  x'-{-x'~  s') '  r]  =  \{x  —  s')  \  r] , 
also 

^  =  _2[(a;'-s'):'-]  =  +  29>4., 
wenn  (p  die  Lange  von  i  —  'j'  ist,  nnd  das  uuteie  odei  obpre  Zeichen 
^ew^hlt   wird,  je  nachdem   t  —  s    mit  ;   gleich  odei    entgegengesetzt 
geuuhtet  ist,  das  heisst 

DiP  l  lelfiirJienstimme  S  äet  Qaaihate  äet  Äb'-tandp  einet>  vmiabdn 
PtinJtes  X  von  mehieten  festen  Puniten  a,  b,  wird,  nenn  a,  ß, 
(he  Kwfßetentm  jener  Vielfaeliensiimm/',  und  die  Summe  dieser  Koefjt 
cimteii  null  ist,  null  fut  alle  Punlte  etner  gewissen  Ebene,  ucldie  auf 
der  Strecke  r  =  aa  +  ßb  ■{■  senhecht  bteJit  'iVenn  sich  di.i  Punlt  x 
dagegen  um  den  Abiland  <p  von  dieser  Ebene  efitf&nt,  ^o  wt?d  jene 
Summe  =  — ■  2(pQ  oder  -)-  2q}Q,  je  nachdem  et  steh  %n  der  Bichtung 
ilei  Stucke  r  odet  ?»  dei  ih  entgegmqet,et4fin  von  yener  Ebene  entfernt 
haij  iiobei  q  die  Lange  von  r  ausdmcht 

S43.     Schluss.  ■  Ist  endlich  auch  r  null,  so  wird 
S_.(s-o)»  +  /i(»-6)ä+.--, 
(iilso  von  X  unabhängig,}  das  heisst  konstant,  das  heisst: 

Die  Yielfaehensumme  S  der  Quadrate  der  Abstände  eines  variabeln 
Punktes  x  von  mehreren  festen  Punkten  a,  b,  .-..  ist  konstant,  wenn  die 
entspret^ende  Vielfackensumnte  der  Punlite  a,'b,  ...  ntdl  ist,  das  heisst, 

a(x  —  aY  +  ß(x  —  ?')-  H =  Const,, 

wenn 

K([+  ßl)-\ =0 

ist. 

Nämlißh  die  Gleichung  ua  -j-  ßb  -\-  ■■•  =^  0  schliesst  (nach  222) 
schon  die  Gleichung  «-}-  ß  -[--■■  =  0  ein. 

344.    Aufgabe.   Die  Vielfachensumme  S  der  Abstände  eines  variablen 

317  Punktes  x  von  mehreren  festen  Ebenen  A,  E,  ...  f  in  einfacJister  Form 

attsgudrücken,  wenn  die  Koefficienten  a,  ß,  ...  jener  Yielfaehensumme 

gegeben  sind,  und  für  jede  Ebene  die  Seife,  nach  welcher  die  positiven 

Abstände  liegen  sollen,  bestitnmt  ist. 

Auflösung,  Mau  nehme  in  jeder  der  Ebenen  einen  Flächen- 
theil an,  dessen  Inhalt  gleich  der  Flächeneinheit  ist,  und  welcher 
(seiner  Erzeugungsweise  nach)  so  beschaffen  ist,  dass  das  äussere  Pro- 
dukt dieses  Fläehentheils  mit  einer  Strecke,  die  nach  der  als  positiv 
angenommenen  Seite  der  Ebene  gerichtet  ist,  ein  positives  Produkt 
bildet.    Diese  Flächentheile,  aufgefasst  als  Grössen  dritter  Stufe  (255) 
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seien  beziehlicli  mit  Ä',  B',  . . .  bezeichnet,  so  ist  daa  Produkt  [ä'x] 
{nach  263)  gleich  dem  Inhalte  eines  Spates  (Parailelepipedums),  dessen 
Grundfläche  Ä'  ist,  und  dessen  Deckfiäche  (der  Grundfläche  gegenüber- 
liegende Fläche)  durch  den  Punkt  x  geht,  also  gleich  dem  Inhalte  von 
A!  mal  der  Höhe,  oder  da  der  Inhalt  von  A'  gleich  Eins  ist,  gleich 
der  Höhe,  das  heisst,  gleich  der  Entfeniüng  des  Punktes  ac  von  der 
Ebene  A,  und  zwar  auch  dem  Zeichen  nach,  und  ebenso  für  die  andern 
Ebenen.     Also  ist 

S  =  a[A'x}  +  ß[B'!c]  +  ■■■ 
=  [iaA'  +  ßB'+---)x] 

wenn  p7?  die  entsprechende  Vielfachen'!  imme  der  rkihenthLik   1    h 
und  der  Inhalt  von  It  gleich  Ein?    q  abei  positiv  i&t 

Die  Vtelfachensumme  S  det  AbstaiuJe  eina  variablen  Funltes  x  von 
meheren  festen  Ebenen  A,  B,  rmf  den  Koefßcienteiz  a,  ß,  steltt 
Sil  dem  Abstände  desselben  Fiinlta  ton  eum  festen  Ebene  R  m  einem 
konstanten  Vethaltniss  p  1  Und  um  f»tdet  man  E  und  q,  ii&tn  man 
auf  den  Ebenen  A,  B  FlaehattJala  i  B ,  lom  Inhalte  Lim 
annimmt,  welclie  mit  Bunlten,  die  auf  den  ah  positiv  angenommenen 
Seiten  det  betieffenden  Ebenen  hegen  ausserhch  multipliait  positive  Bio 
diikte  g^en,  dimn  tst  B  die  Ebene  des  Flachenthciles  ccA  -)-  ßB  -{-  , 
und  Q  sem  Inhalt 

Sollte  jedoch  diese  Summe  eine  unetidhch  entfernte  Ebene,  da»  heisbt 
einen  Korpei)aum  (2b2)  f  geben,  {äso  [Bj-]  em  Korpertheü  sem,  so  tstsi 
(nach  268)  p[Ba;]  lonstant,  also  auch  die  VulfacJiensumme  S  lonstant 

hollte  endlich  aA  -\-  ßB  +  selbat  gleich  Null  sem,  so  wird 
auch  S  null  fm  jeden  Pnnlt  x 

Anm  Dl'"  in  den  vongen  Aufgaben  gefundenen  Sätze  li-^sen  sich  m  einen 
Sitz  zusammenfassen  woi  n  man  statt  dei  Punkte  und  Ebenen  Eugelfidclien  setzt 
welch.e  Bich  wenn  die  PadiPn  nnil  weiden  in  Punkte  wenn  sie  unenilbch.  werden 
m  Lbonen  verwindeln  und  zwar,  wpnn  man  statt  des  Quadrates  des  Abstände 
von  einem  Punkte  und  statt  des  einfai-lien  Abst^ndes  von  einer  Ebene,  das  Pro 
dulct  dea  kleinsten  und  grissten  Ahstande«  Tcn  dei  Kugelfl'icte  ?etzt  eo  geht 
dies  Piodnl  t  wenn  sioh  die  Kngelflai-he  in  tmen  Punkt  zusainmenzieLt  m  dar 
Qi  iir&i  des  Alstindes  ubei  nnd  wenn  sich  die  Ktigeifldche  zu  emei  Ebene  ent- 
faltet so  wird  der  eine  Abstand  unendlich  und  kann  für  alle  Ebentn  als  gleich 
inge=eheii  und  daher  mit  ihm  dividitt  werden  wodurch  die  einfachen  Abstände 
hcivoigehen  Diese  Veiallgemeineitmg  soll  in  dem  folgenden  Satze  auigefuhit 
werden. 

34Ö,  Wenn  man  unter  dem  Doppelabstand  eines  Punktes  von 
einer  Kugelßäche  das  Produkt  des  kleinsten  und  grössten  Abstandes  des 
Punktes  von  der  Kngelfiäche  versteht  {das  Produkt  positiv  genommen,  ivenn 
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die  Ahstanäc  qle  chgenchtef,  das  Jteii.  i,  der  Tunld  ausserhalb  der  Kugd- 
ftacke  hegt  negativ  im  entgegengesetzten  Falle),  so  ist  die  Yielfachensumme 
&  der  Boppelahsta/nde  a  ß ,  im  mekteren  festen  Kugelftächen,  deren 
MittelpunJte  a,  h,  luiJ  denn  Sadion.  a',  h',  ...  sind,  also  die   Vielr 

fachensumme 

«« +w  +  -, 

%imt  tt   ß  ihre  Koeffctcnten  datsfelleit   ein  Minimum  oder  Maximum, 

nenn  r  m  dttn  Sdiwetpunkte  s  rfea  Funl Ivereins  cca,  ßb,  ...  liegt,  und 
Sita}  tv&tn  suh  dei  PunJt  x  von  die  em  Schwerpwnlcte  s  um  den  Ab- 
"^tand  (p  etdfernt  so  wacftst  S  um  das  Produkt  {aits  dem  Quadrat]  dieses 
Auslandes  m  die  Summe  e  det  Koeffizienten  k,  ß,  ...,  also  um  tp^a 
oder  um  (cc  -\-  ß  -\-      )  qs^ 

Wenn  ahet  de}  Fimktveretn  «a  ßb,  ...  Jieinen  Schwerpunkt  hat, 
das  Jieisst  «  +  ^  +  ^"^dl  ist,  b  gieht  es  eine  auf  der  Strecke 
i  ^=^  aa -\- ßb -j-  senJrecht  stehendf  Ebene  E,  für  deren  Funkte  S 
null  iSt  entfernt  sich  dann  x  ton  dieser  Ebene  um  den  Abstand  qo,  so 
mrd  5  =  +  Syp  wo  q  der  nunmische  Werih  von  r  ist,  und  das  unlere 
S19  oder  obeie  Zeichen  gniahU  f  unid,  je  naMem  x  sich  nach  der  Seite 
hm  bewegt  nach  ueUm  ton  E  aus  die  Richtung  von  r  liegt,  oder  nach 
der  entgegengesetst&n 

Wtid  aber  auch  t  i  -\-  ßl  -\-       =  )   so  ist  S  konstant. 

Beweis.  Zieht  man  von  x  die  Linie  durch  den  Mittelpunkt  a  der 
ersten  Kugel,  welche  die  Oherfläcbe  derselben  in  x^  und  x.j  schneide, 
30  ist  der  Doppelabstand 

a  =  (x  —  Xi)(x  —  a^a)  =  (a;  —  a  —  a')(x  —  a  -\-  a'), 
wenn  x  ^  x^  die  Linie  von  x^  nach  x  bezeichnet,  und  so  weiter,  und 
a   der  Uadius  ist.    Also  {t'  =  (x^a)^  —  «'*,  oder  wenn  wir  jetzt  unter 
X  —  a  eine  Strecke  von  bestimmter  Länge  und  Richtung  verstehen, 

ß'  =3  (a;  —  d)-  —  a"^. 
Also 

S^aa  -\-ßß'  ^■■■ 

- 4(^ - «)^ - '»'T  +  ^V{^^ - &)- -h"-] -{-■•-. 

Nehmen  wir  nun  einen  konstanten  Punkt  s  zu  Hülfe,  der  zur  Ver- 
einfachung dea  Ausdrucks  dienen  soll,  so  wird 
(;«-o)i-{«-s  +  s-o)ä 

_  («  -  s)ä  +  2[(»~s)l(s-«)]  +  (s-»)2 
und    entsprechend    bei    den     übrigen    Quadraten,     Setzen    wir    noch 
R  +  /S  +  ■  -  ■  =  6 ,   so  wird 

S  =.  a{x  —  sy -\- 2\(x  —  s)\{0s  —  aa  —  ßh )]  +  ft. 
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wenn  wir  die  nur  von  der  Wahl  von  s  abhängige  Grösse 

«(«  -  a)'-  +  ^(s  -  S)i  +    ■•  -  ««"  -  ßf  -■■■  =  ,. 
setzen. 

Ist  mm  6  von  Null  verschieden,  so  wird  der  Faktor 
es  —  aa  —  ßb  —  ■  ■■ 
gleich  Null,  wenn  s  der    Schwerpunkt   des   Punktvereins   aa,  ßb,  ... 
wird.    Nehmen  wir  also  s  in  diesem  Schwerpunkte  liegend  an,  so  wird 

S=0(x-sy-  +  ii, 
wodurch  der  erste  Theil  bewiesen,  ist. 

Wenn  aber  6=0  ist,  so  ist  aa  -\-  ßb  -{-  ■  ■  ■  eine  Strecke,  diese 
sei  )■,  und  p  ihr  numerischer  Werth  { vgl.  Fig.  20  auf  S.  217  j ,  ko  wird 

S-2[(s-«)|r]  +  p. 
Leicht  kann  man,  da  S  in  Bezug  auf  x  vom  ersten  Grade  ist,  solche 
Punkte  X  finden,  für  welche  S  null  wird.    Es  sei  s'  ein  solcher  Punkt*), 
das  heisst, 

2l{s  —  s)\r}  +  fi  =  0,  22 

so  wird 

S  _  2[(s  _  s'  +  s'  -  a;)|,-]  +  p  -  2\(s'  -  r)  ,1 

vermöge  der  vorigen  Gleichung,  und  dies  ist 

=  +  2g'P, 
wenn  <p  der  numerische  Werth  der  senkrechten  Projektion  von  s' — x 
auf  r  ist,  und  das  untere  oder  obere  Zeichen  gewählt  wird,  je  nach- 
dem X  —  s  und  r  nach  derselben  Seite  der  in  s'  auf  r  errichteten  senk- 
rechten Ebene  gerichtet  sind  oder  nicht,  wodurch  der  zweite  Theil  des 
Satzes  erwiesen  ist. 

Wenn  endlich  auch  aa  -{-  ßb  -{-■■■  ^  0  ist,   so  wird 

also  { von  x  unabhängig,  das  heisst )  konstaut. 
{Anm.     Vgl.  hierzu  Nr.  392-409.) 

346.  Aufgabe.  Die  Summe  S  mehrerer  lAnientheile  im  Jtaume 
auf  die  Summe  eines  Linientkeiles  und  eines  dagegen  senkrechten  Flächen- 
raumes mrüchmfiihren. 

Auflösung.  Man  nehme  ein  System  von  vier  Einheiten  im  Räume: 
a,  fl^,  ßg,  a^  an,  von  denen  a  ein  einfacher  Punkt  und  %,  a^,  a^ 
Strecken  sind,  so  lässt  sich  (nach  232)  jeder  Punkt  im  Räume  aus 
ihnen  numerisch  ableiten,  also  ist  jeder  Linientheil  als  Produkt  zweier 

*)  Setzt  mam  den  Punkt  s  -f-  (ftr  :  S^*)  =  j) ,  ao  ist  s  ein  lieliebiger  Punkt, 
welcher  in  der  durch  p  senkrecht  gegen  r  gelegten  Ebene  liegt. 
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Punkte  (nacL  65)  aus  den  multiplikativen  Kombinationen  ««,,  aa^,  aa^, 
fi,ag,  ei^a^,  Ogöj  Bumeriseli  ableitbar;  also  aueb  jS,  als  Summe  solcher 
Linien theile.    Es  sei 

S  -  .,[a»J  +  «,[»»,]  +  <.,[ooj  +  A[o,»J  +  ft[<,,«J  +  ftfeo,] 
oder 

=  [a{a,a,  +  «,«,  +  «,«,)]  +  ^K".]  +  /^.K«.]  +  ft[«.%]- 
Es  sei 

also  h  eine  Strecke,  tind  j5i[ß,aa]  +  /5a[aia!3]  +  ftto^is]  ist  als  Summe 
von  Produkten  von  je  zwei  Strecken  wieder  ein  solches,  also  als  Er- 
gänzung einer  Strecke  anfzufassen,  etwa  der  Strecke  c,  das  heisst,  es  sei 

/^■["jßäl  +  ßMfh\  +  Ata,^]  ==  \c, 
so  ist 

S=[«S]  +  |». 

Es  sei  a    irgend  ein   anderer,   noch  naher  zu   bestimmender  {ein- 
23lfacher}   Punkt   und   sei   a  —  d  =  d,    wo   d  eine   Btuecke   ist,   so    ist 
a  ^  d  -\-  d,  also 

S-Hd  +  d)i]  +  le-  [ab]  +  [,ii.]  +  .c . 
Es  ist  hier  [db'j  -\-  \c  ein  FKlchenraum;  und  es  soll  d  so  bestimmt 
werden,  dass,  wie  die  Aufgabe  verlangt,  dieser  Flächenraum  auf  dem 
Linientheile  [a'b\  senkrecht  steht.  Da  aber  d  ein  Punkt  und  b  eine 
Strecke  ist,  so  bat  dieser  Linientbeil  die  Richtung  von  b,  also  muss 
jener  Fläcbenraum  auch  auf  b  senkrecht  stehen,  das  heisst  (nach  152, 
336a),  es  muss  [(db  -{-  |c)|6]  ^  0  sein,  oder 

[db\b]  +  ![,;&]  =  0  [99], 

das  heisst 

|[c&]  =  [6di6]  [55]. 

Nehmen  wir  au,  dass  d  senkrecht  auf  b  stehe,  das  heisst,  in  der 
Ebene  \b  liege,  so  ist  (nach  108)  der  zuletzt  gewonnene  Ausdruck 

=  lb\b}d  =  ß^d, 
wenn  ß  der  numerische  Wcrth  von  b  ist,  also  d  gefunden 
rf=  \lcb']:ß'. 

Umgekehrt,  wenn  d  diesen  Werth  hat,  so  folgt  durch  die  um- 
gekehrten Umgestaltungen,  dass  der  Flächenraum  [rf&]  +  [c  auf  b  senk- 
recht stehe,  also  ist  die  Aufgabe  gelöst. 

347.  Wmn  zwei  Summen  von  Linienfheüett  beide  auf  die  Form 
einer  Summe  gebracht  sind,  deren  eines  Stück  ein  Linimtheil  und  deren 
anderes  Stück  ein  gegen  die  Linie  desselben  senkrechter  Flächenranm  ist, 


y  Google 


Summe  von  Linientheilen  im  Baume.  223 

SO  sind  jene  Summen  nur  dann  gleich,  wenn  sowohl  diese  Linieniheile  als 
diese  Flächenräwme  einander  gleich  sind;  das  heisst,  wenn 

[aS]  +  }.|»-[a.S,]+j',li, 
ist,  wo  a  und  a^  einfache  Funicte,  h  und  Jj  {m)ci  von  Null  verschiedene] 
Stredccn,   y  und  -y,  Zahlen  sind,  so  iai 

[ah]  =[-Ji&,],    y|ft  =  n!'>i- 

Beweis.  Man  multiplicire  zuerst  die  gegebene  Gleiehuag  mit 
einem  Produkte  U  dreier  StreekcD,  deren  Spat  dem  ala  Einheit  an- 
genommenen Körperramue  gleich  ist,  so  wird  (nach  301),  da  b,  ji, 
Produkte  je  zweier  Strecken  sind,  [&./!/]  =  0  =  [&,.  C],  dagegen 
wird  (nach  305)  labü~\  =  b  und  [«|ö|ü]^^i;  also  erhält  man  h^h,. 
Somit  verwandelt  sich  die  gegebene  Gleichung  in 
[a6]+7i,  =  KS]  +  r,i6. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  6,  so  wird,  da  \alib]  =  la,hU}  =  0 
ist  (nach  60),  y  [b  \b'}  =  y^  {b  j6] ,  also,  da  [h  b]  =  Iß  eine  von  Null  ver-  232 
schiedene  Zahl  ist,  y  =  y,.     Somit  verwandelt  sich  die  ursprängliche 
Gleichung  in  [ab'}  =  [«i?»],  das  heisst,  die  Linientheile  [ab]  und  [aj>,] 
und  die  Plächenräume  y\b  und  y,\bi  sind  einander  gleich. 

Änm.  Es  läest  sieb,  also  jede  Summe  von  Linientheilen,  das  heisat,  jede 
geometriache  Grösse  aweiter  Stufe  auf  eine  bestimmte,  vollkommen  unzweideutige 
Art  in  Ponn  einer  Summe  eines  Linientheiles  und  eines  gegen  eeine  Linie  senk- 
recbten  Flächenraums  darstellen.  Es  ist  intereesant,  dass  diese  allgemeine  GriJase 
Kweiter  Stufe  vollkommen  repräsentii't  wird  dnrch  die  Bewegung  eines  Körpers 
im  Räume, 

Wenn  nämlich  ein  Körper  ans  einer  Lage  in  eine  beliebige  andere  versetzt 
wird,  so  ist  bekanntlich  diese  Versetzung  allemal  dadurch  möglieh  zu  machen, 
dass  man  eine  gewisse  Linie  des  Körpers  in  ihrer  eigenen  Eiehtung  um  ein 
Gewisses  fortschreiten  lässt,  während  der  Körper  um  diese  Linie  als  um  seine 
Ase  eine  gewisse  Ib-ehung  vollendet,  und  zwar  sind  diese  beiden  Partial- 
bewegungen  durch  die  Anfangs-  und  Bnd-Lage  des  Körpers  vollkommen  bestimmt. 
Die  erstere  Bewegung  kann  dm-ch  einen  Linientheil  vollkommen  repräsentirt 
werden,  die  letztere  durcb  einen  dagegen  senkrechten  Fläcbenraum ,  beide  zu- 
sammen  also  durch  die  allgemeine  räumliche  Grösse   zweiter  Stufe. 

Natürlich  wird  man  in  der  Statik  anf  gleiche  Weise  die  Resultante  mehrerer 
Kräfte  im  Eanme  darstellen  können,  während  der  blosse  Linientheil  die  einzelne 
statische  Kraft  darstellt,  nnd  die  Summe  derselben  die  statische  Resultante 
dei'  entsprechenden  Kräfte  (s.  Aus dehnungsl ehre  {von  1S44,  diese  Ausgabe  I,  1}, 
§  121  ff,). 
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22S  Zweiter  Absclinitt. 

Funktionenlelire. 

Kapitel  1.    Funktionen  im  Allgemeinen. 

§  1,     Begriff  der  Funktion,  und  Reduktion  mehrerer  Funktionen 
mehrerer  Variabein  auf  Eine  Funktion  Einer  Variabein. 

348.  Erklärung.  Wenn  eine  Grösse  u  von  einer  oder  mehreren 
Grö'isen  x,  y,  in  der  Art  abliängt  dass  so  oft  -e,  y,  bestimmte 
Weithe  annehmen  ■iucb  u  einen  be-atimmten  (emdeutii,eu)  Werfcb  an- 
nimmt, so  nennen  wu  n  eme  Funktion  von  x,  y, 

Änm  HiLr  ist  zu  liPmeiken  da,aa  diP  obi^e  Defimtion  aucii  gelten  Goll, 
«enn   u    j.     i  beliebige    extensive   drö&spn  sind     Te-ner  ist   ^u  bemerkeii, 

dasb  die  mehidLutigen  Funkhonen  dag  heisst  solclie  wo  für  bestimmte  Wertiie 
\PT  imabliingigen  Vaiiabeln  i)  y  die  tiiosBe  u  mehrere  verachiedeiie  Werthe 

inaehmpn  kann  ohne  daas  diese  Veiachiedenheit  luich  eine  npue  Variable  be- 
lingi  i't  —  hiei  ginzhch  ausgeschlossen  smd  wie  denn  uberkaupt  alle  in  diesem 
Sinne  n  ehideutigen  Gtossen  au'  der  Mathematik  zu  veibannen  Binl  weil  sich 
auf  aie  keine  mathemati'iche  Formel  mjt  Sidierheit  anwenden  hs  t 

Sobald  die  Beziehung  zwischen  den  unabhängigen  und  der  abhängigen 
Tar  abeln  u  vermittelst  einer  (jleii-himg  gegeben  lat  duch  welche  für  bestimmte 
Weithe  der  eisterea  d  e  letzteie  s  mehieie  veiaehiedene  Werthe  annehmen  kann, 
go  kann  min  m  ansehen  dJs  Funktion  jener  Vand,beln  und  einer  neuen  |  Variabela  |  r, 
welche  Pine  bestimmte  Werthielte  etwa  die  1er  ganzen  Zahlen  durchläuft,  ao 
dT,a  dann  wenn  luaser  den  urspitmglichen  Tariabeln  aui'h  noch  der  Werth  von 
r  bestimmt  let  auch  w  emlputig  beitimmt  sei  Oder  sollte  Eine  solche  neue 
224  Vanaliie  )  nicht  angleichen     bo  kann  m*in  mehreie  solche  iv.  Huüe  f  nehmen. 

Hat  man  sim  Beispiel  die  Gleichung  «"  =  a  sd  kann  biet  für  jeden 
Werth  von  x  die  Grosse  i*  noch  n  verschiedene  Werthp  aimehmen  Jiner  der- 
selben sei  mit   r"   bezeiclinet    so  ist  bekanntbch 


wo  r  nach  nnd  narh  jeden  gingen  Zahlwerth  annehmen  kann  Ps  ist  also  w  auf 
diese  Weise  als  Tunktion  von  und  emei  neuen  Variabein  r  dargeiiteUt,  wodurch 
dann  die  Mehrdeutigkeit  der  Funktion  verschwindet 
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349.  Erklärung.  Zahlfunktiou  neiine  ich  eine  Funktion, 
welche  für  beliebige  Wertlie  der  Variabein,  von  denen  sie  abliängfc, 
stets  einen  Zahlwerth  (reellen  oder  imaginüren,  ganzen  oder  ge- 
brochenen, rationalen  oder  irrationalen)  annimmt.  ExtensiveFunktion 
nenne  ich  eine  Funktion,  welche  für  alle  (oder  gewisse)  Werthe  der 
Vimbeln  emei  extensiven  Grosse  gleich  ist  loh  werde  die  Zxhl 
tunktionen  stets  mit  kleinen  Buchstaben  f  rp,  i,  ,  die  extensiven 
iunktioneu  mit  giossen  Buchstaben  F,  <t>,   i^  bezeii,hnen 

Anm  Uie  uUrginare  ZthljtrW  e  Ji  +  aV  —  1  sttht  auf  der  Grrinze  der 
p>.ti,i  siven  Giöasen  bie  ist  ila  extensive  (ii  i  ic  auf^afassen  SDlald  man  für  den 
Aisdruoli  der  ZahlbeBieliung  zwiäclien  niebrcien  Giö'^sen  ni  i  reelle  ZaJilkoefli 
cientca  zulaast  mdem  dann  1  und  Y  —  I  als  Einbeiten  erscheinen  die  in  keiner 
Zahlbeziehung  zu  einander  stehen  Hingegen  ist  sie  als  Zai  Igrösse  aufzufassen 
eobald  auch,  unaginjj-e  Zahlkoefficienteii  fni  den  Ausdruck  dei  Zatlbe  Ziehung  ge 
stattet  sind  Wann  daher  die  Funktion  y  =  f^af)  für  reelles  j,  imagmaie  Weithe 
etwa  ii -\- v~\  — 1  annimmt,  so  kann  sie  in  dem  eisten  Sinne  als  estensiye 
Innktion  aufgefasst  werden  doch  wollen  wu  in  der  Funktunenlehre  den  letzteren 
Sinn  stets  festhalten  ilso  auch  im  Talle  j/  imagindj  v.irA  dennoch  i/  als  Zahl 
funktitn  auffassen    wie  es  in  der  Eikiftrunj,  ge  ohelien  ibt 

350  Jede  Zahlfanldion  heliehig  viekt  Zahl^ftossen  lasst  sich  als 
ZahlfunlUon  einei  einzigen  extensiven  Gtcase  ämsteUen,  und  suar,  icam 

Vi  =  f  (■^u -^2,        ^») 
(  /     0  isl  dt  -iet   AusdrucJ  gletchbeäeutend  mit 

im  Cj ,  , , .  e.,i  ein  einfadies  Normalsystem  [siehe  153)  bilden^  und 

X  =  Xie^  -\-  x^e^  -j-  ■•■  -i-  x„e„ 
ist 

Beweis,     Wenn  z  =^  XjC^  -\-  x^e.^  -]-  ■  ■  ■  -\~  x„e^  ist  und  c^,  ...  t',,32 
ein  einfaches  Normalsy.stem  bilden,  so  ist 

[x-e^']  =  [(a^^Cj  +  ^Gg  -j-  ■■■  +  3:„e„)!fi]  =  a;^, 
da    [^ilej],  --.  [ßiifinj    (nach  188)   null  sind  luid    [e,\e,\  =  1    ist.     Aus 
gleichem  Grunde  ist 

L^KI  =  «2,  -■■-  [^\en]  =  x^- 
Also 

wo  also  yi  eine  Funlitiou  der  extensiven  Grösse  x  ist.     Es   sei  diese 
Fnnktion  mit  ip(x)  bezeichnet,  so  hit  man 
Vi  =  ^W 
i51.     Jtdes  Sydem  von  ZaItJfunktionen  heliehig  vieler  ZaMgrössen 
liisst  si(h  ah  Tme  exfensnr  Fimltton  Fiiier  extmsiven  Grosse  darstellen, 
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und  stvar,  wenn 

{Vi   =/i  (^1.  ^3»  ■■■  ^'0 

ist,  so  ist  dies  Si/stem  von  Gleichungen  gleichheclmtend  der  Gleichung 

y  -  -FW, 

WO 

X  =  x^e^  -\ h  x„c„,  y  =  tj^fi^  -\ \-  y,„c,„ 

F(x)  =  e,<p,(x)  +  e,<p,{x)  +  ■■■  +  e,.<p^ix) 
9rio^)'=fr{{x\e,-],[x[e,-\,...,  [a;^«]) 
ist  und  e„  ...  e„  und  e^,  ...  e,„  einfache  Normalsystetne  hilden. 

Beweis.  Nach  350  ist,  wenn  x  =  XyC^  +  i^a^^ä  4"  '  "  H"  *'"'^''  S^" 
setzt  wird, 

)/.  =  /'r(s^i,a;„  ...  X.:) 
gleicbbßiieutcnd  mit 

^-/■.■(rsK],  [«Kl,  ■■■,!> W)- 

Diese  Funktion  von  x  sei  mit  (prix)  bezeichnet,  also 

l^~el■l]e^  ist  (nach  29)  das  System  der  Gleicliangen 

Vi  =  g'iCa^).  !/ä  =  QfaW.  ■■•,?''«  =  9''"(*) 
gleichbedeutend  der  Gleichung 

26      j/i^i  H-j/aCäH \-  y^ue..^  e^fp.ix)  +  '?ä9'ä(^0  H |-'?™g)m(a;), 

das  heisat,  der  Gleichung 

y^e,<p^ (x)  +  c, (f, (x)  H h  r„, 9)„. (x) . 

Diese  {extensive}  Funktion  von  w  sei  mit  ^(a:)  bezeichnet,  ;ilfio 

.F{3:)  =  e,^j('^)  +  ^'Pä{^)  H hß."9'™(a^)» 

80  sind  die  «i  gegebenen  Gleichungen 

Vi  =  fii^i>  ^'2,  ■■•^■^),  ■■■,  ?y-,- == /m(av,  ^i,  ■■■  ^'0 
gleichbedeutend  mit  der  Gleichung 

y  =  F{x). 

352.  Jei/ts  'li/sf  «i  löi?  Funldiotmi  hehebir/  mein  VaiKil ein  lässt 
sich  ersetmi  dwich  Eine  FunUwn  Einet  Vartabeln,  voytm>,qibdJ,  üass 
sicÄ  die  unabliangigm  Vanahel/n  sammfltrh  atis  Einem  System  von  Ein- 
heiten numeiisch  ahkdcn  lassen,  und  ebenöo  die  ahhangigm 
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Beweis.  1,  Für  ein  beliebiges  System  von  Zablfuuktioneß  be- 
liebig vieler  Zalilgrössen  ist  der  Satz  in  351  bewiesen, 

2.  Nach  157  lassen  sich  alle  aus  einem  System  von  n  Einheiten 
numerisch  ableitbaren  Grössen  aus  einem  einfachen  Normalsystem  von 
n  Grössen  numerisch  ableiten.  Es  bestehe  das  Normalsystem,  aus 
welchem  sich  die  unabhängigen  Variabein  x,  y,  ...  ableiten  lassen, 
aus  den  Grössen  e,,  e^,  ...  c„,  und  dasjenige,  aus  welchem  sieb  die 
abhängigen  Variabeln  u,  v,  ...  ableiten  lassen,  aus  den  Grössen  e"', 
c'^',  ....  e''"'.     Ferner  sei 


»,«,  +  • 

■■  +  x..e,, 

,     11  —  11 

ie™  +  - 

■  +  «. 

!/i«,  +  ■ 

•■+!/.«. 

,     1>—  1 

.,«(■>  +  . 

•■  +  1.. 

WO  alle  Koefficienteu  Zahlgrossen  sind,  und  seien 

u^Fix,  y,...),    v  =  0{x,  y,  ...),  ... 
die  gegebenen  Funldionen,  so  erhält  man,  indem  man  in  der  ersten  Glei- 
chung die  obigen  Werthe  einsetzt, 

„,,(i)  +  ...  +  «.el«  _  F(a!,e,  +  ■•■  +  i.e.,  i/,«,  H \-  i/.e.,  ...). 

Hier  ist  die  rechte  Seite  eine  extensive  Funktion  der  Zahlgrössen 
x,,...x„,  J/|,.--J/,i,  ■■■■  Diese  Funktion  soll  einer  Grösse  gleich 
sein,  welche  aus  den  Einheiten  e<'*,  ...  e*™'  numerisch  f  ableitbar  ist, 2-27 
also  muss  sie  selbst  aus  ihnen  numerisch  ableitbar  sein,  das  heisst, 
sie  muss  in  der  Form  eW^ij  +  ■"  +  e'™*9'»i  erscheinen,  wo  qo,,  ...  gp„ 
Zahlfunktionen  von  X,,  ...  x„,  y^,  ...  y,^,  ...  sind.     Also  erhält  man 

ü|(;<^*  +  ■  ■■  +  !',„<!<'"'  =  e"'yi  --j-  ■■■  -|-  pS"''>ip„,. 

Diese    Gleichung,   welche    mit    u  =  F{x,  y,  . . .)    gleichbedeutend    ist, 
wird  (nach  29)  ersetzt  durch  das  System  der  Zahlgleichungen 

Auf  gleiche  Weise  wird  die  Gleichung 
V  =  ^{x,  y,  ...) 
ersetzt  durch  ein  System  von  Zahlgleichungen  von  der  Form 

wo  1^1,  ^3,  ...   gleichfalls  Zahlfunktionen  der   Zahlgrössen  a;,,  ...  x^, 
y,,  ..  .  !/„,  ...  sind.     Folglich  werden  die  gegebenen  Gleichungen 

u  =  F{x,y,  ...),     v=^{x,y,  ...),  ... 
ersetzt  durch  das  System  der  Zahlgleichungen 
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WO  9,,...(p„,,  1^^, . . ,  t/i,„,  ...  Zahll'imktioiien  der  Zablgrössen  a:^, ...  a;„, 
.'/i>  ■■-  y-M  -■■  siiiä-  Aber  nach  351  kann  ein  solches  System  ersetzt 
werden  durch.  Eine  Funktion  Einer  Grösse,  folglich  kann  auch  das 
gegebene   System  durch   Eine  solche  Funktion  Einer  Grösse   ersetzt 


Anm  Die  Zurückfülirung  auf  Eine  Punktion  Einer  Variabeln  ist  auch  für 
die  Bebündlung  der  Zahlfunk tionen  von  Bedeutung,  da  die  Sätze  der  Zahlfunktionen, 
dei  DifterenzialreohnuBg  der  Reihen  und  auch  mit  gewissen  Beechränkungen  die 
dei  Integralrechnung  sich  auf  solche  extenaiTe  Funktionen  estensiver  Grössen, 
wie  unten  gezeigt  weiden  sull  anwenden  lassen.  Namentlich  ergeben  sich,  daraus 
die  Jakobiacken  SUze  ubei  FunktinHaldeterminanten,  so  wie  die  von  Jakobi  in 
meiner  herukmten  \bhandlung  '  CrelJe's  Journal,  Bd..  22,  S.  319  ff.,  ges.  Werke 
Bd.  3,  S.  393  ff. }  angedeutete  oder  geahnte  Uebereiustimmnng  dieser  Sätze  mit 
den  Sätzen  der  DifTerenziation  Einer  einfachen  Funktion  Einer  Variabein  aufs 
leichteste  und  unmittelbarste.     {Vgl.  noch  Nr.  441.) 

y«     §  2.     Ganze  Fuiiktionen  und  Darstelluug  derselben  vermittelst 
lückenhaltiger  Produkte. 

353.  Erklärung.  Wenn  -P«  „  .  «  ein  beliebiges  Produkt 
ist,  in  welchem  die  Grössen  erster  Stufe  «,,  a^,  ...  a^  als  Faktoren 
vorkommen,  so  verstehe  ich  unter 

-P;,  ?, ...K^.^s  --.  ^»), 
wo  a;,,  x^,  ■■■  x„  beliebige  Grössen  erster  Stufe  sind,  das  aritbinetiscbe 
Mittel  zwischen  den  säramtlichen  Ausdrücken,  welche  aus 

hervorgehen,  wenn  man  den  Grössen  x,,  x^,  ...  x,,  alle  möglichen  ver- 
schiedenen Folgen  giebt.  Ich  nenne  hier  den  Ausdruck  P;  ;  ^ 
ein  Produkt  mit  n  {vertauscbbaren}  Lücken. 

So  ist  zum  Beispiel 
-Pl,!,!('«!'»)=Kf,,„,.+P.,  ,,+  P„,,,.-  +  -P,/.  ,c+T  . ,.,  +  !'  ,,j,,) 

Anm.  Untei  dem  arithmetisi-hen  Mittel  mehrei  Grössen  ist  hier,  ivie  sonst, 
die  durch  die  Anzahl  dei  Grö'isen  dividiite  Summe  deiselben  verstanden  Ea 
versteht  «ich  von  selbst,  das^,  wenn  Pin  solcher  Luckenausdruck  noch  mit  andern 
Änsdmcken  durch  Multipbkafion  veibnnden  werden  soll,  er  dann  in  Klammein 
zu  schlieasen  ist 

Noch  ist  zu  bemerken,  dise  wir  üben  die  in  die  Lücken  emtrpfpnden  Gröasen 
als  Grui  en  eistei  Stufe  gesetzt  htsben  Mau  sieht  leicht,  d^as  man  dieaen 
Begriff  auch  h  ttc  er«eitein  nnd    i.uch  Lucken  höherer  Stufen  hätte  annehmen 
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können,  das  heisst  solche  L    k  w  1  h     U 

aollen.    Doch  kann  man  sol  t    Fäll  d  L    k 

würden,  fast  überall  Terme  d         N 
das  Hauptgebiet  von  m-ter  &t  f      t 
eintreten  sollen,  so  kann  m      d         C 
Stufe  alao  in  der  Form  ]a,         d      t  1 
Betreiben  \l,  wodurch  dann    1      L     k 
Definition   in  353  unterliegt 

{  Da  fernei-,  der  Erkläru  t  1 

beben  Anordnungen  in  die  Lil  k 
Ausdrücken  das  aritbmetisoh    M  ti  1  g 
Eeihenfblge  man  den  ausse  h  Ib   1 
a;^,  x^,...x^  giabt  |TgI.  Nr.  S6   )     A 
Lucken    Al'i    Produktes    P^  1 

unterscheiden    di  die  Verta      h 

Luckenproduktes  doch  nitht  dwd  dmt        Iwd  d 

Eikläiiing    die   Lucken  vert        hb  nnt      E    t  w    te         te      {     1   N       85j 

^seiden  auck  Lnokenprodukte       ftt        bd  jdLk  btmt 

I  illgufcse  -^ugewiesfin  iMrd    1         I     k       1  k  M       t        hb  \ 

35*.    Es  ist 

1\  i,...lW-^-^  . ..  ^„)  =  -i^-P..,,  ^„  .,-  =  (l  -2...n), 
wo  der  Ausdrudi  Fi    i     _    i  «'«  Froduht  mit  n  [vertauscliharm]  Lücken 
ist,  ttnd  Xr,  CO,,  ...  dieselben  Grössen  wie  x^,  x^,  ...  x„  heeeichnm,  nur 
in   heliebiff  geänderter  Folge,  und  too  die  Summe  sich  auf  alle  verschie- 
denen Folgen  hesieht.     Ins  Besondere  ist 

Beweis.  Nach  353  ist  P;  i  ^,_i{x^x^  ...  a;„)  das  anthüietische 2i;a 
Mittel  der  Ausdrücke  P^  ^  ,  welcHe  aus  P^  ^  ...  x„  ^^^'^ 
beliebige  AuordniiDg  der  Grössen  x^,  ...  x^  hervorgehen,  das  heisst, 
gleich  der  Summe  jener  Ausdrücke,  dividirt  durch  ihre  Anzahl,  also 
durch  1,2  ...  n.  Wenn  ins  Beaondere  a^i  =  a'j  =  -■■=«,>  =  ic  ist,  so 
werden  alle  jene  Ausdrücke  gleich  P^  ^  ^  ^,  also  ist  ihr  arith- 
metisches Mittel  gleich  einem  derselben,  also  damit  auch  die  Speeial- 
forniel  erwiesen. 

356.  Erklärung.  Wenn  P,„  ein  Produkt  mit  m  { vertauschbaren | 
Lücken,  und  m  >  n  ist,  so  verstehe  ich  unter  P,„{XiX.i  ...  x^)  den  Aus- 
druck, welchen  man  erhält,  wenn  man  den  Ausdruck  F;„(x,Xs  ...  x,,^ 
(nach  353)  entwickelt,  und  dann  statt  jeder  der  Grössen  x,.+i, 
x„^%,  . . .  Xm  eine  Lücke  setzt;  zum  Beispiel  ist 

l'i.  (,!»=-  i  (?,,  i,  1 1  -Pi,  ^,  1  +  -P;,  I,  x) ; 

Pi,i,i(.''p)-iiPx,,j,i+i',j,„,i+p.,i,,j+p,j.i,x+i'i.^.,j+Pi,,.,:)- 
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356.    Wenn  l'j  j      _  ;  ein  TrochM  mit  m  [verlaasehhircn  ]  LücJccn, 
und  m  grösser  als  n  ist,  so  ist 


wo  S  die  Summe  aller  Glieder  ist,  welcite  liervoi-gehen,  wenn  man  i 
Xgf  ...  x^  auf  alle  möglichen  verscMedeiien  Arten  in  die  m  Lücicen  v 
Pi  7        7  vertkeilt:  : 


^i,  7, - 

Beweis.  Es  ist  (nach  355)  unter  Pj  j  i{x,X2  ■  ■  ■  a;,i)  der  Aus- 
druck verstanden,  den  man  erhalt,  wenn  man  in  P;  ;  _  l{x^x.^  .  ■  ■  x,,^ 
statt  jeder  der  Grössen  ic„.\.i,  . . .  x,,,  eine  Lücke  setzt.  Nim  ist 
(nach  354) 

Setzt  jnaii  hierin  statt  x„^i ,  x„^i,  ...  x,a  Lücken,  so  werden  alle  die 
Glieder  gleich,  welche  sich  nur  durch  die  Reihenfolge  der  Grössen 
x„+i,  x^^,  ...  Xm  unterscheiden.  Man  kann  also,  statt  diese  gleichen 
Glieder  so  oft  zu  setzen,  als  ihre  Anzahl  beträgt,  eins  derselben  mit 
dieser  Anzahl,  also  mit  1  .'2  ...  (m  —  n)  multiplicicen;  somit  erhält  man 
jedes  der  von  einander  verschiedenen  Glieder  mit  1.2.,.  (m — ji):(1.2  ...m) 
30  multiplicirt.  Aber  die  Summe  dieser  von  einander  verschiedenen  Glieder 
ist  S,  also 

„  ,  ._  5.1.2  ...  (m-w) S 

^  1,1,  ...  U^i^  ...  X„)  -—  1.2  ...  «i  ~  m(m—  I)  .  .  ."(m  -  1! -f- 1) ' 

Da  die  Anzahl  der  in  S  enthaltenen  Glieder  gleich  m(m  — 1)...(»» — w+l) 
ist,  so  ist  der  Ausdruck  rechts  ziigleich  das  arithmetische  Mittel  dieser 
Glieder. 

357.  Erklärung.  Wenn  A,  B,  ...A',  B',  ...  Produkte  mit  je 
n  Lücken,  und  a,  ß,  ...,  k',  ß',  ...  Zahlen  sind,  so  setze  ich  dann  und 
nur  dann 

«A-f /3B  +  ---^«'A'+^-B'+--., 
wenn  für  jede  Reihe  von  n  Grössen  erster  Stufe  x,,  x^,  ...  x^ 

aKx^x^...  x„  -^ ßEx^x^  .--XnA =  «'A'a:^ a^j . . .  «„  -\- ß'b'x^^x.^...  x„-\ 

ist.  Wir  nennen  eine  solche  Vielfachensumme  von  Lückenprodukten 
(mit  je  «  Lücken)  einen  Lüekenausdruck  (mit  n  Lücken). 

358,  Jede  ganze  Zahlfunldion  n-tcn  Grades  von  ieliebig  vielen  (vm-- 
änderlicken)  Zahlgrösseit  lässt  sich  in  der  Form 
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äarsteUen,  wo  A  ein  Äusdmch  mit  n  [vertattschharen]  Lüchen  ist,  und 
0ivar  ist 

^«i.,6,.,.3^i%^..[a  ■}-i  +  ■■■£n]  =  ^x'', 


■und 


=  e^  +  x^e, -{- x^e^  ^  • 


!^-=  :Sc.,,,,...[l\e,'\^il\e,y{l\e,f  ... 

[r  +  a  +  b  +  ...  =  «] 

ist,  tvo  ferner  c„,  e^,  c^,  ...  ein  einfaches  Normalsystein  bilden,  und  die 

Summe  sich  auf  alle  möglichen  Werthe  x,  a,b,  ...  bezieht,  welche  der  in 

Khmmern  beigefügten  Bedingung  genügen,  ohne  negativ  m  sein. 

Beweis.  Nach  der  Annahme  ist  x  =  x^^e^ -{- x^Cj -\- x^e^ -\- ■  ■  • , 
wo  a;^  =  1  ist.    Ferner,  da  «g  =  1  und  fl  +  6  +  ■  ■  •  ^  «  ist,  so  ist 

■^«ii,6,...'^l''^a*  ■■-  =  ■^Ka,B,...^o'^^i''^/  ■■■ 

mit  der  Bedingung,  dass  r  +  o4-'6  +  --'  =  w  sei.  Der  gewonnene 
Ausdruck  ist  aber  (nach  350) 

==2;«.,      [x\e,Y[x^e,Y\x\e,f...  23 

~Ax  [354], 

wo  A  den  im  Sitzt   m^ffjebenen  Lückemubdiuuk  daistellt 

359.  Jedis  System  von  yansen  Funliuncn  n  tcn  Giadts  beliebig 
vieler  Variabel^  lassf  sich  m  det   Foiin 

darstelleil,  ivo  A  ein  honstanter  LücJcenausdruck  mit  n  [vertattschharen] 
Lüchen  ist. 

Beweis  folgt  aus  358  vermittelst  352. 

360,  Staä  einen  Lilckenausdruclc,  { dessen  Lücken  vertauschbar  sind,  \ 
mit  einer  Faktorenreihe  (gemäss  der  Erhlö/rung  in  353)  ««  multipliciren, 
kann  man  ihn  mit  den  Fahtorei%  fortschreitend  multipliciren,  das  hdsst: 

A(x^x^ . . .  a;„)  =■  Ax^x^  ...x„. 
Beweis.     1.    Es  bestehe  A  nur  aus   einem  Produkt,   und   zwar 
enthalte  dasselbe  ni  |  vertausehbare )  Lücken,  so  ist  (nach  356) 

WO  S  die  Summe  aller  Glieder  ist,  welche  hervorgehen,  wenn  man  auf 
alle  möglichen  verschiedenen  Arten  x^,  x.^,  ...  x„  in  die  m  Lücken  von 
A  vertheilt.  Ebenso  sei  8i  die  Summe  aller  G-lieder,  welche  hervor- 
gehen, wenn  man  Xi  nach  und  nach  in  jede  einzelne  Lücke  des  Pro- 
duktes   A    einsetzt;   ferner   gehe   yS'^   aus   Si    hervor,   indem    in  jedem 
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Grhede  von  6^  die  tjiosse  j  nach  und  juch  in  jede  dei  m  —  1  Lücken 
einzeln  einsetit,  und  die  simmtlicKen  so  ^rlialtenen  Glieder  addirt, 
somib  i&fc  S  zugleich  die  Summe  allei  Grheder,  welche  hervorgehen, 
wenn  man  ij,  i^  auf  alle  möglichen  veischiedeuen  Alten  in  zwei  der 
Liieken  von  A  einfügt    Auf  ent&prei,hende  Weise  möge  8g  aus  S.^  ab- 
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LBeweis  1] 

L3o7] 

=  hx^x^  ...  x„. 

361.  In  dem  Ausdrucke  AaJ.a;^ . . .  x„,  in  welcftem  A  ein  Miebiyer 
Lückenausdrvcli  mit  n  oder  melir  { vertcmscliharen  ]  IMclien  ist,  loann  man 
ohne  WeytMnderunff  eine  beliebige  Schaar  der  Grössen  x,x.^..,Xa  mit 
einer  Klammer  timschliessen. 

Beweis  aus  360. 

362.  Die  Ordnung  der  Faktoren,  welche  in  einen  lAickenaiisdnick 
[mit  latiter  vertauschharai  Likkcn]  eintreten  sollen,  ist  gleiehgültig  für 
das  Itesultat,  das  Jmsst: 

wo  x^x^...  und  Xi-Xs-..  dieselben  Faktoren  nur  in  verschiedener  Ord- 
nung enthalten  sollen,  und  A  einen  Litclcenausdrudi  {mit  vertauschbaren 
lAicken]  hegeidmet 

Beweis.  Es  sei  A  ^  2^Pn,  wo  jedes  P(,  ein  lückenhaltiges  Pro- 
dukt ist,  so  ist 

Ax,x,...  =  h(x,x,...)  [360] 

=  i:P^{x^x^..:)  [357]. 

Nun  ist  aber  (uach  356)  Fa  {^iX.^  ■  ■  ■)  das  arithmetische  Mittel  sämmt- 
licher  Ausdrücke,  welche  hervorgehen,  wenn  man  x^,  x^,  ...  in  allen 
möglichen  Anordnungen  in  die  Lücken  von  P^  hineinfügt,  also  ist  es 
gleichgültig,  in  welcher  Ordnung  die  Grössen  x,,  x^,  ...  in  dem  Aus- 
drucke Fa{^i^2  ■■■)  vorkommen,  das  heisst,  Pa(x,Xg  ...)  =  Pai^rX, . . .), 
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wenn  x^x^...  mid  x^x,..,  dieselben  Fiiktüreu  nur  jn  verschiedeuer 
Folge  onthalteii  aollen.    Also  ist 

^x,x^ i:Pa(x,x, . . .)  =  ^i\  ■  i^rx,  ■  ■  ■)         [;-i57j 

=  A{XrX,  . . .)  =  A^rX,  . . .  [360] . 

363.  Warn  irgend  einer  der  Faktoren,  welche  mit  einem  Lücken- 
ausdrucke  muUiplicirt  sind,  eine  Stimme  ist,  so  kann  man  statt  der  Summe 
die  einzelnen  Summanden  setscn,  nnd  die  so  erhaltenen  Lüchenausdrücke 
addiren,  das  heisst: 

Aj'(3^  +  «/H )3  =  Ajmi  + Ap)/2-| , 

ivo  p  und  q  Faldorenreihen  hcmcitnen,  und  A  cijien  LüclcmmusdrucJc  [mit  aas 
verlausehbaren  lAiclicn  \ . 

Beweis.    NacL  362  ist 

Ap{x  +  y-\ >i==A;»^  (,«+(/  +  ■■■). 

Hier  ist  Aßg  wieder  ein  Lückenausdruck,  imd  daher  hat  f^P(l{x-^y-\-  ■■■} 
die  Form  einer  Summe  von  Produkten,  deren  jedes  (x  -\-  y  -^  ■  ■  ■)  als 
einen  Faktor  enthält,  also  die  Form 

P^+y+...  +  f5^  +  y+. ..  +  ■■-. 
Dies  ist  aber  (nach  39)  gleich 

i',,  +  P,^  +  --'  +  '?..+  '?y+--'  =  -P^  +  «^  +  ---  +  -P;,  +  '?j  +  --- 
=-^  Apqx -\-  Apqy -\-  -■■  =  Apxq -]-  +  Apyq  +  •■■■ 
Anni  Es  unteibegt  hieiuath  das  Pudukt  dci  1  iktoieii  welchp  in  einen 
L  ickpnau  diuck  '  mit  vertauBclibTreii  Lücken )  hineintieteü.  aoUen  gana  dea  Ge 
ptzen  algebraischer  Multiplikation  und  es  bietet  sn,h  uns  hier  aKo  die  all 
jjtmempre  Aufgabe  dir  diejenigen  Produkte  c^te  i  ivei  Tiissen  wel  h  den  (in 
aetien  ilgebraischPi  Multiplikation  unteiliPgea  z  i  liehandcln  as  ler  I  e^en^ituid 
des  folgenden  Paiagiaphen  flem  soll 

§  3.     Algebraische  Multiplikation. 

364.  Erklärung.  Unter  algebraischer  Multiplikation  ver- 
stehe luh  diejenige  Mnltiplikati  jn    ieien  Beitimmungs^leithiuigen  Miid 

c  e,  =  e  e    und  X(Fe  )  =  MFt.  , 
wo  (      (    ui&prunghche  Einheiten  und  E   F  algebiai'jchc  Produkte  ui 
sprunglichei  Einheiten  sind     luh  bezeichne  sie  wie   £,ewohnliche  l*io 
dukte  der  Algebra  ohne  uraschliessende  Klammei 

Anm  Name  und  Beieichnuug  aind  dann  begnindet  dies  tur  die'<e  Multi 
1  likation  wie  unten  gezeifft  wii  1  alle  Gesetze  dei  m  dei  Mgebra  angewandten 
Multiplikation  gelten  und  keine  andern  In  dem  eiatun  Theile  war  diese  Multi 
jlikiition  nicht  zu  behandeln  da  eie  keine  einfichen  Grdasen  liefert  und  mit  der 
Funktionenlehie  tak  Engste  zu  mmenh'iiigt  '^le  1  inn  als  die  chaiakteristieche 
Multiplikation  dietes  zweiten  Theilei  aufgefasst  werlen    wahrend  die  den  ersten 
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Vgl.Ni'.604ff.  J 
ifacher  Faktoren 


[42] 
1.364] 
[42] 


Theil  charaktcnsiiende  kombm itoiiache  MalbpliLatiun  lon  jotzt  an  immer  mehr 
Kuritcktritt  {Erat  bei  den  Ausdidcten  mit  ntolt  uertau^dl aien  Lüalcen  gewinnt 
die  kombinitonseheMulhiiikition  wiedei  einegro&sersBedoutu 

365.  In  einem  algebraischen  Produkte  zweier  e- 
kann  man  die  Faktoren  vertauschen,  das  Tieisst^  es  ist 

ab^ba. 
Bewei«.     Ka  sei    a^Sa^e,,  h==^i:(ii,%, 
30  ist 
ai  ah  =  £«,e„.2:^6Cc  ^  2.V.^c(c.ei) 

^h„ 

366.  Statt  einen  einfachen  Faktot  e  t/cm  steetten  Fakto>  ams 
algebraischen  Produktes  hinsiisuftujen,  lann  man  ihn  dem  gangen  Pro- 
dukte hinwfügen,  das  heissi: 

A(Bc)  =  ABc. 
Ijcweia.     A  und  B  .sirnl  liier  algebraisclie  Produkte  der  auü  den 
Eiuhoiteu  e,,  Cg,  ...    numoriseli   abgeleiteten   Grösseu,    iilso   (tiaRli  45) 
darstellbar  in  den  Formen 

A  =  £aaF^,     B  =  2f:ßi,Ft, 
wo  Fe,  Fi   algebraische   Produkte    der   Eiubeiten    sind.     EndlieL    sei 
c=  ^ycCf,  so  liat  man 

A(Bc)  =  i:cc^E„.{£ßa'\-^y,e;)  =  ^a^ßbydUFte,)  [4^] 

=  Stt^ßiYcFaFte,  |;-164] 

=  2;k,E,  ZßbFi   Sy.c,  [45] 
=^AB 

Anm,     H      1      t      t     U      lg  b  a     h      M  It    Ik  t  1      ?  i       1/7 

l'WiaUon,  ä  h  tl  lli^nBd  m^llin  nl  Itaisn 
man  statt  dEnlietnbllga  Innnune  habitteG  nt 
nacbgewies  n 

367.  DeOJ      j         vlJ         a    {  aljeh       sei e     P 
dulde)  mit  enfa  hen  Fäkto  et    fort   }     t    d  n    Italic  t     st  glechg  If  j 
für  das  Besnlfat,  das  heisst. 

Ahed  ...  =  Acbd  ...  =  ■-■. 
Be«oi=!      E.  i^t 

Ahc^A(bc)  [306] 

^A(eh)  [365] 

=^  Acb  [366]. 
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Also  kann  man  iu  eiaem  kiamni erlösen  Produkt  zwin  auf  einander 
folgende  [  einfache )  Faktoren  vertausclien.  Durch  Wiederholung  dieses 
Verfahrens  kann  man  jeden  einfachen  Faktor  auf  jede  Stelle  des  Pro- 
duktes hringen,  also  den  fortschreitenden  einfachen  Faktoren  beliebige 
Ordnung  geben. 

368.     Statt  mit  mehreren  einfachm  Faldorm  fortschreitend  {ai^e-335 
hraisch]  m  miiltißicirett,  hann  man  mit  ihrem  Produkt  mulUplicirm, 
das  haisst: 

Älc...  =  A(bc...). 

Boweiö.    Nach  366  ist 

A{ic  ...pq)  =  AQic  ...pjq  =  A(hc  ..■)pq  =  ■■■ 
=  Ahc  . .  .pq. 
3(>9.     Bei  einem  algehraischen  ProdtM  von  swei,  hclicbifjcn  Fak- 
toren Icann  rmn  die  FaMoren  vertausclien,  das  heisst: 
AB^  DA. 
Bewei«.     Es  sei   A  =  a^...a„„   IJ  =  bi  ...h„,   wo  ist 

AB  =  A(I>,  . . .  h„)  =■--  -1/',  . . .  ''„  [368] 

=  &,  ...&,fli...<i,„  [367] 

=  &j,..6,.(fli...a„,)  [368]. 

S^O.     Bei  einem  algebraischen  Frodiikt  von  drei  helieligen  fort- 

schreitendeit  Fdktorert  leann  man  den  zweiten  und  dritten  Faktor  in  eine 

Klammer  schlicssen,  das  Imsst: 

ABO=A(ßC). 
BcAveia.     Es  «ei  B^\...b„„  C  =  c,...c,„  m  ist  (nach  368) 
A(BC)  =  A(Bic^  . . .  cj)  =  A{lic,  . . .  c,.) 
=  Ab,  ...  bmCi  ...  c„ 
=^A(b,  ...6™)c,...c„ 
=  ^(&,  ...ö,„)(q...c„) 
===ÄBC. 
371.  Wenn  man  am  den  ursprünglichen  Einheiten  e, , . . .  e„  die  Kom- 
binationen mit  Wiederholung  mir  m-ten  Klasse  bildet  und  jede  dieser 
Kombinationen  als  algebraisehob  Fiodnlt  der  dann  enthaltenen  Elemente 
setzt,  so  stehen  diese  Produlde  m  leinei  Zahlbeeiehung  su  einander,  und 
jedes  alffebraische  Produkt  von  m  Glossen,  die  ams  den  Etnhettm  e^,  ...e^ 
numerisch   abgeleitet   sind,    lasbt  swh  aus  joten  Piodidteii    numerisch 
ableiten. 

Beweis.     Nach  der  Definition  in  364  sollen  die  Gleichungen 


y  Google 


236  A;-     Aljsd.niU  JI.    Kapitell.    §3.    Xi'.  :i7I,  ;i72. 

und 

E{Fe;)  =  EFer 
23Gdie  vollständigen  Bestiuimungagleichnngeii  der  algebraischen  Multipli- 
kation sein,  Am  heisst,  es  soll  keine  Beniehung  zwischen  den  Einheits- 
produkten stattfinden,  als  solche,  welche  sich  aus  jenen  Beatimmungs- 
gleidmngen  ableiten  lassen.  Jede  zwischen  ihnen  bestehende  Gleichung 
muss  also  durch  Anwendung  jener  Gleichtmgen  identisch  gleich  Null 
gemacht  werden  können.  Da  aber  jene  Fundamental -Gleichungen  auf 
beiden  Seiten  stets  dieselben  Einheiten  enthalten,  nur  in  anderer  Folge 
oder  Zusammenfassung,  so  können  durch  Anwendung  derselben  in  ein 
Produkt  keine  neuen  Einheiten  als  Faktoren  hineingebracht  werden. 
Dagegen  kann  man  alle  Glieder  einer  etwa  bestehenden  Gleichung 
(nach  367,  368)  auf  die  Form  bringen,  dass  sie  wohlgeordnete  Kom- 
binationen (mit  gestatteter  Wiederholung)  aus  den  Einheiten  e^,  ...e^ 
werden.  Nachdem  dies  geschehen  ist,  muss  also  die  Gleichung  identisch 
gleich  Null  sein,  das  heisst,  alle  KoefJicienten  {jener  Kombinationen) 
müssen  null  sein,  das  heisst,  es  findet  keine  Zahlbeziebung  zwischen 
ihnen  statt. 

Der  zweite  Theil  des  Satzes  folgt  unmittelbar  aus  4^. 

Anm  Es  bilden  lomit  die  Kombinatioiieii  mit  Wicdetliolung  au^  den  ur 
^liiiinglicheni  Einheiten  zni  irgend  emtr  (m  ten)  Kla^ie,  die  KomLinaüonpn  a!a 
ulgehi aibdte  Produkte  tietiachtet,  om  'System  ton  Einheiten  hifieicr  Ordnung,  aus 
welchem  sich  alle  algebraischen  l'rodukte  iu  m  Paktoien,  welche  aus  den  m 
'jprüngliihon  Einheiten  nnmerisch  abgeleitet  sind,  wiederum  numeu\ch  a,bloittn 
lassen  Eh  lässt  sieh  sehr  leicht  zeigen,  dast  d-is^dbe  auch  noch  gilt,  wenn  mm 
itatt  dei  m  niaprünglnhf  n  Einheiten  w  beliebige,  aus  ihnen  numerisch  abgeleitete, 
abci  in  temei  Zahlbeziehung  zu  einander  stehende  Gibesen  setzt  Indem  ich 
icdoch  diecen  Beweis  dem  Leser  übeihiase,  silireite  ich  sogleich  ?u  dem  fui  Ai< 
weitere  Entwickelung  unentbthrhchen  S^t/e 

372.  Wmu  cm  algthi  anches  FroduU  »uU  id,  so  mubb  iiothwmätg 
einer  seiiier  Faktoren  null  sein,  das  heisst,  tvenn 

AB=^0,     A'^0 
ist,  so  mitss 

Beweis.  Im  iiligemeiHaten  Falle  werden  J  und  ß  V iel fache ii- 
summen  von  algebraischen  Produkten  sein,  deren  Fitkioren  aus  den 
337 ursprüiigliehen  Einheiten  ä,b,  e, ...  numerisch  f  abgeleitet  sind.  Dann 
bilden  (nach  371)  die  Kombinationen  mit  Wiederholungen  aus  o,  h,c, ..., 
wenn  jede  dieser  Kombinationen  als  algebraisches  Produkt  der  darin 
enthaltenen  Einheiten  gesetzt  wird,  die  Einheiten,  aus  denen  A  und  J? 
numerisch  ableitbar  sind.   Man  stelle  sich  vor,  dass  die  Elemente  jeder 
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Kombination  nach  dem  Alpbaljete  geordnet  sind,  und  die  Kombinationen 
selbst  zunächst  nach  Klassen  aufgestellt  sind,  so  dass  jede  niedere 
Klasse  der  höheren  voran  steht,  und  dass  ferner  innerhalb  jeder  Klasse 
die  Kombinationen  lesikographiseh  geordnet  seien.  Wir  wollen  diese 
Aufstellung  die  wohlgeordnete  Aiifstellnng  der  Komhinationen  nennen. 

Da  A  nach  Hjpothesis  von  Null  verschieden  ist,  so  muss  unter 
den  Koefficienten,  durch  welche  A  aus  jenen  Kombinationen  abgeleitet 
ist,  nothwendig  mindestens  einer  von  Null  verschieden  sein.  Es  sei  E^ 
unter  allen  Kombinationen,  welche  in  dem  Äbleitnugsausdrucke  von  A 
einen  von  Null  verschiedenen  Koefficienten  haben,  diejenige,  welche  in 
der  wohlgeordneten  Aufstellung  die  früheste  Stelle  einnimmt,  so  er- 
scheint A  in  der  Form 

A  =  aj<,  +  «a -^s  -I =  2:a,,'E^ , 

wo  a,  von  Null  verschieden  ist.  Ferner  seien  F, ,  l'\,  ...  nach  der 
Reihe  die  Kombinationen  der  obigen  Aufstellung,  jaus  denen  B  ab- 
geleitet ist),  und 

.B  = -E/3t,FB  =  fti^j  +ß.,V^  +  -■■, 
so   ist 

AB  =  S  cc„ßi,F.^Fi  [42]. 

Jedes  Produkt  i^'ci'B  liefert  wieder  ein  algebraisches  Produkt  der 
ursprünglichen  Einheiten,  und  wenn  wir  diese  Produkte  mit  Gj,  Gt,^, ... 
bezeichnen,  so  wird  AB  eine  Vielfachen  summe  dieser  Einheitaprodukte; 
also,  da  AB  nach  Hypothesis  null  ist,  so  müssen  alle  Koefficienten 
dieser  Vielfachensumme  null  sein,  das  heisst 

27k„^(,[E„Fb  =  C:^™]  =0, 
wo  die    in  Klammer   geschlossene   Bedingung  aussagt,  dass   man  die 
Summe  aller  der  Produkte  aaßt  zu  nehmen  hat,  deren  zugehörige  Em- 
heitsprodukte  B^Fb   einen  konstanten  Werth   G,„  haben. 

Wir  haben  hier  nur  diejenigen  Gleichungen  dieser  Art  zu  betrachten, 
welche  in  irgend  einem  Gliede  den  Faktor  j-  «^  enthalten;  diese  Glei-gS8 
chungen  können  wir  in  der  Form  schreiben 

0  =.  «ift  +  i:a„ßi,\E^Fi  =  E^F„'\ , 
wobei  noch  die  Bedingung  hinzuzufügen  ist,  dass  unter  den  unter  dem 
Summenzeichen  stehenden  Produkten  keins  mit  a^ßi  identisch  ist.    Ich 
zeige   nun,    dass    man    diese    Bedingung   auch   so    ausdrücken   könne: 
b  müsse  kleiner  als  h  sein. 

In  der  That  ergiebt  sich  zuerst,  dass  a  nicht  1  sein  kann;  denn 
dann  müsste  das  Produkt  der  beiden  Kombinationen  .E,  und  Fb  die- 
selbe Kombination  liefern,  wie  das  Produkt  der  beiden  Kombinationen 
JSi  und  Fk,  das  heisst,  Fi  müsste  mit  Fi,  identisch  sein,  also  'h  =h, 
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dann  wäre  also  a^ßt  mit  Uißi,   identisch,  was   der  i 

dingmig  widerspricht.    Also  niuas  a  >  1  sein,  daa  heisst,  B^  muss  in  der 

wohlgeordneten  Aufstellung  der  Kombinationeu  später  vorkommen  alsEj, 

Dies  ist  auf  zwei  Arten  möglich.  Erstens  auf  die  Art,  dass  Sj 
weniger  Elemente  enthält  als  Ea,  dann  muss,  da  EiFi  mit  Ec^Ft, 
gleiche  Kombination  liefern  soll,  F^  mehr  Elemente  enthalten,  als  i'e, 
das  heisst,  F/,  muss  m  jener  wohlgeordneten  Aufstellung  später  folgen 
als  Fi,  das  heis'it  b  <k  sein.  Oder  zweitens,  wenn  E^  und  jB„  gleich 
viel  Elemente  enthiltcu,  so  muss  E^  in  der  lexiko graphischen  Auf- 
stellung '-piter  tDlgen  als  E,. 

In  dem  Pimeip  der  lexikographiscben  Aufstellung  von  Kombina- 
tionen liegt  es  aber,  dass  das  erste  der  Elemente  a,  b,  ...,  welches 
in  zwei  Kombinationen  einen  ungleichen  Exponenten  hat,  in  der  später 
folgenden  Kombination  den  kleineren  Exponenten  habe,  so  dass  also, 
wenn  dies  Element  in  E^  den  Exponenten  a,  in  Ea  den  Exponenten  y 
hat,  j'<K  sein  muss.  Ferner,  aus  der  BedingungsgleichungEaF[,  =  iL'iZ^i 
folgt,  dass,  wenn  «,  ß,  y,  ö  die  Exponenten  sind,  welche  irgend  ein 
Element  beziehUcb  in  den  Kombinationen  E^,  Fi,  Ea,  Fb  hat, 
K  -\-  ß  =  Y  -\-  8  sein  muss.  Hieraus  ergiebt  sich  i\nmittelbar,  dass, 
wenn  ein  Element  in  F.^  denselben  Exponenten  hat  wie  in  E„,  es 
auch  in  Ft  denselben  Exponenten  haben  muss,  wie  in  Ff,,  und  dass 
also  das  erste  der  Elemente  a,  b,  ...,  welches  in  Ea  einen  andern  Ex- 
ponenten hat  als  in  E^,  auch  das  erste  ist,  welches  in  Fu  einen  andern 
2;li) Exponenten  hat  als  in  F/.;  es  mögen  «,  ß,  y,  d  ins  f  Besondere  die 
Exponenten  dieses  Elementes  in  E^,  Fi,  Ea,  F^  sein,  so  sahen  wir, 
dass  y  < K  sein  muss;  dann  folgt  aber  aus  der  Gleichung  a-\-ß^y-^d, 
dass  d>(3  sein  muss,  und  dass  also  nach  dem  Princip  der  lexiko- 
graphischen Aufstellung  die  Kombination  Et,  früher  stehen  muss,  als 
Fl,,  das  heisst,  6  </c  sein  muss,  da  ja  die  Kombinationen  F^,  Fg,  .. . 
in  jeder  Klasse  lexikographisch  geordnet  sein  sollen. 

Somit  haben  wir  gefunden,  dass  in  den  beiden  möglichen  Fällen 
b  <  7;  sein  muss.    Wir  haben  also  die  Gleichung 
(*)  0  =  a,ß,  +  2J<XaßölEaFb  =  E,F>„  6  <  fc]. 

Es  sei  nun  zueilt  Ji  =  1,  so  fällt  die  Summe  Zlccnßi,  ganz  fort,  da 
ihre  Bedingung,  b<  1  nicht  erfüllt  werden  kann,  also  hat  man  a,ßi  =  0, 
und  da  a^  nach  der  Voraussetzung  ^  0,  und  «^  und  /5,  Zahlen  sind, 
so  muss  also  . 

sein.    Setzt  man  ];  =  2,  so  fällt,  da  I)  <  2  und  ßi  =^  0  ist,  die  Summe 
2^Uaßo  gleichfalls  weg,  und  man  erhält  cc^ß^=^0,  also 


y  Google 


GtiBetze,  der  algöbraisclien  Multiplikation  und  Division.  239 

Und  aus  gleichem  Grunde  ergiebt  sich,  dass  ß^  =  0  ist,  und  so  weiter. 

Also  ist  auch  B,  was  =  ß^F^-]-  ß^E^-{ war,  =0. 

373.  Wenn  zwei  algelraische  Produltte  aus  je  swei  Faktoren  gleich 
sind,  und  einen  gleichen,  von  Null  verschiedenen  Faktor  haben,  so  mttss 
auch  dm-  andere  Fahtor  in  beiden  gleich  sein,  das  heisst,  wenn 

AB  =  Cli, 
und  5^0  ist,  so  muss 

A^  G 

Beweis.     Aus  J i?  =  (7B  folgt 

0  =  ^I>'  —  Ci?  =  04  —  c)n. 
Also,    da    i  ^  0  ist,   so   muss    (nach    ;372)    Ä  ^  C    tmll    sein,    das 
heisst,  ^  =  C 

374-.  Erklärung.  Wenn  B  von  Null  verschieden  ist,  so  ver- 
stehe ich  unter  dem  algebraischen  Quotienten  Ä:B  denjenigen 
Ausdruck,  welcher  mit  B  algebraisch  multiplicirt  A  giebt,  welcher 
also  der  Gleichung  genügt 

{A:B)B^A. 

375.  Es  ist,  [tvenn  B  von  Null  verschieden  ist],  si 

AB:B==A. 
Beweis.     Nach  374  ist,  wenn  man  darin  AB  statt  A  setzt, 
{AB:B)B^AB. 
Also  wird,  {da  i'  ^  0  ist],  (nach  373) 

AB:B  =  A. 

376.  Alle  algebraisclten  Gesetze  der  Multiplil;ation  und  Division 
gelten  für  die  algebraische  MultipUltation  und  Division  extensivci' 
Grössen. 

Beweis.     Denn  alle  diese  Gesetze  gründen  sich  auf  die  i''orme]n 
AB^BA 
ABC^A{BC) 
(_Ä  :  B)B  =  A 
AB-.B^A 
und  auf  die  für  alle  Multiphkationsarten  (nach  42,  45'|  geltenden  Be- 
ziehungen zur  Addition  und  WuhtraLtion 

Anm  Duich  die  Identität  dei  Eechnungsgpaetze  der  soeben  beliondelten 
Multiplikation  mit  dei  gewöhnhchpn  Multiplikation  der  Algebra  lafc  die  Identität 
dei  Beaeichuung  und  Benuimung  geiecbtfeitigt  Der  einzige  Unteitciiied  hegt  m 
den  YBilinüpfteii  Giussen,  welche  dort  Zahlen,  hier  beliebige  eTtensive  Gioaseo. 
wie  zum  BeiBpiPl  Punkte,  LuuPn,  und  so  woitei,  sind 
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Es  ■wire  veikehrt  wenn  mm  die  e  Difterena  der  verknüpften  ttiSsaeu  aif 
die  Bezei  hnung  oder  Benenmmg  dei  Veikni2fuiig  selbst  iiberbmgen  wollte  wo 
duii,li  he  lennmologie  nutzlos  iiwachsen  uiid  dBi  Zusammenhing  verdunLelt 
werden  wilrde  Auch  diejenigpn  Eigenschaften  dieser  Piodukte  welche  auf  der 
besonderen  Eigenthumlichkeit  estensiyer  Grübsen  beruhen  finden  sich  m  dei 
Algebra  und  zwar  m  an  Lphie  von  den  ganzen  Punktionen  wiedei  So  zum 
Beispiel  befeifc  der  Satz  das«  eich  jede  ganze  Funktion  Einer  Variabein  yom 
n  ten  Grade  in  n  lineare  Faktuien  zeilng  n  1  sst  hici  uf  'itiedten  der  Pbei  e 
mgpwandt    den  &atz 

Jede  Summe  vin  algebiainchen  Piodiktcn  Ton  je  (  StiHtkeii  Einer  Ebene 
Usst  3ich  auf  Bin  solches  Produkt  reduoirea 

Hierbei  ist  uatürbch  i oraus gesetzt  diss  auJ  lie  ^unal  je  muginarei 
Strpcl  cn  ver  tittet  4fi 


11  §  4.     Ganae  Funktionen  ersten  Grades.     Quotient. 

3J7.  Erklilrmig.  Wenn  a,,  a^,  ...  a„  Grössen  erster  (oder 
(w  —  l)-ter)  Stufe  in  einem  Hauptgebiet  w-ter  Stufe  sind,  und  in  keiner 
Zalilhesieiamg  zu  einander-  stehen,  so  verstehe  ich  unter  dem  Bruche 
(Quotienten) 

6.,  ÖS,  ...,''„ 

den  Ausdruck,   welcher  mit   (Tj,  a^,  ...  a^   multiplieirt,   heziuhllch  die 
Werthe  &,,  h^,  ...  6»  liefert,  so  dass  also 


Ich  nemie  «,,  o^,...  ö„  die  Nenner  des  Bruches,  l^,  b^, ...  b„  seine 
entsprechenden  Zähler,  und  setze  zwei  Brüche,  oder  zwei  Ausdrücke 
welche  aus  Brüchen  numerisch  abgeleitet  sind,  dann  und  nur  dann 
einander  gleich,  wenn  sie  mib  jeder  Grösse  erster  joder  (»  —  l)-ter} 
Stufe  multiplicirt  Gleiches  liefern.  Wenn  auch  die  Zähler  Grössen 
erster  (oder  {n  —  l)-ter  Stufe)  sind,  und  in  keiner  Zahlbeziehung  m  ein- 
ander steheji,  so  nenne  ich  den  Bruch  einen  umkehrbaren,  und  be- 
zeichne in  diesem  Falle,  wenn 


i'ekehrten  Bruch,  das  heisst,  ich  set/e 


Änm.  Der  Gedanke,  welcher  dieser  ErklUmng  zu  Grunde  liegt,  ist  leicht 
liindurcb  zu  sehen.  In  der  Algebra  ist  nämlich  unter  dem  Quotienten  a  :  b  der  Aus- 
druck verstanden,  welcher  mit  b  multiplicirt  a  giebt,  und  dies  genügt  {wenn  b 
nicht  null  ist)  zur  Definition  des  Zahlquotienten.   Für  die  extemiven  Grossen  genügt 
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es  (aber)  nicht,  ku  wiaäen,  welches  Resultat  die  Multiplikaiioa  des  Quotienten  mit 
irgend  einer  (von  Null  verschiedenen)  Grösse  liefert,  indem  daraus  nur  die  Multi- 
plikation desselben  mit  solchen  Grössen  sich  bestimnit,  welche  aus  jener  Grösse 
numerisch  ableitbar  sind.  Man  sieht  also,  dass  in  einem  Gebiet«  «-ter  Stufe  die 
Eesultate  der  Multiplikation  eines  Quotienten  mit  n  in  keiner  Zahlbezi  ehnng 
stehenden  Grössen  bestimmt  sein  müssen,  damit  der  Quotient  vollständig  be- 
stimmt sei.  Der  Quotient,  in  "f-  diesem  Sinne  aufgefasst,  ist  für  die  Differenaial-  243 
und  Integral-Eechnung  extensiver  Grössen,  so  wie  für  die  Behandlung  der  geo- 
metrischen Verwandtschaften  unentbehrlich. 

Ich  bemerke  noch,  dass  man  als  Uenner  des  Quotienten  auch  beliebige 
Grössen  höherer  Stufen  hätte  gestatten  können ;  doch  würde  man  dann  den 
wesentlichen  Vortheil  grösserei  Einfachheit  gegen  den  zweifelhaften  Vortheil  un- 
fruchtbarer Äligemeiidieit  austauschen.  Aus  demselben  Grunde  werde  ich  auch  die 
Zähler,  wenn  nicht  ausdrücklich  anderes  festgesetzt  wird,  efcets  als  Grössen 
erster   {oder  («  —  l)-ter|  Stufe  betrachten. 

358.  Zwei  Brüche  oder  Vielfachensummm  von  Siikhen,  welche  mit 
n  in  keiner  Zaiilbmching  zu  einander  stehenden  Grössen  erster  Stufe 
muUiplicirt,  Gleidies  liefern,  sind  einander  gleich,  vorausgesetzt,  dass  n 
die  Stufe  des  Hduptgehietes  ist. 

Beweis.  Es  seien  Q  und  Q,  die  beiden  Brüche  oder  Vielfachen- 
summen  von  Brüchen,  welche  mit  n  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  ein- 
ander stehenden  Grössen  erster  Stufe  %,  ...  «„  multiplicirt,  Gleiches 
liefern,  also  es  sei 

(•)  e«,  -  e,o, 

für  jeden  Werth  r  zwischen  1  und  n,  so  ist  zu  zeigen,  dass  Q  ^  Qi, 
das  heisst  (nach  377),  dass  Q  und  Q^  mit  jeder  Grösse  erster  Stufe  x 
multiplicirt  Gleiches  liefern. 

Nun  lässt  sich  (nach  24)  jede  solche  Grösse  in  einem  Haupt- 
gebiete «-tei-  Stufe  aus  n  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehenden 
Grössen,  also  aus  a^,  ...  a„  numerisch  ableiten.     JÜs  sei 

dann  ist 

Qx  =  y(.r,«j  H h  .'.«.)  =  ^-i'3«i  -h  ■   ■  +  ■i./A'.  1.44] 

==e,(^,(/,  +  ...  +  a.„«„)  [44] 

379.  Einen  Bruch  muUiplicirt  man  mit  einer  Zahl,  indem  man 
jeden  Zähler  mit  dieser  Zahl  multiplicirt,  und  Brücke  von  gleichen  Nen- 
nern addirt  man,  indem  tnan  die  entsprechenden  Zähler  addirt,  wobei  die 
Nenner  in  beiden  Fallen  ungeändert  bleiben,  das  heisst,  beides  misammen- 
gefasst, 
ß  hi-hy  —  _(.  ^  ^-  ^^ '  ■  ■  ■  ^_   . .  _  (l^''>  +  y^'  +  ■  ■)■  (Ph  +  Yc,+ ■■■),. . .  _ 
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■AS  Beweis,  Zu  zeigen  ißt  (nach  378),  dass  beide  Seiten  der  zu  er- 
weisenden Gleichung  mit  jeder  der  Grössen  %,  ...«„  multiplicirt, 
gleiches  Resultat  liefern,     Nun  ist  (nach  44) 

(i'.775;--  +  ''i^-,- 

-ßb,+  rc,+    -  [377]. 

Ferner  ist 

tf».+^. +  .-),#!..  +  /=.  + ^■,).,--„„_^J,+  , .„+..,        [377], 

Bezeichnen  wir  also  der  Kürze  wegen  die  linke  Seite  der  au  erweisenden 
Gleichung  mit  L,  die  rechte  mit  li,  so  wird  für  jeden  Index  r 

Folglich  L^R  (nach  378). 

380.  Jeden  Bruch  hann  man  auf  die  Form  bringen,  dass  seine 
Nenner  beliebige  n  in  keiner  Zahlbesiehung  su  einander  siehende  Grössen 
erster  [oder  (n  —  \)-ter)  Stufe  sind,  (wo  n  die  StufenzaM  des  Haupt- 
gebieles  ist),  imd  swar  ist 

b,,  6s,  ...         Zki  „B^,  Za.j  „ö„,  ... 


a„tt,,...         £«!,„«„,  ^«ä,„«a,  .-■' 

wenn 

n  in  keiner  Zalilbesiehung  m  einander  stehende  Grossen,  und  a,_ 

,  /alilm 

sind. 

Beweis.     Es  ist 

[44] 

Aber  auch 

£g,  „ft„,  Sa.,  „K,  ... 

[377]. 
[377J. 

Also  liefern  beide  Ausdrücke  mit  2;«^,a«o  multipHcirtj  für  jeden  Werth  *■ 
von  1,  ...  n  gleiches  Resultat,  sind  also,  da  Z'wi^oan,  2?«2,fi«i.,  -■  ■  uach 
der  Hjpothesis  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  (nach  378) 
einander  gleich. 
44  381.  Wenn  e,,  e^,  ...  e„  die  itrsprimgUchen  Einheiten  sind,  und 
mit  Er,s  der  Kurse  wegen  der  Bruch  bezeichnet  wird,  dessen  Nenner  die 
ursprünglichen  Einheiten  sind,  und  von  dessen  Zählern  derjenige,  tvetcher 
dem  Nenner  e^  entspricht,  gleich  e^  ist,  wahrend  alle  übrigen  Zähler  des- 
selben null  sind,  das  heisst,  wenn 
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(*)  Er.^er  =  e,  und  £.,,e,  =  0  [i  ^  r] 

ist,  so  lassen  sich  die  n^  Ättsdrücice,  welche  aus  E,.,,,  hervorgehen,  indem 
man  statt  r  und  s  nach  und  nach  beliebige  der  Zahlen  1,  ...  n  setzt,  als 
Brticheinheiten  setzen,  das  heisst,  es  lassen  sich  alle  Brüdie,  { deren  Zahler 
und  Tfenner  Grössen  erster  Stufe  des  Hauptgebietes  sind,]  aus  ihnen 
numerisch  ableiten,  während  sie  selbst  in  keiner  Z 
ander  stehen,  und  ewar  ist 


=  Ea^,^E,,x 


Beweis.     1.   Es  ist 


_ __.  (.^,  ==  iK,,^i,eü  l.-j"J- 

Ferner  ist 

^«,.,i,K,b  .e.  ==  Z:ß„,BJi;,6e.  [44] 

indem  nämlich  i'o^tCr^O  ist  für  a  ^  r,  und  Er,^^,.  =  e^  ist.  Also 
jaind|  beide  Ausdrücke,  da  sie  mit  jeder  der  Grössen  c,,  ...  <?„  multi- 
plicirt  Gleiches  liefern,  (nach  378)  einander  gleich. 

2.  Angenommen  zweitens,  es  bestände  zwischen  den  Grössen  E,-,, 
eine  Gleichung  der  Form 

so  hätte  man  für  jeden  Index  r 

0  =  2;ß„,(,i?,,,.e,.  =  2;ß„,i,E„,i,e,.  [44]. 

Also,  da  Ea^ner  =^  0  ist,  wenn  r  von  a  verschieden  ist, 

0  =  i:ar,bE,^ie.  =  2:«,.,t,ei  |"*|. 

Wenn  aber 

0  =  Sa.^bCb  =  ar,iC\  +  a,.s''ä  +  ••■, 

so  muaa,  da  i;,,  f,^,  ...  in  keiner  Zahlbeziehuiig  zu  einander  stehen, 
(nach  28)  jeder  der  Koefficienten  von  c,,  e^,  ...  null  sein,  das  heisst 

«r,,  =  0  '24 

für  jedes  r  und  s,  also  ist  die  angenommene  Gleichung  identisch  null, 
das  heisst  (nach  2),  die  Grossen  Er,,  stehen  in  keiner  Zahlbeziehung 
zu  einander. 

$S3.  Jeder  Bmch  lusst  sich  als  lAiclienaitsdruck  mit  Einer  Lücke 
darstellen,  und  sua}  ist,  wenn  die  Nenner  a^,  ...  «„  ein  einfaches  Normal- 
System  bilden, 
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Beweis.     Zu  zeigen  ist,  dass  beide  Ausdrücke,  mit  jeder  Grösse 
:!i'ster  Stufe  x  multiplicirt,  Gleiches  liefern. 
Nun  ist,  wenn  x  =  Xj^k-,  -\-  x^a^  ^  ■..  ist, 


[xK]t,  +  [a. »,](,, +  ^.. 

[|i!67  1,353] 

i,i, +«,*,  +  .■■ 

(3Ö01. 

■■■(x,a,+x,«,+  ---) 

=  x,b,  +  3,-^^3  H [3T7J. 

Somit  liefern  beide  Seiten  der  zu  erweisenden  Gleichung,  mit  jeder 
Grösse  erster  Stufe  multiplicirt,  Gleiches,  sind  also  selbst  gleich 
[nach  377). 

Anm.  Es  ist  alao  der  Bnidi  nur  eine  einfachere  Form  des  Lüekenausdruckea 
mit  einer  Lücke,  und  ( es  |  kann  also  auch  jedes  System  beliebig  vieler  linearer 
Zahlfunktionen  TOn  beliebig  vielen  Zahlgrössen  als  Produkt  einea  Quotienten  in 
eine  extensive  Variable  dargestellt  werden. 

383.  Erklärung.  Das  beziigiiehe  Produkt  der  Zähler  eines 
Bruches,  dessen  Neaner  das  System  der  ursprünglichen  Einheiten  bilden, 
nenne  ich  den  Potenzwerth  des  Bruches,  und  bezeichne  den  Potenz- 
werth  des  Bruches  Q,  wenn  n  die  Anzahl  der  Nenner  ist,  mit  [Q"], 
das  lieisst,  ich  setze,  wenn 

ist,  und  t'i,  c^,  ...  t'„  das  System  der  ursprünglichen  Einheiten  bilden, 

je  Aiiuj.     Wenn  jeder  Zähler  das  ^-fache  des  entsprechenden  Nenners  ist,  so 

ist  der  Brach  vermöge  der  Definition  gleich  der  Zahl  p ;  das  bezügliche  Produkt 
der  Zähler  ist  dann 

[pe,  .pe,...  pe,;]  =  p"  [q  e^  . . .  e„]  , 
also,  da  das  bezügliche  Produkt  der  urspi'üngHchen  Einheiten  Eins  ist,  -=  p" ,  das 
beisst,  in  einem  Hauptgebiete  m-ter  Stufe  ist  der  Potenzwerth  einer  Zahl  p 
gleich  p".  Der  tiefere  Grund  der  gewElhlten  Benennung  und  Bezeichnung  liegt 
in  einer  eigenthümlicken  Verknüpfung  der  estensiven  Bi'ücbe,  welche  ganz  der  be- 
züglichen Multiplikation  entspricht,  und  deren  Wesen  ick  hier  in  mekr  anschau- 
licher Form  EU  entfalten  verBuchen  werde.  Ich  gründe  den  Begriff  dieser  Ver- 
knüpfung auf  den  des  Lückenproduktes. 

Wenn  nämlich  A,  S,  . ,  . ,  A^,  S,,  .  . .  Brüche  sind,  deren  Nenner  etvra 
die  ursprünglichen  Einheiten  seiu  mögen,  und  a,  &,  ...  beliebige  Grössen  erster 
Stufe,  i  aber  eine  Lücke  ist,  in  welche  Brüche  der  genannten  Art  (also  örössen 
nullter  Stufe)  eintreten  sollen,  so  setze  ich  [AB  .  . .]  =  [.^li^B,  .  -  ■]  dann  und  nur 
dann,  wenn  in  Bezog  auf  eine  beliebige  Reihe  von  Grössen  erster  Stufe  a,  b,  . . . , 
deren  Anzahl  gleich  der  Anzahl  der  Faktoten  jener  Produkte  ist, 
[la.ib  .  ..]AB  ...  =  [la.lb  ..  .\-i,B,  .  .. 
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ist  leb  nenne  dat  Piudukt  [AB  j  ^m  (anf  das  Hauptgebiet)  bezüglichem  Pio- 
dukt  der  Brüche  A,  B, 

Aus  diesem  Begiiffe  folgt  (nach  ib2)  sogluich,  daes  df  (Irdnting  du  I'al, 
imen  m  dii^em  Piodulte  fw  deii  IVatli  debselben  gUtchgütUg  üt,  ein  <iehPtz 
welches  mit  dem  m  58  auegespioehenen  m  üeheieinatimninng  ist,  da,  die  Bruche 
der  genannten  Art  als  Grössen  nulltei  Stufe  au  betrachten  sind 

Pirnar  Pigiebt  aich  leicht,  da^s,  wPnn  m  dem  Piodukte  [?«  Ib  \  zwei  der 
iaktoien,  zum  Beispiel  die  beiden  ersten,  einander  gleich  sind,  allemal 

\la   Ib       ]AB        =0 
ist      Denn  es  ist  (nach  ä^i\  [la    lo    Ic       'jÄBÖ        gleich  emem  Bruche,  dessen 
Zahler  die  Summe  aller  der  Auadmcke  ist,  die  man  dadurch  erhalt,  dass  man 
Ä,  B,  U,  m  allen  möglichen  Anordnungen  m  die  Lucken  emtieten  lässt,  und 

dessen  Nenner  die  Anzahl  dieser  Ausdrdcke  ist  Nun  7eigt  sich,  dass  sich  die 
Öheder  des  Zahlers  paarwei-ie  aufheben  Denn,  wenn  FQB  eine  d,ndere  ürd 
nung  der  Faktoren  ABC  daisteilt  und  ?wai  so,  daas  Pin  die  erste  Lncke 
eintreten  soll,  Q  in  die  zweite  nnd  so  l^eltel,  so  wild  das  daians  entepimgende 
Glied  gleich  [Pct  Qa  Bc  ]  VerUu=cht  man  F  und  y,  so  geht  jus  dieser 
Oidnung  das  Glied  [§«  Fa  Bc  ]  hervoi,  die  Snmme  beidei  giebfc  abei  NuU, 
da  Pn  und  Qa  Grössen  eister  Stufe  sind,  und  deren  Vertauschung  (nach  56|  ent 
gegengesetztfn  Weith  bedingt  Also  heben  si'h  die  Glieder  im  Ztthler  paarweise 
auf,  das  heiSfit,  der  Zabler  wird  null,  also  dei  Bruch  null  Dasselbe  gilt  wenn 
in  dem  ProdiiHe  [In  Ih  ]  beliebige  awei  Fjrktoren  gleich  werden,  so  dass  also 
m  diesem  Falle   stets   [la.lh  ...}AB         =0   ist 

Daraus  folgt  aber  wiederum  sogleich,  dass,  wenn  sich  die  Grössenreihe  u,  &, . . . 
lineal  ändert,  zum  Beispiel  b  in  6  =i  ö  +  «c  sich  verwandelt,  das  Produkt 
[la.lh  ...]AB  ...  denselben  Werth  behalt,  und  hieraus  (nach  76),  dass,  ■uiennM 
sich  a,  b,  . . .  beliebig,  jedoch  so  ändern,  daii>  ihi  FioduH  [ab  . .]  konstant  bleibt, 
auch  [la  .Ib  . .  .]^B  . . .  l'onstant  bleibt  Wir  können  daher  diesen  Ausdruck  als 
Verknüpfung,  und  zwar  als  multiplikatiTC  Verknüpfung  von  [a&...]  und  [AB...'] 
ansehen,  und  schreiben  daher*) 

[la.lb  -..]AB  .■■  =  [AB  . .  .][ah  ...\. 
Hier   hat   [AB  ...],    da  es,   mit  dem   Produkte    [ah  .  .  .J   yerkniipft,   wiedei'   eiue 
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L  solchen  Produkten  derselben 

Fakto 

lahl,  ab 

!0  eine 

Grösse  derselben 

Stufe  liefert,   ganz  die  Bedeutung   eines 
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lOtt  eistei  Stufe  ml  ■'lel  t  eiiea  Bn  1  de  s  n  Nenn  unl  ^i}k  v  n  h  (  r 
Stnfe  sind 

Durch  die  Eecipiocitat  zwischen  Grussen  erster  und  (w  —  1)  ter  Stute  [.im 
Hauptgebiete  n  ter  fetufe)  ergieht  «ich  auch  dass  da?  bezugliche  Produkt  ¥0n 
m  Brüchen  deren  Nenner  und  Zihler  yon  {n  — 11  ter  btufe  sml,  einen  Brach 
lieft,rt  \e%^im  Nenne!-  nnd  Zahler  von  {n  —  m)  ter  Stufe  sind  Dies  letztere  Pro 
dukt  wurde  daher  ah  ejressties  das  erstere  als  pragtetsttes  Pioäult  lon  Brüchen 
zu  betrachten  aeiu 

Wir  bleiben  hier  bei  dem  erat^ren  also  dem  progreseiyen  Piodukte  der  Bruche 
stehen   um  namentlich  noch  die  progresB  ven  Poteii?ei   der  Bruche  zu  betrachten 

Da  da>  Produkt  gleicher  Paktoien  eben  nii  Eine  Anordnung  dieier  Fak 
toien  gestattet    so  geht  SLgleich  aus  dem  Begiiffp  hervoi    da^fi 

iA  ][»f    1  _  rj .  Ji    ] 

sei    Torausgesetzt  natürlich    dass  die  Anzahl  der  Faktoren  ah  d     h    i    1  e 

ttage      Setzen    wu    die   maprunglichen   Einheiten    et  ■ür,    ^ei  ner      u  d 

(I     Oj  als   entspre  hende  Zahler    A-is  heiBst     4e    ^  ö,  so   ergiebt   ''icl 

anmittelbai  dass  [j.  ]  mit  dem  Produkte  von  m  uraprunglnhen  Einheiten  niulti 
plitiit  das  Produkt  der  m  entsprechenden  Zähler  gebe  und  lata  lUo  die  Potenzen 
von  A  jede  Urßsae  welche  aus  den  nraprongliehen  Einheiten  hervoi  gegangen  ist 
und  welche  den  Eiponeaten  jener  Potenz  als  Stnfenzahl  hat  m  diejenige  Grosse 
verwandelt  weiche  aus  den  enf'jprei.henden  ZUilem  genau  auf  dieselbe  Weise 
hervorgeht  Betrachten  wir  ns  Besondere  diejenige  Potena  von  A  deren  Es 
\  onent  mit   Ter  Stufenzahl  n  des  Hauptgebiete-'  gleich  ist,  also  \A  ]     so  eririel  t  s,u,h 

U-Jt,         e]-[a.,         ,1 
das   heisst,   gleich   dem   bezügb  hen  P  o     kte   der  Zähl       al  ach     8;i    gle    1 

348  dem  -|-  Potenzwerthe  von  A.  A  er  da  da  bezugl  che  Produkt  ler  Ursprung 
liehen  Einheiten  (nach  94)  gleich  E  ns  t  s  st  [ji  ]  Eelbet  d  esen  Potenzwerthe 
gleich,  worin  also  die  vollständige  B  gr  ndungde  oben  gewählten  Beze  chnnng  hegt 
I  Vgl.  die  weitere  Auegestaltung  ler    et  achteten  P  oduktb  Idung  m  Kr  504 — 510  ) 

384.     Der   Poten^wertl    e  ms   Lncf^b    ist    ßecl     Je      he    jl-cJ 
FroduMc  der  Zähler,  diviäitt   i  i  1    las   ie    ISe  l  s  less        c 


(nach  378).  Ferner  seien  fc^,  63,...  als  Vielfaehenaummen  der  ur- 
sprünglichen Einheiten  e-j,  e^,  ...  ausgedrückt,  nnd  sei  für  jeden  Index  r 
von   1   bis  n:     b^  =  Sßr,«^!,     so  ist 
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[45] 
[5-!], 


Sätze  üLbi-  den  Potenawei-th  eines  BmoiieK  {Quotienten). 
Somit  ist 

[■.,»,  .^.]  _  |"rPi,.t..2;|i,, .».■■■] 

ii,yr..,]    [£ii;.;«..2;ii,,.«....] 
glil,.fe,...  ['."1- ■] 

£?,,.!>.,.■■■(«.«.■■•] 
_  (2;(-i)'|ii,.ft.,  ■■.)[»,%.-] 
(£(-i)'P.,.P.,.  ■■■)[«.'.■  ■] 

WO  a,  b,  ...  alle  möglichen  verschiedenen  Anordnungen  der  Zahlen 
1,  2,  ...  darstellen  und  r  die  Anzahl  der  Zahlenpaare  iab,  die  in  den 
beiden  Zahlreihen 

Q,  b,  ... 

1,  2,  ... 
entgegengesetzt  geordnet  sind.   Hier  heben  sich  nuD.  di<!  lieiden  Summen, 
und  da  [(!,  fg  , . .]  =  1  ist,  so  erhält  man 

[ffr-T]  -  ^''■'''  ■■■]  -  K"l  L"*  ^^•'5- 

385.      Wenn  Q  und  ^^  Brüche  mit  n  Nennern  sind,  und  zu  ein- 
ander in  der  ZahTbeziehung 

stehen,  so  stehen  ihre  Potenzwerthein  der  Zahlheziehung 

[8"]  -  «"[«]■ 

Beweis.     E»  sei 


so  ist   {»ach  383)  2^ 

[«"]  _  [«»,  .  «a,  . . .  «».)  -  «■[»,,,,  . . .  «.]  [46] 

- «"[«]  [383]. 

386.    Wenn  ztuiscken  den  Zählern  eines  Bruches  eine  Zahibeeiehung 

herrscht,  so  lässt  sich  der  Bruch  stets  auf  die  Form  bringen^  dass  einer 

oder  mehrere  seiner  Zähler  null  werden,  und  zwischen  den  übrigen  Zählern 

Iceine   Zahlbeziehung   stattfinde;  und  zwar,  wenn   e^,  ...  e„    die    Nenner, 

«1,  ...  a„  die  Zähler  des  Brndtes  Q  sind,  und  zwischen  a-i,  ...  m«  keine 

Zahlbeziekung   stattfindet,   aber   die    übrigen   n  —  m   Zähler    aus    ihnen 

numerisch  ableitbar  sind,  so  dass 

ist,  so  ist 
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a,,...a„.      0, 
Q "  - 


das  heh^t, 


ist.    Und  alle  aus  c^-j-i,  ...  c„  nifmerisch  abkübaren  Grossen,  aber  auch 
keine  andern  geben  mit  Q  multiplicirt,  Nvll. 
Beweis.     {Es  ist) 

$c.,+.  =  <,,,,Qe,  +  ...  +  a.^,„Qe„.  -  i>c,.,  +  ,. 

=  «/,löl  + S-ß/,mffm  —  «,.,  +  r, 

da  uach  Hypothesis  «,,  ...  «■„  die  zu  den  Neimem  e,,  ...  c„  gehörigen 
Zähler  des  Bruches  Q  sind,  { das  heissfc } 

-0  [(•)]. 

Also  sind  die  zu  den  Nennern  c,„  +  i,  ...  c„  gehörigen  Zähler  null. 

Zweitens  ist  zu  zeigen,  dass  zwischen  den  n  Grössen  ej,  ...  f,„, 
c,„+[,  ■■■  c„  keine  Zahlheziehung  herrscht. 

Der  Kürze  wegen  setze  ich 

«r,ieiH H  «r.mCm  =  ';,., 

so  das5  also  Cm+r  ==  2r  —  C+r  iat,  so  ist 

[c^Cg  . ..  e,„eni-]-i ...  c„]  =  [cjC^ . ..  6^(5,  —  £,„4.1)  . ..  (5^_m  —  <''n)\- 
Üa   hier   ^n  9a j  ■■■    aus    fj,  e^,  ...  e„,   numerisch    abgeleitet    sind,   so 
liönnen  wir  sie  (nach  67)  weglassen  und  erhalten  das  Produkt 
=  +  [e,es..,c„], 
60 also  von  Null  verschieden;   folglich  stehen  e^,  e^,  ...  e„,    Cm+i,  ...  c„ 
(nach  61)   in  keiner  ZaUheziehung;   also  lässt  sich   (nach  378)   Q  in 
der  im  Satze  angegebenen  Weise   als  Bruch  darstellen. 

Daraus  nun,  dass  e„i+i,  ■■.  c„  mit  Q  multiplicirfc  Null  geben,  folgt 
sogleich,  dass  dies  auch  für  jede  Vielfachensumme  dieser  Grössen  gilt. 
Aber  auch  umgekehrt  muss  jede  Grösse  p,  welche  mit  Q  multiplicirt  Null 
giebt,  eine  Vielfachensumme  von  c^+i, ...  c^  sein.  Denn  wie  auch  p  be- 
schaffen sei,  immer  muss  es  sich  (nach  24)  aus  e^,  fg, . . .  e,n,  c^+i,  -..  c„ 
ableiten,  also  sich  in  der  Form 

,_„,,,  H h«,.e. +  3 

darstellen  lassen,  wo  q  eine  Vielfachensumme  von  c,„+i,  ...  c^  ist.    Soll 

dann  Qp  =  0  sein,  so  hat  man,  da  Qe^  =  a,,  ...,  Qc^+i  =  0, . . .  ist, 

0  =  Qp  =  «ißi  H h  a™ß^, 
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also   (nach  28)  «,,  «_,,  ...,  «^  =  0,  also  (ist}  p  =  q,  das  heisst,  eine 
Vielfaehensumiue  von  c,„j^i,  c„i+b,  ...  c^. 

387.  Erklärung.  Wenn  ein  Bruch  Q  mit  einer  von  Null  ver- 
schiedenen Grösse  erster  Stufe  multiplicirfc  ein  Vielfaches  dieser  Grösse, 
etwa  das  p- fache  derselben  liefert,  so  dass  also 

Qx  =  Qx 
ist,  so  nenne  ich  den  Koeffieienfcen  p  (mag  q  nun  reell  oder  imaginär 
sein)  eine  Hauptzahl  des  Bruches  Q,  und  das  Gebiet,  welchem  alle 
Grössen  x  angehören,   welche  jener   Gleichung  genügen,  das   zu    der 
Hauptzahl  g  gehörige  Hauptgebiet. 

388.  Aufgabe,  Die  Hauptsahlm  imd  die  sugekörigen  Maupfffcbiete 
eines  Bruches  su  ßiden. 

Auflösung,  Es  sei  p  eine  Hauptzabl  eines  Bruches  Q  mit  n 
Nennern  Cj,  e.^,  ...  e„,  und  sei  a:  = -Sa^oßa  eine  von  Null  verschiedene 
Grösse,  welche  mit  Q  multiplicirt  ihr  p-faches  liefert,  so  hat  man 

Qx  =  QX  , 
das  heisst ; 

0  -  (p  -  e)^- 

Setzt  man  hierin  statt  x  seineu  Werth,  und  setzt 
(»)  (e-«e.-«., 

so  erhält  man 

(b)  0  =IJx„c,. 

Da  nun  x  von  Null  verschieden  ist,  so  muss  auch  mindestens  eine  der  251 
Zahlen  iCj,  ...  x„  von  Null  verschieden  sein,  also  (nach  16)   zwischen 
q,  ...  c„   eine   Zahlbeziehung  sta-ttfindeii,  folglich  (nach  61)  ihr  kom- 
binatorisches Produkt  null  sein,  also 
(,c)  0  =  l>,c,  ...c„\, 

das  heisst   (nach   Ji84),   der    Potenzwerth   des    Bruches    p  —  Q    muss 
null  sein. 

ümgeliehrt,  wenn  diese  Gleichung  (c)  erfüllt  wird,  so  gilt  (nach  66) 
auch  eine  Gleichung  der  Form  (b),  also  giebt  es  dann  eine  Grösse 
X  ^  0,  welche  der  Gleichung  Qx  =  qx  genügt,  das  heisst,  p  ist  dann 
eine  Hauptzahl. 

Setzt  mrm  in  der  letzten  Gleichung  statt  Cj,  c^,  ...  ihre  Werthe 
aus  (a),  so  erhält  man 

0  -  [((.«,  -  Q'Mn -  ««,) ^. ■  (?«. -  «'■.1], 

oder,  indem  man  die  Klammern  löst, 

(d)  «,()"  —  «,()—'  +  »,()— h  (-  1)"«.  -  0, 
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WO  «,-  aus  dem  Produkte  [cjC^  ...  e„]  dadurch  hervorgellt,  dass  man 
auf  alle  möglichen  verschiedenen  Arten  r  der  Grössen  e,,  e^,  ...  e,,  in 
die  entsprechenden  (xrössen  Qe,,  Qe^,  ...  Qe„  umwandelt,  während  man 
die  jedesmal  übrigen  unverändert  lässt  { und  endlich  die  so  erhaltenen 
Produkte  addirtj.  Die  «Wurzeln  ?,,  ...  p^,  dieser  öieichnng  (d)  sind 
also  die  gesuchten  Hauptzahlen;  ihr  Produkt  ist  nach  dem  Neuton- 
sehen  Satze  gleich  a, :  a^,  das  heisst,  gleich  dem  Pofcenzwerthe  von  Q 
(nach  384). 

Die  Grössen  x  sind  dann  durch  die  Gleichung  (b)  bestimmt.  Nach 
dieser  Gleichung  stehen  c^,  c,^,  ...  c„  in  einer  Zahlbeziehuug  zu  ein- 
ander. Folglich  läasfc  sieh  (nach  17)  aus  den  Grossen  c,,  ...  c„  ein 
Verein  von  weniger  als  n  Grössen,  etwa  c^,  c^,  ...  c,,,,  aussondern,  wel- 
cher keiner  ZahlbezieLung  unterliegt,  und  aus  welchem  die  übrigen 
Grössen  ((^,„+1,  ...  c,)  numerisch  ableitbar  sind.  Dann  aber  lässt  sich 
der  Bruch  p — Q,  hei  dem  (nach  (a))  zu  den  Nennern  e,,  ...  e„  die 
Zähler  c, ,  ...  c,^  gehören,  (nach  386)  auf  die  Foi-m  bringen,  dass  unter 
den  Zahlern  « —  m  deiselben  null  weiden,  die  zugehörigen  Nennei 
seien  ff  ^  1  a  ,  so  haben  (nach  ^Si")  alle  aus  a  +i,  «j  ableit 
baien  Grossen  x,  aber  auch  keine  indem,  die  Eigenschaft  diiss 
(p  —  Ö")j:=0  ist,  das  heisst,  dass  Qt  =  qx  wnd,  das  heisst  also, 
da&  Gebiet  a„^i  ii^  ist  das  zu  dei  Hauptzahl  p  gehörige  Haupt 
gebiet  Also 
53  Jeder  Btuch  Q  mit  n  Nennetn  hat  n  HanpkcMcn  wnd  0iva}  smä 
diese  die  Wwseln  q  de)  gleichhedeuttmdim  Glcichungm  (c)  oder  (d)  Das 
Produkt  dieser  n  Wuizelii  i'it  (ßeich  dem  Fotenzwetihe  von  Q,  und  das 
.»  äei  HauptzahJ  q  gehoitge  Haiiptgehiet  ethalt  man,  indem  man  {nach  386) 
9  —  Q  als  eiitcn  Bruch  datatelU,  von  dessen  Zahlern  einei  odet  melirere 
null  bind,  tmhjend  dw  uhugen  Zahler  m  leinet  Zdlilbeziehung  su  ein 
ander  stehen,  dann  ist  das  Gebiet  derjenigen  Nenner  dieses  Bruches  p  —  Q, 
deren  ent^jirechpnde  Zahler  null  smd,  das  verlangte  Hauptgebiet 

389.  Wenn  die  n  Haiiptsdhlen  ß„  p.  emes  Bruches  Q  alle  von 
etnandei  vet  schieden  sind,  so  sind  die  n  zm/ehongen  Hauptgehiete  alle 
ton  ersttt   Stufe  und  stehen  m  letna   Zahlheziehmig  su  cmandei 

Beweis  Nach  388  lasst  sich  zu  jedei  dei  Glossen  Qj,  p,, 
zum  Beispiel  zu  p^  eine  von  Null  verschiedene  Grösse  erster  Stufe 
finden,  welche  mit  Q  multiplicirt  ihr  (),.-faches  liefert.  Es  seien  ";, , . .  a„ 
solche  Grössen,  ao  dass  ^Or  =  QrCtr  ist. 

Angenommen  nun,  «j,  ...  a„  ständen  in  einer  Zahlbeziehnng,  so 
müssten  sich  aus  ihnen  (nach  17)  m  Grössen,  etwa  ",,...  fi,„,  aus- 
sondern lassen,  die  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  standen,  und 
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aas  deneii  jede  der  übrigeiij  zum  Beispiel  a^,  numeriscli  ableitbar  wäre. 
Es  sei  n,.  =  a^a^  +  ■  ■  ■  +  «,„(!„,,  so  muss,  da  a^  von  Null  verschieden 
ist,  auch  mindestens  einer  der  Koefficienten  a,,  ...  «,„  von  Null  ver- 
schieden sein.     Es  sei  dies  zum  Beispiel  a, .     Nun  hat  man 

da  nach  der  Voraussetzung  Qa^  =  p^öir  ist,  also  wird 
ßifi"i  H 1-  ««,P,««™  =  $«r  =  Qrar 

folglich  sind  (nach  29)  die  entsprechenden  Koefficienten  gleich,  nament- 
lich K|Pi  =  cCiQr,  das  heisstj  da  a,  ^  0,  ist  pr  =  9,,  was  gegen  die 
VoraussetzuDg  ist. 

Also  können  a,,  ...  ü„  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen, 
b'olglieh  kann  auch  keins  der  Hauptgebiete  von  höherer  als  erster  Stufe 
sein.  Denn  wäre  zum  Beispiel  dae.  zu  g^  gehörige  Hauptgebiet  von 
höherer  Stufe,  so  imisste  dies  hehiet  mit  dem  bebiete  (h  —  1|  ter  Stufe 
der  f  Grössen  a^,  n  (nach  2b)  mindestens  ein  Gebiet  eister  Stufe  2ns 
gemein  haben.  Es  sei  eine  von  Null  verschiedene)  Grosse  dieses 
gemeinschaftlichen  Gebietes  so  wiie  c  aus  «  ,  n  numensch  ableit- 
bar, und  würde  sich  dofh,  da  es  m  dem  zu  p,  gehoiigen  Hauptgebiete 
liegt,  in  sein  p,-faches  verwandeln,  was  dls  unmöglich  nachgewiesen  ist. 

390,     Aufgabe.   Den  Fall  gleicher  HaiiphaJilen  0u   untersuchen. 

Auflösung.     Wenn  man  die  Bezeichnungen   der  vorhergehenden 
Sätze  festhält,  so  hat  man  (nach  388) 
(a)  [c,c.  ...  c„]  ==  0, 

wo 

(b)  »,-(()-  «)&. 

Es  sind  also  c, ,  Cg,  ,..  c,i  die  zu  den  Nennern  e,,  r.^,  ...  e„  gehörigen 
Zähler  des  Bruches  p  —  Q,  und  die  Gleichung  (a)  sagt  aus,  daas  das 
kombinatorische  Produkt  der  n  Zahler  null  sei,  das  heisst,  dass  der 
Potenzwerth  von  p  —  Q  null  sei. 

Es  behalten  nach  dem  Obigen  die  Gleichungen  (a)  und  (b)  ihre 
Bedeutung,  wenn  man  statt  der  Nenner  c,,  ...  e,  beliebige  n  in  keiner 
Zahlbeziehung  zu  einander  stehende  Grössen  erster  Stufe  setzt.  Die 
n  Werthe  von  p,  welche  der  Gleichung  (a)  genügen,  sind  (nach  388) 
die  n  Hauptzahlen  von  Q.  Wenn  nun  mehrere,  etwa  Q,  dei^elben  gleich 
ffi  sind,  so  heisst  das  also,  daas  die  Gleichung  (a)  für  p  im  Ganzen 
a  Werthe  darbiete,  welche  gleich  a  sind.  Wenn  aber  ein  Werth  von  p 
gleich  a  ist,  so  lässt  sich  (nach  388)  eine  von  Null  verschiedene  Grösse 
erster  Stufe  öj  finden,  welche  mit  Q  multiplicirt  ihr  «-faches  liefert. 
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Es  sei  diese  örösse  ö,  =  x^e^  -|-  ■■■  +  ir«e„,  so  muss  Ton  den  Kocffi- 
cienteii  x^,  ...  x^  mindestens  Einer  von  Null  verschieden  sein,  weil 
sonst,  gegen  die  Annahme,  «i  selbst  null  wäre.  Es  sei  x^  von  Null 
verschieden,  so  stehen  (nach  19)  a^,  e^,  ...  e„  in  keiner  Zahlbeziehung 
au  einander,  können  also  nach  dem  Obigen  statt  e^,  Cg,  ...  e„  in  die 
Gleichungen  (a)  und  (b)  eingeführt  werden;  dann  erhält  der  neue,  zu 
öj  gehörende  Zähler  des  Bruches  q  —  Q  den  Werth 

ci  =  (p—  Q)a,  =  p«j  —  Qa,  =  ^n,  —  aa,    [nach  Annahme | 
=  (p  —  a)a, 
und  die  trleichung  (a)  wiid  ersetzt  durch  die  Gleichung 

((,-«)[«,%...<!.]  _ü. 

64  Wir  wollen  amiehmen,  man  habe,  wenn  die  Gleichung  f  (a)  im 
Ganzen  a  Wurzeln  p  =^  a  hat,  nach  und  nach  die  Gleichung  (a)  noch 
in  die  Formen 

(q  —  ß)^[«j.0a'^3  .•■  c„\  =  0 
und  so  weiter,  endlich  in  die  Form 

(c)  (p  —  a)''[ßiö'a  ...  a,Cr+i  ...  c„]  =  0 
umgewandelt,  wo  r  <.a  ist,  imd  zwar  so,  dass 

endhch 

(d)  \a,a,...a..^,.Qar-\^a[a,a.,...a.] 

sei,  und  die  n  Grössen  o,,  ...  «,.,  e.+i,  ...  e,  in  keiner  Zahlbeziehung 
zu  einander  stehen,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  man  diese  Umwandlungen 
auch  so  weit  fortsetzen  könne,  bis  endlich  r  =  a  werde. 

In  der  That,  so  lange  noch  r  kleiner  ist  als  a,  das  heisst,  es 
noch  mehr  als  v  Wurzeb  p  =  «  giebt,  welche  der  Gleichung  (c)  ge- 
nügen, so  muss,  wie  aus  der  Theorie  der  Gleichungen  bekannt  ist,  wenn 
man  jene  Gleichung  durch  (p  —  a)''  dividirt,  der  Quotient  noch  eine 
Wurzel  p  =  «  darbieten,  das  heisst,  es  muss  noch 

(e)  [ffl^  ...  ff,c,.+i  . . .  (^J  =  0 

sein,  für  p  =  k.  Es  seien  dr-\.i,  - .  -  (4  die  Werthe,  in  welche  Cr+u  -  ■  ■  c„ 
übergehen,  ivenn  man  in  den  letztern  a  statt  p  setzt,  so  erhalt  man 

(f)  K...  aX+i  ...  f?J  =  0, 
wo 

(g)  *+,-("-«)«,+„ ...,  rf.~(«-e)8. 

ist.   Hier  sagt  die  Gleichung  (f )  aus,  dass  zwischen  den  Grössen  «^ ,  , , .  a, , 
(7r+i,  ...  (4  eine  Zahlheziehung  herrscht  (nach  66).     Es  sei 
(h)  «j«,  H h  «r«.  +  a.+i<?,.+i  ^ \-  ««4  =  0 
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der  ÄusdrucJt  tiieser  Zahlbeziehung,  so  muss  Einer  der  Koefficienten 

R,.^i,  ...  K„  von  Null  verschieden  sein;  denn,  wenn  sie  alle  null  wären, 

so  würde  zwischen  a^,  ...  a.-  eine  Zahlbeziehung  herrschen,  was  gegen 

die  Voraussetzung  streitet.     Es   sei  etwa   0:^+1  von  Null   verschieden, 

und  sei 

«,+16.4.1  H h  «„e„  =  «.+1 

gesetzt,  so  stehen  (nach  19)  «,,  ...  a,+i,  e,.-|.g,  ...  e„  in  keiner  Zahl- 
beziehung  zu  einander,  können  also  statt  Cj,  ...  e„  in  die  GJeichungen 
(a)  und  (b),  oder  statt  «,,  ...  ar,  Sr+x,  - . .  e«  in  «äie  Gleichung  (c)  ein- 
gesetzt werden,  wenn  man  nur  zugleich  die  Grössen  c,,  ...  c,.+i  durch 
die  in  dem  Bruche  q  ~~  Q  den  Nennern  a^,  ...  «,+  1  entsprechenden 
Zähler  c\,  ...  c^+i  ersetzt.  Hierdurch  geht  die  Gleichung  (e)  über  in 
(c')  (p  —  aylayU^ ...  a,.e;._[.iCr4-a .  -.  cj  =  0, 


Ferner 

ist  dam 

(«^ 

-<i)'i,+ 

.~«H 

.,(«^ 

«)' 

1.+  ,  + 

••■  +  ..(« 

!- 

9)«,. 

—  «,+1*+, 

+ 

...  +  « 

.Ä, 

[nach  (g)] 

Also  ist 

—  — 

«,«1- 

■  -  0,0 

[nach  (h)]. 

FolgKoh 

«0, 

-+i  =  « 

■,"1  + 

+  «,», 

+  ««,+,. 

(i) 

jK.. 

■  o,.««. 

■+J- 

»,(. 

3,0,+l] 

■■■  +  «. 

+ 

|G7J. 

Nun  sollte,  wi, 

s  oben 

gezeigl 

f'  +  i  =  (9-  '3)ar+i  =  P«,-fi— (?Ö,H.. 
sein,  also  wird 

[»,...",«:.+.]-?[»,...«,«,+,]  -  [«,...«,.  eo,+j 

—  j[n,...a,  +  ,|  — o[n,...o,+  ,]         [nach  (i)] 
_(e --)[<,,  ...<,,+,]. 
Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  (c')  ein,  so  erhält  man 
(k)  ((,-«)+■[««         »+..+  ]-0 

das  heivst  Iie  (xleicnungen  (c)  und  (d)  bestehen  noch  fort  wenn  man 
so  lange  noch  /  <  a  bleibt  in  ihnen  *  +  1  statt  }  setzt  folghch 
bleiben  sie  noch  bestehen    wenn  r  ^  a  wiid    das  heisst 

Wenn  unlet  dtn  MauptscMeii  des  (Quotienten  Q  mehrete,  etua  a 
etnaiide)  jleich  und  *ücw  =  «  bind,  so  lasbeii  sidi  a  Gtossen  etstet  Stufe 
«j,  «a  "OK  äer  Alt  finden  dass  diese  mtt  n  —  a  rfe»  Grossen  e^  e  , 
ettoa  mit  eo+i,        e«    'W  linier  ZaJilbeetehung  sielten,  »ttd 
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(  ««.-.«„ 

(•)  K.(3o,]-«K»J,... 

I    [«,,.,. ..a._,.«a.]-«Kn,...<J,] 
sei,  daim  wird  die  Gleichtmg  für  die  Haupimhlm  (f  folgende; 
(•»)  (j  -  »)•[»,«,  .. .  ».».+,...  c.}  _  0, 

("*)  c,  -  ((,  -  Q)e, 

für  jeden  Index  r  von  a  -{-  l  an  bis  n  ist. 

Ea  kommt  nun  darauf  an,  die  zu  den  Nenaem  «j, ...  «a  gehörigen 
Zähler  des  Bruches  Q  zu  finden. 

Zunächst  ist  der  zu  dem  Nenner  a^  gehörige  Zähler  nach  dem 
Obigen  gleich  k»^.  Es  sei  der  zu  dem  Nenner  a^  gehörige  Zähler  x, 
das  heisst,  Qur  =^  x,  so  hat  man  (aus  {*}) 

[(!i«2  •  •  ■  Ci-i^}  =  «[äii«2 . ■  ■  a,.], 
256  das  heisst, 

also  besteht  (nach  66)  zwischen  den  Grössen  «,,  «2,...«^— i,  x  —  aa,- 
eine  Zahlbeziehung,  das  heisst,  es  ist 

X  --  Kür  ^  a',, 
wo  o'r  irgend  eine  aus  ö[,  a.^,  . . .  «r— i  numerisch  ableitbare  Grösse  ist, 
und  man  erhält  x  =  aa^  +  ß^  das  heisst, 

(1)  g«,.  =  ««,  +  «;, 

wo  a'r  eine  Vielfachensumme  von  «^,  fl^,  ...  «r-i  ist. 

Es  werde  nun  das  Produkt  Ton  Q  mit  irgend  einer  aun  rt,,...!!,, 
numerisch  ableitbaren  Grösse  p  untersucht,  und  zwar  sei 

p  =  ß,a,  -I h  c,«,, 

wo  '/■  <^  a,  und  a,  ^  0  ist,  so  hat  man 

Qp^Q{a^a,  +  ---  +  a.a,) 
^  a,Qa, -^  ■  ■  ■  ^  a.-Qa.. 

=  «,«a,  +■.-  +  «.««, +  ^/  [nach  (1)], 

indem  j/  eine  Vielfaehensumme  von  a^,  a^,  ...  a^-x  darstellt, 

=  ap  -\-  p' , 
das  heisst' 

Die  durch  die  obigen  Gleichungen  (*)  bestimmten  (rrössen  a^,  ü^,  ...  «i, 
haben  die  JEigenscIiaft,  dass  jede  Vielfackenstimme  derselben  der  Gleichung 
j^****-)  Qp  =  ccp  -\-  p' 

unterliegt,  u»,  wenu  p  aus  den  r  ersten  jene}-  Grössen  ableitbar  ist,  j)'  ans 
den  (r  —  1)  etsten  derselben  ahleithar  ist. 
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Es  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass,  wenn  von  den  Grossen  a'^,  ds,...aa 
der  Gleichung  (1)  mehrere,  etwa  die  Grössen  fl'a,  ...  a'r,  nuU  sind,  dann 
jede  Vielfachen  summe  von  «, ,  ...  a,  sieh  durch  die  Multiplikation  mit 
Q  in  ihr  «-faches  verwandelt,  und  also  das  zu  a  gehörige  Hauptgehiet 
von  Q  (siehe  387  |und  388 1)  von  r-ter  Stufe  ist. 

Wenn  unter  den  Hauptzahlen  von  Q  nicht  nur  a  derselben  vor- 
kommen, welche  gleich  a,  sondern  auch  6,  welche  gleich  ß,  c,  welche 
gleich  y  sind,  .  . . ,  wo  a,  ß,  y,  ...  alle  von  einander  verschieden  sind, 
so  lassen  sich  nach  dem  Obigen  Ii  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  ein- 
ander stehende  Grossen  b,,  ...  bf,  von  der  Art  angeben,  dass  jede  Viel- 
faehensumme  g  von  6^,  ...  bf,  der  Gleichung  Qq  =^  ßq  -\-  q'  genügt, 
wOj  wenn  q  aus  den  m  ersten  jener  Grössen  ableitbar  ist,  q'  aus  den 
(«!  —  1)  ersten  derselben  ableitbai-  ist,  und  ebenso  lassen  sich  c  in  357 
keiner  Zahlheziehung  zu  einander  stehende  Grossen  c,,  ...  Cc  von  der 
Art  angeben,  dass  jede  Yielfaehensumme  r  von  c, ,  . . .  Cl-  der  Gleichung 
Qr  =  fr  -\-  r'  genüge,  wo,  wenn  r  aus  den  m  ersten  der  Grossen 
q,  ...Cc  ableitbai'  ist,  r'  aus  den  m^l  ersten  derselben  ableitbar 
ist,  und  so  weiter. 

Es  lässt  sich  zeigen,  dass  dann  die  Grössen  ö,,  ...  «„,  6,,  ...  /;&, 
Cj,  ...  Ciy  ...  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  und  also  als 
Nenner  des  Bruches   Q  gesetzt  werden  können. 

In   der  That,   nehmen  wir  zum   Beispiel   an,  dass   zwischen   den 
Grössen  o,,  ...  «n,  fc,,  ...  tu,  e^, ...  Cm—i  noch  keine  Zahlbeziehung  be- 
stehe, aber  nun  zwischen  diesen  Grössen  und  der  Grösse  c,,,  eine  Zahl- 
beziehung hervortrete,  so  wird  diese  die  Form  haben 
(m)  j,  +  ,  +  ,_0, 

WO  p  eine  Vielfachensumme  von  a^,  ...  a,,  q  eine  Vielfachensumme  von 
/*[,  ...  i|i,  y  eine  Vielfachensumme  von  c,,  ...  c,„  ist,  also  wird  auch 

0  =  ed»  +  2  +  '■) 

sein.     Dies  ist  aber,  wie  oben  gezeigt, 

oder,  indem  wir  statt  r  seinen  Werth  '=  —  ^^  —  q  aus  der  Gleichung 
(m)  setzen, 

Q  =  {a  —  y)p+{ß-y)q-\-p'-\-q+T'. 

Da  nach  dem  Obigen  r'  ans  c^,  ...  c„,_i. numerisch  ableitbar  ist, 
so  sind  alle  in  dieser  letzteren  Gleichung  vorkommenden  Grössen  aus 
den  nach  der  Annahme  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehenden 
Grössen  a^,  ...  a^,  h^,  ...  iu,  Cj,  ...  c„,„i  numerisch  ableitbar.  Die 
rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  wird  sich  also  als  Vielfachen  summe 
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der  letztgenannten  Grössen  darstellen  lassen,  und  da  die  linke  Seite 
null  ist,  so  werden  (nact  28)  alle  einzelnen  Koefficienten  dieser  Viel- 
faclien summe  null  sein. 

Wenn  nun  p  von  Null  verschieden,  etwa  ^  a^fl-,  +  " '  ■  +  ^s^^ 
wäre,  wo  a;,  ^  0  ist,  so  würde  p'  nach  dem  Obigen  aus  «j,  .,.  «,,— i 
numerisch  ableitbar  sein,  folglich  würde  a„  da  es  auch  in  q,  q' ,  r' 
nicht  enthalten  ist,  in  jener  gleich  Null  gesetzten  Vielfachen  summe  nur 
einmal  vorkommen,  nämlich  mit  dem  Koefficienten  (a  —  ■y)x,  ver- 
assbunden;  dieser  müsste  also  null  sein,  was  unmöglich  ist,  da  x,  nach 
der  Annahme  ungleich  Null:,  und  «  ungleich  y  ist.  Folglich  ist  die 
Annahme,  dass  p  von  Null  verschieden  sei,  unmöglich,  das  beisst  p  ist 
gleich  Null.  Aus  gleichem  Grunde  ist  ;;  =  0,  Dann  aber  folgt  aus  der 
Gleichung  (m),  dass  r  =  0  ist.  Da  nun  aber  die  Grössen  a^,  . ..  üa  in 
keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  so  folgt  aus  ß  =  0,  dasa  alle 
Koefficienten  des  4.us<3 rucke s,  durch  welchen j)  aus  %,  ,,.  «„  abgeleitet 
ist,  null  sind,  und  da'iselbe  folgt  für  q  und  r.  Also  enthält  die  Glei- 
chung (m)  gar  kleinen  Ausdruck  der  Zahlbeziehung;  es  findet  also  eine 
solche  zwischen  den  Grossen  a,, ...  a^,  l>i,  ■■■  H,  ''d  -■■  Cc, ...  gar  nicht 
statt,  was  zu  zeigen  war  Also 
Wenn  die  Gleichung 

[(?«>  -  Q'Mn',  -  «f.)  .^.  (<-".  -  ««.)]  -  0, 

welche  in  Bemg  auf  q  vom  n-ten  Grade  ist,  a.  Wurzeln  =  «,  b  Wureeln 
=  (3,  ...  darbietet,  wo  a,  ß,  ...  von  einander  verschieden  sind,  so  Jcann 
man  n  in  Jceiner  Zahlbeziehung  su.  einander  stehende  Grössen  «(,  ...  «a, 
&!,  ...  6e,  ...  von  der  Art  angeben,  dass,  wenn  p  eine  Vietfackensumme 
der  m  ersten  unter  den  Grössen  a^,  ...  aa,  oder  unte}-  den  Grössen  b^, ...  6b, 
oder  unter  den  Grössen  irgend  einer  folgenden  Gruppe  ist,  dann  Qxj  im 
ersten  Falle  =  ccp  -^ p',  im  zweiten  =  ßp  -\- p',  ■•■  sei,  wo  p  aus  den 
m  —  \  ersten  Grössen  derselben  Gruppe  mtmeriseh  ableitbar  ist. 

Aam,  1,  Wenn  unter  den  Wurzeln  ^  ein  Paar  oder  melirere  Paare  ima- 
ginärer Wurzeln  vorkommen,  so  ändert  das  in  den  gewonnenen  Eesultaten  nichts, 
da  die  BeweiBführung  ebensowohl  für  imaginäre  wie  für  reelle  Wurzeln  gilt,  Bk 
hat  überdies  nicht  die  geringste  Schwierigkeit,  die  aus  iniaginä,ren  Wurzelpaaren 
fliesaenden  Bestimmungen  in  reelle  Form  umzusetzen,  was  jeh  daher  dem  Leser 
überlasse, 

Anm.  B.  Die  im  Obigen  entwickelten  Gesetze  sind  föi'  die  Theorie  der 
geometi'iachen  Verwandtschaften  von  Wichtigkeit.  In  der  That  stellt  jeder  Quo- 
tient, wenn  er  nicht  mehr  als  vier  Nenner  enthält,  geometrisch  gedeutet  eine  be- 
stimmte kollineare  Verwandtschaft  dar,  in  der  Art,  dass  jedes  Punktsystem  mit 
dem  Quotienten  multiplicirt  ein  dem  ersteren  koltineares  Punktsystem  liefert,  und 
umgekehrt  läsat  sich  jedes  einem  ursprünglichen  Punktsystem  kollinear  veiwandte 
Punktsystem  aus  jenem  dmch  Multiplikatiou  mit  einem  Quotienten  ableiten. 
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Dp  Quotient  gewahrt  aun  vor  jeder  andern  inaljtischen  -j-  Linkleidunjj  jenei  259 
Tprivandt  ciiaft  den  Vortiieil  da?^  sich  die  neaentliehen  Eigenthiunlithteiten  dei 
"Verwandtschaft  an  ihm  lut  die  emfachete  Wei  e  sjmbolisch  diistellpn.  '>md 
zum  Beispiel  die  yier  H<iupt5"üilea  emes  Quotienten  mit  Tier  Hennern  .iLle  reell 
und  von  emandei  -veräLhieden  10  bieten  je  ?wei  kollinear  yeiu  ludte  PunktaYsteme 
im  Räume  welche  durih  jenen  Quotienten  dargestellt  werdpn  können  vier  nicht 
in  einer  Ebene  liegende  Punkte  dar  welche  mit  den  ihnen  entsprechenden  zu 
sammenfallen  unl  auBsei  diesen  giebt  es  keinen  ftinften  Punkt  nekhei  mit  dem 
ihm  entsprechenden  Punkt'  des  andern  STstems  zuiammenfallt  Ebens  fnthalten 
die  vorhergehenden  SAt/e  die  beicndeien  Beziehungen  kollinearei  Verwandt sthaft 
in  dje  Fälle  wo  iiehrere  dei  Hauptzahlen  de  zugehörigen  Quotienten  Linandei 
gleich  werden 

Die  apeaellen  geometrischen  Verwandtschaften  welche  1er  Kollmeation  untei 
geordnet  smd  gehen  durch  specieUe  Annahmen  hervor  &0  7um  Beispiel  die 
Afhnität  durch  die  Annahme  di-is  den  unendlich  entfernten  Punkten  jedes  Systems 
luch  unendliLh  entfernte  Punkte  des  andern  ent  prechen  lemei  die  besondeie 
Alt  dei  Affinität  bei  dei  entsprechende  Körperraume  gleichen  und  gleichbezeich 
neten  Eaummhalt  haben  dur  h  die  Annahme  dass  ausserdem  {  einfachen  Punkten 
wiedei  einfache  Punkte  angewie  en  werden  und  dasa  ,  tat.  Piodukt  der  Haupt- 
/ahlen  das  heisst  der  Potenz werth  des  Quotienten  gleich  Eins  sei  Die  Koagruen? 
durch  die  (weitere)  Ai nähme  das«  die  entsp techenden  Strecken  gleich  lang  sem 
sollen  (wozu  jedenfalls  erfordeilich  ist  dass  zwei  vcn  den  Hauptzableu  de 
Quotienten  ^  1  und  die  indern  beiden  entweder  =  1  oder  ==  ^  1  oder 
=^  cos  o  +  I  sma  seien)  Die  Kongruenr  verwmdelt  sich  in  die  Symmetrie  wenn 
das  Piodukt  der  Hiuptzahien  ==  —  1  statt  +1  wird  Endlich  die  Aehnlichkeit 
geht  aus  der  Aftinit&t  heivor  duich  die  Annahme  dass  die  entsprechenden  Strecken 
numensch  in  gleichitm  7erhattnisae  stehen 

W  IT  betrachten  nun  im  Folgenden  noch  eine  specielle  Form  des  Quotienten 
welche  mit  der  1  er  wandt  schait  dei  ReciprocitAt  in  cngatei  Beziehung     teht 

391.  Wenn  an  Brmh  Q  die  Eigenschaft  Jmt,  i/tss  fiir  hrluh  gp 
ton   ^iiU  vetbchtedene  Grossen  erstet  Stufe  a  und  li 

(a)  [Qa\p]  =  lQh\a'\  und  [Qß\a]  ^  0 

■ist,  so  lassest  sich  stets  n  in  hcijier  ZaldhesieJmng  zu  nwnula  stehende 
Grössen  erster  Stufe  c, ,  ...  c„  von  der  Art  finden    da^,', 

ist,  sobald  r  von  s  verschieden  ist.  Ferne*'  smd  datin  dtr  n  Hanpfzahlen 
des  Bruches  Q  alle  reell,  und  unter  ihnen  so  iiel  pontive,  a/s  es  unte) 
den  Produkten 

(«)  [«»ii«,],...,  [e».w 

positive  giebt.     Endlich  lassen  sich  stets  n  zu  einander  normale  Grossen 
e,,  ...  Ca  *wi  der  Art  ßnden,  dass  jede  derselben,  mit  Q  nmltiplicirt  ein 
Vielfaches  derselben  liefert,  also 
(d)  (,)<',  =  e,.e,.,  26U 
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IVO 

(e)  [e,|f.]  -  0 

für  jedes  von  r  verschiedene  s. 

Beweis.  Ich  zeige  zuerst,  dass  aich  n  Grössen  c,,  ...  t,,  der  ver- 
laugten Art  finden  lassen.  Es  genügt  au  zeigen,  daas  sie  der  Glei- 
chung (b)  für  den  Fall  genügen,  dass  r  -Cs  ist,  denn  da  nach  der 
Voraussetzung  (a)  [Qc-  c,]  =  [Qc^  Cr]  ist,  so  folgt  dann,  dass  die  Be- 
dingung auch  bestehen  bleibt,  wenn  umgekehrt  der  erste  Indes  grösser 
ist  als  der  zweite. 

Ich  setze  der  Kürze  wegen  QCr  =  K  und  zeige  zunächst,  dass  mau 
n  von  Null  verschiedene  Grössen  erster  Stufe  c^,  . . .  c„  finden  kann, 
welche  den  Gleichungen  [kAc.^  ==  0,  für  jedes  c  <s  genügen. 

Nach  189  können  wir  diese  Gleichungen  auch  schreiben  [c,  jÄv]  =  0. 
Zunächst  wählen  wir  für  c^  eine  beliebige  (von  Null  verschiedene) 
Grösse  (erster  Stufe).  Dann  muss  c  der  Gleichung  [c^  ft,]  =  0  genügen, 
das.s  heisst,  c^  muss  zu  Ji,  normal  sein  (nach  152),  oder  anders  aus- 
gedrückt, Cg  muss  dem  Gebiete  j^, ,  welches  von  (m  —  l)-ter  Stufe  ist, 
angehören.  Im  üebrigen  sei  Cg  willkürlich.  Ferner  muss  c^  den  Glei- 
chungen [cai^i]  ==  [t^l^j]  ^  0  genügen,  das  heisst,  c^  muss  den  Ge- 
bieten h^  und  \k^  angehören,  also  dem  ihnen  gemeinschaftlichen  Ge- 
biete, dieses  ist  (nach  26)  mindestens  von  (n  —  2)-ter  Stufe,  in  ihm 
sei  c^  willkürlich.  Aus  gleichem  Grunde  muss  c^  den  Gleichungen 
[c^i^i]  =  [C4  /c^]  ■=  [C4 ^]  ^  0  genügen,  also  demjenigen  Gebiete  an- 
gehören, was  den  drei  Gebieten  (n  —  l)-ter  Stufe  jt[,  k^,  7%  gemein- 
schaftlich ist,  dies  Gebiet  ist  mindestens  von  (n  —  3)-ter  Stufe,  in 
ihm  sei  c^  willkürlich,  und  so  fitbre  man  fort.  Endlich  c„  muss  den 
Gleichungen 

[c,.  k;]  =  |"«„|/,g  =  .  - .  =  [c,  Ä„_i]  =  0 

genügen,  das  heisst,  c„  muss  den  (h  —  1)  Gebieten  (w  —  l)-ter  Stufe 
Aj,  k^,  . . .,  l;,—i  angehören,  diese  haben  mindestens  ein  Gebiet  erster 
Stufe  gemeinschaftlich,  in  diesem  sei  c„  beliebig  (aber  von  Null  vei'- 
schieden)  angenommen 

Somit  haben  wir  jetzt  n  von  Null   verschiedene  Grössen,  welche 

den  Gleichungen  \c,\k,']  =  0,  das  heisst,  0  =■  [kr  c,]  =  [QCr  c]  zunächst 

für  jedes  r  <  s  genügen,  also  auch  nach  Gleichung  (a)  für  jedes  von 

tiir  verschiedene  s.     Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass    q,  ...  g„  m  \  keiner 

Zahlbeziehung  zu  einander  stehen. 

Angenommen,  es  herrschte  zwischen  ihnen  die  Za.hlbeziehuug 

^1*^1  +  "■  "1"  ^"^"  =  "' 
wo   mindestens  einer  der  Koefflcienten,  zum  Beisjjii?!  x,-   von  Null  vej'- 
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schieden  ist,  so  hätte  man 

0  =  [Qcr\{x,c,  +  ■  ■  ■  +  x„c„)]  =  x.lQcAcr'l , 
wei]  alle  übrigen  Produkte  null  sind,  also  hätte  man,  da  a;^  ^  0  ist, 
[ÖCr  Cr]  =  0,  was  gegen  die  Voraussetzung  (in  (at)  streitet,  also  ist  es 
unmöglich,  dass  c^,  ...  c„  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einaüder  stehen. 
Nun  sei  [Qc^c,^  =  «r,  «nd  a,-  ==  Cr  '■  Yccr  gesetzt.  Dann  bilden  die 
Grössen  a^,  ...  «„  einen  Verein,  welcher  den  Bedingungen 

(f)  [««.,  aj  -  0, 
wenn  J'  ^  S,  und 

(g)  [^«,,«,]  =  1 

unterliegt,  und  zwar  ist  o,.  reell,  wenn  [Qc^Cr}  positiv  ist;  hingegen 
ist  ür  einfach  imaginär,  das  heiast,  als  Produkt  einer  reellen  Grösse 
und  der  Quadratwurzel  aus  ~  1  darstellbar,  wenn  [Öivjcr]  negativ  ist. 
Es  sind  also  unter  den  Grössen  «, ,  . . .  «,  so  viele  reelle,  als  unter  den 
Produkten   [ÖCi|c,],  ■-■  [öc«|Cn]  positive  sind. 

Ich  will  jeden  solchen  Verein  w^,  ...  %,  welcher  den  Gleichungen 
(f)  und  (g)  unterliegt,  und  in  welchem  jede  der  Grössen  a^,  ...  a„  ent- 
weder reell  oder  einfach  imaginär  ist,  der  Kürze  wegen  einen  Jcon- 
jti^irten  Verein  nennen. 

Es  zeigt  sich  nun,  dass  ein  solcher  Verein  bei  einer  gewissen  spe- 
ciellen  Art  der  circulären  Äenderung  der  darin  vorkommenden  Grössen 
wiederum  ein  solcher  Verein  bleibt,  und  zwar  so,  dass  die  Anzahl  der 
reellen  unter  den  n  Grössen  in  dem  einen  Verein  eben  so  gross  ist 
wie  in  dem  andeni.  Diese  besondere  Art  der  circulären  Äenderung 
soll  zwei  Grössen  a^  und  «j,  die  beide  reell,  oder  beide  einfach  imaginär 
sind,  in  zwei  andere  Grössen  h^  und  h^  überfahren,  wo 
(h)  hl  =  a:«!  +  i/flg,     h.^  =  xir.^  —  ya-^ 

ist,  sobald  X  und  y  beide  reell  sind,  und  die  Summe  ihrer  Quadnite 
Eins  ist,  also 

a;2  4-  j/^  =  1 . 

Wenn  hingegen  von  den  beiden  Grössen  Tj  und  «^  die  eine  reell,  die 
andere  imaginär  ist,  so  soll  sie  die  beiden  Grössen  a^  und  fl»  in  die  Grössen 

\  =  xa^  +  yia^ ,    \  =  xa.,  —  yiciy  -^ 

umwandeln,  wo  »  =  ]/—  1,  x  und  y  beide  reell  sind,  und  x^  —  y',  das 
heis^t,  a;  +(i/j)^  =  list  Man  kann  daher  auch  sagen:  Die  Gleichungen 
(h)  steilen  jede  deiiitige  cireuläre  Äenderung  von  zwei  Grössen  riy 
und  ffj  dai,  wenn  j-  immer  reell,  y  aber  nur  dann  imaginär  und  zwar 
einlach  imaginär  ist,  wenn  von  den  Grösseii  «,  und  «^  die  eine  rueli 
und  die  indeie  einfach  imaginär  ist. 


y  Google 


260  Aj.     Abschnitt  11.    Kapitel  1,    §  i,    Nr,  391. 

Es  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  auch  ^j  und  b^  beide  reell,  oder 
beide  einfach  imaginär  sind,  oder  eine  derselben  reell,  die  andere  ein- 
fach imaginär  ist,  je  nachdem  dies  für  n,  und  a^  der  Fall  war,  und 
dass  also  die  Anzahl  der  reellen  Grössen  des  Vereins  bei  der  ( beschrie- 
benen Art  der}  cireulären  Aenderung  dieselbe  bleibt.  Ferner  wird  f(ir 
jedes  (■  >  2  vermöge  der  Gleichungen  (h) 

[fli,!«,]  -  x[(3<.,la,]  +  >K«,!o,]  -  0, 
da  [(^ß,  !o^]  und  [<^n,^a^]  (nach  (f^)  null  sind;  aus  gleichem  Grunde  ist 
dann 

Ferner  ist 

IQb, »,]  -  «'[««,1«,]  -  !,■[«»,  »,]  +  is([«o,K]  -  [««,  io,]), 
oder,  d»  [Co,»,]  —  [C»,  o,]  -  0,  und  [«o,!«!,]  -  [«ii.l«,]  —  1  i»t, 

lQi,b,]~(l. 
Ferner  ist 

oder,  da  [Ö«iiiJ  null,  \_Qa^\-h]  =  [©«s  «J  =  1  ^  «'"3  a:-  +  ?/-  =  1  ist, 
so  wird 

und  aus  gleichem  Grunde  [66o|/jg]  =  1-  Also  genügt  der  Verein, 
welcher  aus  a,,  a^,  ...  a,t  durch  circuläre  Aenderung  zweier  Grössen 
hervorgeht,  noch  immer  den  Gleichungen  (f)  und  (g),  also  auch  jeder 
Verein,  welcher  aus  %,  a^,  ...  a^  durch  wiederholte  circuläre  Aenderung 
hervorgeht. 

Ich  zeige  nun,  dass,  wenn  irgend  zwei  der  Grössen  «j ,  ...  a„,  etwa 

ßi  und  «2  noch  nicht  au  einander  normal  sind,    man  sie  durch  {eine} 

circuläre  Aenderung  { der  beschriebenen  Art  |  normal  zu  einander  machen 

263  kann,  und  dass  dabei  das  Produkt  der  mimerischen  Werthe  f  dieser 

Grössen  jedesmal  abnimmt. 

In  der  That,  soUen  \  und  h^  zu  einander  normal  sein,  das  heisst, 
(nach  152)  \l>-^  b.^  =  0  sein,  so  hat  man  (nach  i,h)) 
0  =  [{xa^  +  ya^)  i  {xa^  —  ya^)] 

oder 

0  ^^  x^  —  y'  —  2  yxy, 
wo  y  =  («,-  —  «g-)  :  ^[ajißa]  ist,  hieraus  folgt 

^  =  r  +  "|/TT?- 

Sind  nun  o.^  und  a,  beide  reell  oder  beide  einfach  imaginär,  so  ist  y 
reell,  also  auch  x:y  reell,  also  können  wir  dami  x  und  y  beide  reell 
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annehmeiij  iind  die  Aenderung  ist  eine  circuläre  { der  verlaugten  Art ) . 
Ist  hingegen  von  den  Grössen  tr,  und  a^  die  eine,  (gleichviel  welche,} 
reell  =)■,  die  andere  einfach  imaginär  =^r'i  (wo  i  =y — l),  so  wird 

,  =  +  (,-. +/.);2i[r:/], 
also 

-  2[r|r']"   '     ■"         2[r|/]" 

4[r|r']= 
also  ist  )/l  -f-  'y'  einfach  imaginärj  aber  auch  y,  also  auch  ihre  Summe, 
das  heisst,  x :  y.  Nehmen  wir  also  x  reell  an,  so  wird  y  einfach  imaginär, 
aber  dies  war  gerade  die  Bedingung  der  { speciellen }  circulären  Aenderung 
tür  diesen  Fall.  Also  lassen  sich  in  allen  Fällen  je  zwei  der  Grössen 
des  Vereins,  die  noch  nicht  normal  zu  einander  sind,  durch  {eine 
solche)  circuläre  Aenderung  normal  zu  einander  machen. 

Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass  bei  dieser  Aenderung  das  Produkt 
der  numerischen  Werthe  der  Grössen  kleiner  wird.  Hierbei  soll  unter 
dem  numerischen  Werthe  einer  Grösse  ri,  wo  r  reell,  und  i  =  j/ —  1 
ist,  der  numerische  Werth  von  r  verstanden  sein*). 

In  diesem  Sinne  seien  cc^  und  «^  die  numerischen  Werthe  von 
«i  und  «äj  "^li  ßi  ^^^  ßn  'ii^  ^on  &,  und  b^,  so  ist  (nach  15C) 
[flioj^  =  ['-'i^i]-,  aber  (nach  198)  ist  [ö|«ä]-=  (a,«^  smia,a^y,  wenn 
a^  und  «2  f  reell  sind;  dasselbe  wird  nun  auch  der  Fall  sein,  wenn 264 
a^  und  *'.,  einfach  imaginär,  und  unter  /. '(,  o.^  stets  der  Winke!  zwischen 
den  entsprechenden  reellen  Grössen  verstanden  ist;  wenn  hingegen  eine 
der  Grössen  a^  und  «j  reell,  die  andere  einfach  imaginär  ist,  so  wird 

[ö; (/.;]-  =  —  («i«a  ^i^  L'h'^^Ti 
aber  dann  auch 

also,  da  [ffiiiaJ-  =  [''iM"  ^^*i  ^^  ■'^^  ^^  allen  Fällen 
(«,  a,  sin  L  fli  aj  =  (ß,  ß,  sin  L  h  hf  • 
Wenn  nun  c^  und  «,j  nicht  zu  einander  normal,  hingegen  b^  und  6^  zu 
einander  normal  sind,  so  ist  (sin  ia^a^y  <.!,  (sia  ib^h^Y  =^  i,  also 
(/5i^2)^<(«i'^3)S  ^^^  heisst,  da  ß^,  a^,  ß^,  ß^  positiv  sind,  ß,ß.^<K,a^. 
Also,  wenn  von  den  Grössen  eines  konjugirten  Vereins  irgend 
zwei  noch  nicht  zu  einander  normal  sind,   so  lässt   sich   der  Verein 

*)   { Diese  Festsetzung  steht  in  Einklang  mit  der  später  (vgl.  Nr.  413  und  414) 
gegebenen,  Erklärung  des  numerischen  Werthes  einer  imt^jinären  eirtensiven  Grösse.  | 
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circnläi-  30  umwandeln  Uss  iJds  Produkt  der  numerischen  Werthc 
aller  Grijssen  des  Vereinv  kleiner  wnd  Da  es  nun  ein  Minimum  für 
dies  Produkt  geben  muss,  und  dies  Minimum  mir  eintreten  kann,  wenn 
iiUe  Grössen  des  Veieius  /u  emandei  noimal  sind,  so  muss  sieh  also 
durch  (wiederholte)  circulait  Aendeiung  {der  beschriebenen  Art)  aus 
dem  Verein  o^,  a^,  «,  em  Verein  ableiten  lassen,  von  dessen  n 
Grössen  je  zwei  zu  emandei  normal  sind 

Ea  sei  }\,  r^,  j„  dieser  Veiem,  so  genügt  derselbe,  da  er  aus 
dem  Verein  i-f,,  o^,  ...  a„  abgeleitet  ist,  wie  oben  bewiesen,  noch  den 
(Tleichungen  (f)  und  (g),  und  enthält  eben  so  viele  reelle  Grössen,  wie 
dev  letztere  Verein,  also  eben  so  viele  reelle  Grössen,  als  unter  den 
Produkten  [Ö^i  cj,  ...,  [Qc„  c„\  positive  Produkte  vorkommen.  Nun 
sei  Qr,  =  Xif,  +  ■  ■  ■  +  3;„r„,  so  verwandelt  sich  die  in  der  Gruppe  (f) 
enthaltene  Gleichung  0  =  [Qi\  rj  in 

da  liUe  übrigeii  Produkte  [r^r^]^  ['aM'  ■■■  wegen  der  normalen  Be- 
ziehung (nach  152)  null  sind.  Da  nun  ferner  r^,  also  auch  [r^jr^] 
von  Null  verschieden  ist,  so  folgt  aus  der  Gleichung  0  =  3;aL*'aK]) 
dass  A'ä  =  0  sei;  auf  gleiche  Weise  folgt  a"g  ^  0,  ...,  a;„  =  0,  also 
<^r^  =  Xjr,.  Dann  verwandelt  sich  die  in  der  Gruppe  (g)  enthaltene 
Gleichung  l=K''i!''i]  in  1  =  *'i[''i,'"i]  =  ■i^i''r  >  <J*s  heisst,  x^  ist 
==  1  :  »■,-,   also 


SK^iind  auM  gleicbein  Grunde  ist 
8etzt  man  ilahei'  noch 

und  setzt  )j,  r^,  ...  r„  als  die  Nenner  des  Bruches  Q,  so  werden  die 
zugehörigen  Zähler  p^r,,  Q^r.^,  ...  p„r,.  Die  |au  denselben  Nennern  ge- 
hörigen} Zähler  des  Bruches  q  ~  Q  werden  aiso  (p  — 9i)j'i,  (ß  —  Pä)'*aj  ■■■) 
(p — Q«)^'"'i  <1^^  Potenzwerth  des  Bruches  p  —  (^,  welcher  (nach  384) 
gleich  dem  kombinatorischen  Produkte  seiner  Zähler  dividirt  durch  das 
seiner  Neuner  ist,  wird  also  gleich  {ß  —-  0,)(0  —  p^)  ...  (p  —  p„). 

Die  Gleichung  aber,  durch  welche  die  Hauptzahlen  p  eines  Quo- 
tienten [  Q  ]  bedingt  sind,  drückt  aus,  dass  der  Potenzwerth  von  p  —  (^ 
null  sä  {vgl.  Nr.  388),  also  hat  man 

(P  —  Pi)  (P  —  Pa)  -  ■  •  (P  —  P")  =  '■'; 
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das  heisst,  (j,,  ...  q„  sinrl  die  HüupfezahJeji  von   Q,  es  waren  dieselben 
(^tiach  (il)  gleich 


Je  nachdem  nun  r  reell  oder  einfach  imaginär  ist,  ist  1 :  J-  positiv  ndev 
negativ,  also  kommen  unter  den  Hauptzahlen  von  Q  so  viele  positive 
vor,  die  unter  den  Grossen  j,,  i^,  >  leelle  voikommen  das  heisst, 
wie  oben  gezeigt  als  unter  den  Piodukten  [^fj  GjJ  [Q     c  ]  positive 

\oikoraraen     Also  i^t  der  Satz  Aollst\ndig  erwiesen 

Anm  Die  Hauptaiblen  des  yuati^ntec  Q  und  die  zugelicugpn  dii  &fii 
j       I  I     hssen  iieh   iurc-li  das  Vertahien  m  388    mmittelbar  finden     i_h  kam 

hii-r  nur  daiauf  an  die  besondere  einfache)  Beeiebungen  welche  imti,r  d 
Bpet-iellen  Voraussetzung  die  wii  tur  Q  gemn  ht  hatten  zwischen  jpnen  (iroissej 
hervortreten  abzuleiten  Gelegentlich  kommt  m  dem  oben  gegebenen  Bewri  l 
dei  Beweis  des  sogenannten  Trägheit&gesetzea  ijuiliatischer  Bornien  vor  luch 
Usst  Moll  aub  ihm  dei  Sturm  i^'he  Satz  ubei  die  Wurzeln  algebiaisihir  Olei 
thun^en  leicht  ableiten  Auf  die  Ueometrie  angewandt  ^chheos,t  unser  '^at/  den 
^at?  Pm  daas  jede  algebraische  Oberfläche  zweitei  Urdming  drei  reelle  ömriit 
i\  n  enthalt    und  det  ''atz   ^88  Ithit  dipsolbrn  unmittelbar  finden 

§  5.     Die  Funktionen  als  extensive  GrÖsaen.  36 

392.  Erklärung.  Ich  sage,  eine  Funktion  f  sei  aus  einer  oder 
mehrere-n  Funktionen  /',,  /!.,  ...  numerisch  ableitbar,  wenn  sich  /'  in 
der  Form  ^ 

darstellen  iässt,  wo  «,,  «a, -■■  Zahlgrösseu  ausdrücken,  die  entweder 
konstant  oder  tJoch  von  den  Variabein  der  Funktionen  unabhängig'  sind, 
und  wo  das  Gleichheitszeichen  die  Gleichheit  Im  belieluge  Weithi 
diesei  letzteren  VariabeLn  aussi^^ 

4nra  NaL.lidera  dieae  Definition  tPstgeetellt  ist,  beziehen  sith  aUp  bishei 
I utgest eilten  Biklarungen  und  S^tie  unmittelbai  auch  auf  Funktionen,  wtlcbi 
hiernach  als  extensive  Grössen  ersckeinen  E^  ist  diese  Betrachtungsweise  tur 
die  Fuaktionenlehre  und  daher  hui  h  tur  die  Theorie  dei  K  nveii  und  Oberflächen 
\on  gio??er  Bedeutung,  wie  sich  unten  zeigen  wird  Auch  kann  sie  dazu  dienen 
um  unabhängig  von  den  fiöheien  geometrisrben  Entwickelungen,  den  Begriff  dei 
Addition  von  Punkten,  Linien    Flächen,  und  so  neiter    festzustellen 

Für  die  Scbarfe  der  Auftissung  ist  noch  zu  bemerken,  dass  stets  testgestellt 
sein  muBs,  welr-hes  die  Variabein  sind,  Toa  denen  die  Funktionen  abhangig  ge 
dacht  werden  sollen,  und  auf  die  sich  somit  au&h  die  obige  Dpfinitionsgleichunt; 
bezieht 

Tim  em  Beispiel  fm  die  besondere  Gestaltung  der  allgemeinen  Begrifte  zu 
jieben  wenn  Funktionen  als  Einheiten  geset^^t  weiden,  betiachtt  ich  die  seohh 
Funktionen  v  y",  j,y,  ',  y ,  1,  in  denen  %  und  v  die  Variabebi  sind  Diese 
stehen  m  keiner  Zahlbeziehung  ^u  einander,  da,  wenn 
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sein  soll,  für  jeden  Werth  von  x  und  y,  alle  Koefficienten  a,  b,  e,  d,-e,  f  null 
sein  müssen.  Wir  können  also  jene  sechs  Punktionen  als  ein  System  von  Ein- 
heiten setzen.  Die  aua  ihnen  numerisch  ableitharen  Funktionen  sind  die  Punk- 
tionen zweiten  Grades  mit  zwei  Variabein.  Diese  bilden  also  ein  Funktionagehiet 
secbster  Stufe.  Aue  sechs  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehenden  Funktionen 
zweiten  Grades  mit  zwei  Variabeln  lassen  sich  also  allu  Punktionen  zweiten 
Grades  mit  awei  Variabein  numeriacb  ableiten, 

393.  Erklärung.  Es  seien  x  und  y  die  Koordinaten  eines 
Punktes  in  der  Ebene  (oder  x,  «/,  s  die  Koordinaten  eines  Punktes  im 
Räume),  ferner  seien  fy,  f^,  ...  f„  n  in  keiner  Zahlbezietung  zu  ein- 
ander stellende  Funktionen  dieser  Koordinaten  und  sei 
f=xj\  +  V2  +  ---  +  a;„/,, 
-267  das  heisstj  Xi,  ...  Xn  die  Äbleitzahlen,  durcb  welebe  /'  aus  /,,  ...  f,,  ab- 
leitbar ist.  Endlich  herrsche  zwischen  diesen  Äbleitzahlen  die  {homo- 
gene }  Gleichung 

(a)  »(«„«„...s.)_0, 

SO  nenne  ich  die  G-esammtheit  der  Kurven  (Oberflächen)  /=  0,  für 
welche  die  Ableitzahlen  von  /'  der  Gleichung  (a)  genügen,  ein  zu 
dieser  Gleichung  gehöriges  Kurvengebilde  (Flächengebilde), 
und  zwar  ein  Kurvengebilde  (Flächengebilde)  m-len  Grades, 
wenn  die  Gleichung  (a)  vom  j«-ten  Grade  ist. 

Sind  ins  Besondere /ij/'g,  f'^Fnnktionen  ersten  Grades  \on  x  und  y,  und 
f==xj,  +  xJi  +  x^f^, 
so  bedingt  die  homogene  Gleichung  {w-ten  Grades] 

<p(x^,  x^,  x^  =  0 
eiu  Liniengebilde  |}«-ten  Grades)  in  der  Ebene. 

Sind  /"j,  /^,  /j,  f\  Funktionen  ersten  Grades  von  x,  ij,  z,  und 
f=  «i/l  +  ^fi  4-  «s/'s  +  xj^, 
so  bedingt  die  homogene  Gleichung  {m-ten  Grades  j 

rp{Xi,  X2,  «3,  «4)  =  0 
ein  Ebenengebilde  {m-ten  Grades)  im  ßaume. 

Änm.  Die  ganze  hier  eingeleitete  Idee  ist  nichts  anderes,  als  die  natur- 
ftemässe  Erweiterung  des  Begriffs  der  Koordinaten,  welche  aus  dem  Wesen  dieses 
Begriffe  von  selbst  hervorgeht. 

Die  Koordinaten  sind,  anf  ihre  uraprnngliche  Idee  zurückgeführt,  die  Äbleit- 
Kahlen  einer  Grösse,  durch  welche  diese  Grösse  ans  mehreren  in  keiner  Zftkl- 
beziehung  zu  einander  stehenden  Einheiten  hervorgeht.  Substituiren  wir  nun 
diesen  Einheiten  Funktionen  der  ursprünglichen  Koordinaten,  so  geht  der  obige 
allgemeinere  Begriff  hervor.  Diese  Punktionen,  welche  als  Einheiten  gesetzt  sind, 
werden  dann  in  der  Ebene  jede  durch  eine  Kurve  und  einen  Eoefficieuten  dar- 
gestellt, nämhch  durch  die  Kurve,  welche  alle  Punkte  umfasst,  deren  Ursprung- 


y  Google 


Die  Funlitionüii  als  extensiye  Grössen.   —  Kreisfunktionen.  265 

liehe  Koordinaten  jene  Funktion  null  machen,  und  durch  den  KoefEoienten  irgend 
eines  von  Kuli  yerschiedenea  Gliedes  der  Funktion;  wobei  dann  einerseits  durch 
diese  Funktion  sowohl  jene  Kurve  als  jener  Koefficient,  andererseits  durch  die 
letzteren  die  erstere  bestimmt  ist.  Diese  Kurven  selbst  repräsentiren  die  räum- 
liche Läge  der  Einheiten  und  diese  Koefficienten  ihre  metrischen  Werthe. 

Ausser  dem  in  dem  Lehrsätze  angedeuteten  Falle,  wo  /, ,  f^,  . ,  ,  Funktionen 
ersten  Grades  sind,  werde  ich  hier  noch  don  Fall  betrachten,  wo  /',  ,  f.,,  ...  Kreis- 
funktionen sind. 

394.  Erklärung.    Die  Funktion  2iJ 

x^  +  f  +  ßx  +  yy^-S 
nenne  ich  eine  einfache  Kreisfunktion,  die  Punktion 

«(^'  +  f)  +  ^x -^r  ry -\- s 

eine  a-faclie  Kreiafunktion.  TJnd  wenn  f(x,  y)  eine  Kreiafuuktion 
ist,  so  nenne  ich  den  Kreis,  dessen  Gleichung,  hei  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten, 

fix,  y)^(J 
ist,  den  zu  dieser  Funktion  gehörigen  Kreis.    { Von  einem  Kreise  soll  ge- 
sagt werden,  er  sei  aua  einer  Anzahl  von  Kreisen  numerisch  ableitbar, 
oder  er  stehe   mit  andern  Kreisen   in   einer  Zahlbeziehung,  wenn   das 
Entsprechende  für  die  zugehörigen  Kreiafunktionen  gilt.] 

395.  ÄUe  Kreisfunidionen  sind  aus  vier  in  keiner  Zahlbeziehumj 
SU  einander  stehenden  Kreisfunktionen  numerisch  ableitbar. 

Beweis.  Jede  Kreisfiinktion  ist  aus  den  vier  in  keiner  Zahl- 
beziehung  zu  einander  stehenden  Funktionen  x"^  +  y^,  x,  y,  1  nume- 
risch ableitbar.  Folglieh  auch  (nach  24)  aus  beliebigen  vier  in  keiner 
Zablbeziehung  zu  einander  stehenden,  aus  j.'  -\-  y',  x,  y,  1  ableitbaren 
Funktionen,  das  heisst,  aus  vier  solchen  Kreisfunktionen. 

396.  Der  Doppelabstand  (siehe  345)  eines  Punktes  (x  ,  y")  von 
einem  Kreise,  dessen  Gleichung 

fix,  2/)  =  0 
ist,  ii!0  f(x,  y)  eine  einfache  Kreisftinktion  beseichnet,  ist  gleich 

Anm.  Der  Beweis  durch  Koordinaten  ist  bekannt.  Viel  einfacher  ist  jedoch 
der  auf  dem  Begriff  extensiver  Grössen  beruhende  Beweis,  Es  gründet  sich  dieser 
darauf,  dass,  wenn  p  oin  variabler  Punkt,  a  dei'  Mittelpunkt  dos  Kreises  uud  a 
sein  Radius  ist, 

(r--«)ä-<.-_o 

die  Gleichung  des  Kreises  ist,  und  die  linke  Seite  derselben  zugleich  den  Doppel- 
abstand des  Punktes  p  von  dem  Kreise  darstellt,  was  beiden  unmittelbar  im  Be- 
griffe liegt, 

397.  Drei  Kreise  steJim  dann  und  nur  dann  in  einer  Zahlbesiehung 


y  Google 


yilH  A„.     Abxclmitl  II,    lwt[)itd  I.    g  &.    Nr.  J'JT     riWO, 

Sit  einander,  tvmn  sie  alle  drei  durch  dieselben  zwei  {reellen  oder  imngi- 
nären)  FimMe  gelten. 

Beweis.     Ee  seien  /j,  f^,  f^   drei  Kreisii.inktioueii  von  x  und  y, 
k\,  h.^,  \  die  drei  Kreise,  deren  Gleichimgen  heziehlicli 
611  f,  =  0,  /;  =  0,  f,  =  0 

sind.  Es  srii  -/.uurKl.  eine  Zahlbeziehmig  zwischen  ihnen  angeiiornnteji, 
etwa 

(.)  f,  - «/.  +  «,/■■ 

Die  Durchschnittspunkte  der  Kreise  h^  und  l<^  sind  vuni  diejenigen 
Pankte,  für  welche  gleichzeitig  f^  und  f^  null  sind;  dann  ist  aber  ver- 
möge der  Gleichung  (a)  auch  /g  null,  das  teisst,  diese  Durchschnitts- 
punkte  liegen  auch  m  dem  Kreise  / 

Nun  sei  umgekehlt  lugenommen  dass  die  Duithschnittspunkte 
von  k^  und  /  auch  in  1  hegen  Für  irgend  emen  diitten  Puakt 
{/,  y')  in  /,  mögen,  wenn  man  seine  Kooidmaten  statt  t  und  y  in 
die  Funktionen  f^  und  f  einfühlt  diese  beziehlich  die  A\(rthe  re^ 
und  a^  annehmen    i     hat  der  Kieis     de«&en  <Tleichunt 

«r, -«,/.- u 

i'^t,  mit  /'j  ausser  den  ol>igen  Durch 'lichnittspmikten  nouh  den  Punkt 
\j  j  ij)  gemem,  ilso  diei  Punkte,  ist  ihm  also  identisch,  das  heisst 
dci  Kieis  /     iist  \us  /,  und  1^  numeiisch  ableitbai 

Anw  Wenn  die  Duichsclmittspunkte  der  Kreise  i,  und  A  imagmdi  weiden 
Sil  liat  ledpr  Kreis  dPi  die^plben  beiden  imiigmäieii  Punkte  enthUlt  '  immer 
noth  I  die  i  igenschaft  dass  sem  Mittelpunkt  mit  den  ilittelpunkteu  lener  Kreiai 
jn  gerader  Linie  hefft  und  die  drei  Kreise  die^eibe  Linie  gleichen  Doppelab 
st  indes  (gleicher  Potenz  nach  Steinen  haben 

198.  Ziiti  Kietse  Itabpn  stets  eine  getndc  Lime  (7-e-.  yletüim  Doppcl 
nhstanäßh  und  diei  Kreise  stets  einen  Funkt  dts  gleichen  Doppelahstande'^, 
und  ztiat,  wenn  f^,  f  ,  f^  dfci  einfache  Kretsfumkhonen  '»nd,  bO  tsf 

du  Gleichung  fm  die  (jeiade  Linie  des  gleteben  Doppelabstandeb  von  den 
^n  /,  nnd  /^  tjeliom/en  Kniten,  und  der  Punit,  welchei  durch  die  GIpi 
ckungm  ,;  _.  ,^  _  „, /,  _,^  _  „ 

bestimmt  ist,  ist  der  Funkt  des  gleichen  Doppelahslandes  von  den  drei  Sit 
f\,  /g,  4  gehörigen  Kreisen. 

Beweis.     Für   die  Punkte   des   gleichen  Doppelabstandes  der  zu 
den  einfachen  Funktionen  f^,  /j  gehörigen  Kreise  bat  man  (nach  396) 
fl  =  fi,  das  heisat,  /i  —  /^  =  <J. 
■  0         Da   aber  l\  und  /^   einfache   Kreisfunktionen  sind,   so  heben   sich 


y  Google 


ZalillieKiehungen  zwischen  Kreisen,  267 

in  <Jei-  Differenz  /i  —  f.^  die  quadratischen  Glieder  auf  und  Z",  —  f^ 
wird  eine  lineare  Funktion,  also  t\  — /a  =  0  die  Gleichung  einer  ge- 
raden Linie.  Für  den  Punkt  I"  des  gleichen  Doppelabstandes  von  den 
drei  zu  /l,  f.^,  f.j  gehörigen  Kreisen  hat  man  aus  gleichem  Grunde 
t\=fi=  fs,  das  heisst,  f,—f^  =  0  und  f,  —  f^  =  0;  also  ist  P  der 
Durehschniitspunkt  der  durch  die  letzten  zwei  Gleichungen  dargestellten 
geraden  Linien. 

Anm  (Die  Linie  glßiclien  Doppel  ab  Standes  von  zwei  Kreisen  ist  senkrecU 
^u  der  Cenbalo  diesei  Kreise  )  Pur  zwei  concentri  che  Kre  ap  isird  jene  Iinie  un 
etdbüh  entfernt  fur  identische  unbestimmt  Fm  diei  Kre  se  de  en  Mittelpunkte 
tt  seiftder  Linie  hegen  wird  der  Punkt  les  gleichen  Doppelabstandes  entwedei 
nen  llich  pntferiit  oder  iml  estinu  t  innerhalb  einer  geraden  Lmie  odei  ganz 
unbest  mmt  e  nachdem  z  isohen  den  dre  Kieisen  keine  eine  odei  zwei  Zahl 
heziel  mgen  herrschen     in  welchem  letztein  Falle  die  drei  Kieise     dent  a  h  sind 

399  Viet  Ktetst.  -stellen  dann  und  mjij  dann  tn  eine»  ZahJbeziehinif 
"11  eiiiandm,  wenn  sie  alle  mei  einen  Punlt  a  deb  gleidten  Doppelabsl<tnd''i> 
hohen,  und  sicar  stehen  sie,  wenn  a  indhch  entfernt  nt  tn  dets^lhen  Zafl 
iestehnng  sii  einandet  uie  ihe  Mittelpunlte 

Beweis  1  Es  seien  f^  /  /g  f^  vier  einfache  Kiei&tunktiouen 
/•',,  ^2'  ^3>  ^1  ^i^  zugehörigen  Kreise.  Es  sei  mersl-  angenommen,  dass 
jene  vier  Funktionen  in   einer   Zahlbeziehung  zu  einander   stehen,   so 

'""""  /;  =  ../■.  +  ../,  +  «./, 

sei,  so  uiuss,  da  alle  vier  Funktionen  einfache  Kreisfunktionen  sind, 
ß;  +  Kg  -f  «j  =  ]  sein.  Für  den  Punkt  o  des  gleichen  Doppel  ab  stand  es 
von  |den}  drei  Kreisen  Je,,  \:  k^  hat  man  (nach  398)  f\  =  d  =  fzj 
also  wird  für  diesen  Punkt 

/.  =  (»,+»,  +  «,)/,-/„ 

da  «1  +  «3  +  «^  ==  1  ist,  das  heisst,  der  Punkt  a  ist  l'unkt  des  gleichen 
Doppelabstandes  von  den  vier  Kreisen  fc,,  \,  Jc^,  ';,;. 

2.    Es  sei  umgekehrt  angenommen,  dass  a  ein  endlich   entfernter 
Punkt    sei,    welcher    gleichen    Doppel- 
abstand von  den  vier  Kreisen  A^,  k^,  k^,  li^  '^'     '  ^__^ 
habe;   es    seien    a^,  a^,  a^,  a^    die   von  /"^  ^, 
dem  Punkte  a   nach  den  Mittelpunkten                              /  \ 
jener  Kreise    gezogenen   Strecken,   unil                      ^t- -^"■""'"''^ ^^^   / 
*'if  *'sf  '"3J  ***  "^i^  ^iö^'  Radien,  und  p  die   ^     ^^-^"^         \              \/ 

variable,  von  a   nach  einem   beliebigen    """""--^^.^  ^ 

Punkte   der  f  Ebene   gezogene   Strecke  /^^^~~~^  2J 

{vgl.  Fig.  21),  so  nehmen  /;,  f„  /;,  /;, 
die  Form  an 

/;  =  {>-  a,y-  -  r/  =i,i  -  2  [a.  p\  ^  ö  { 1.44 ) , 
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WO  S  =  «/  —  r,,^  ist.  Nach  396  stellt  zugleich  Ö  den  Doppelabstand 
des  Punktes,  für  welchen  ^)  =  0  ist,  das  heisat,  des  Punktes  re,  von 
dem  Kreise  Ic,  dar.  Dieser  Doppelabstand  ist  nacb  der  Voraussetzung 
für  die  vier  Kreise  h^,  ...  h^  derselbe.  Ferner  besteht  (nach  233) 
zwischen  den  einfachen  Mittelpunkten  der  Kreise  k,,  ...  l!^  eine  Zahl- 
beziebung;  dieselbe  Zahlbeziehung  findet  (nach  222)  auch  zwischen 
den  Strecken  statt,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte  nach  jenen 
Mittelpunkten  gezogen  sind,  also  auch  zwischen  «j,  ...  a.^.     Es  sei 

diese  Zahlbeaiehung,  so  muss,  da  die  Mittelpunkte  einfache  Punkte 
sind,  K^  --|-  «2  +  «3  ^  1  sein;  dann  hat  man 

=  lß~  2[(«,o.  +  «A  +  »,»,)|p]  +  S 
-  (»,  +  «,  +  o,)(pl  +  ä)  -  2[(«,a,  +  »,a,  +  «,a,)|p] 
-«,A  +«/,  +  «/,. 
3.   Ist  der  Punkt  a  des   gleichen  Doppelabstandes   unendlich  ent- 
fernt, so  liegen  (nach  398  {Ärun. ))  die  Mittelpunkte  der  vier  Kreise  in 
einer  geraden  Linie.    Vier  solche  Kreise  stehen  aber  stets  in  einer  Zahl- 
beziehuiig  zu  einander;   denn  macht   man  diese   gerade  Linie   zur  Ab- 
sciasenaxe  (der  x),  so  werden  die  vier  Funktionen  /"j, . . .  ^  von  der  Form 

f.  =  x'  +  'a'-'i?,x  +  a., 

indem  das  Grlied  mit  y  wegfallt.  Es  sind  also  dann  die  Funktionen 
/i  /^  aus  den  drei  Funktionen  x^  -^  ^  ,  •  und  1  numerisch  ableitbai 
{nach  3*^2}  stehen  also  (nach  22)  m  emei  Zahlbeziehum)  zu  emandei 
Anm  Wenn  lei  Punkt  u  des  glPicben  Dopi  elaUtAndes  von  viei  Kieiseü 
aueseihalb  eine',  dei  Kreise  liegt  ?o  ist  der  Doppelabatand  von  dieeem  Kreise 
gemäss  der  Erklärung  j  ositiv  also  auch  der  Doppelabstand  von  den  übiigen 
Kreisen  positiT  a  hegt  dann  7agleich  ausserhalb  dei  Ibrigpn  Kreise  Zieht  man 
von  tt  die  Ta,ngenten  an  diP  viei  Kreise  so  müssen  diese  gleich  «ein  weil  für 
]eden  Kreis  das  Quadrat  der  von  emem  ausseien  Punkte  gezogenen  langente 
gleii,h  dem  Dcppelabstande  dieses  Punktes  ist  Schlägt  man  al  o  im  k  einen 
373  Kreis  dessen  Ridiui  gleich  lenp»  iangenten  ist  so  werden  alle  vier  -^  Kreise 
von  die  em  let/tern  Lieise  ijenkie  ht  gosclinitterL  Liegt  hingegen  a  innprhaib 
einea  der  Xreiue  so  muss  es  auch  inneihalb  der  andern  hegen  Zieht  man  daun 
von  a  m  irgend  einem  der  Kreise  diejenige  Sehne  die  durch  a  halbirt  wird  so 
ist  das  '  negativ  genommene ,  Quadrat  der  tallien  Sehne  gleich  dem  Doppel 
ibstande  des  Punktes  a  von  diesem  Kreise  zieht  min  also  m  allen  vier  Kreiden 
die  durch  i  halbirten  lehnen  o  müssen  diese  ille  einander  gleich  eem  Schlägt 
man  endlich  um  a  mit  der  hiilben  Sehne  "i  einen  In  eis  so  wird  dieser  Kreis  von 
ledem  der  vier  Ki  eise  im  Durohmessei  da  heisst  io  geschmtten  dasa  die  beiden 
Durchsehnittspunkte  du,  Fndpunkte  emes  uni  desselben  durch  diesen  Kreis  ge 
zogiinen  Durchmesse  %  sind 
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Man  kann  diesen  in  Durchmessern  gescbsittenen  Ereis  als  einen  senkrecht 
schneidenden  betrachten,  dessen  Radius  imaginär  i=  s)/—  1  ist,  während  a  der 
Mittelpunkt  bleibt,  und  erlangt  dadurch  den  Vortheil  eines  gemeinschaftlichen 
Ausdrucks.  Unser  Satz  würde  dann  so  lauten:  Vier  Kreise  stehen  dann  imd  nur 
dann  in  einer  Zahlheziehnng  zu  einander,  wenn  sie  Ton  Einem  Kreise  senkrecht 
geschnitten  werden,  und  awar  ist  der  Mittetpnnkt  dieses  Kreises  der  Punkt  des 
gleichen  Doppelabstandes  Ton  irgend  dreien  der  vier  Kreise,  nnd  der  Radius  gleich 
der  Quadratwurzel  dieses  Abetandes.  Wir  können  dies  auch  so  ausdrücken:  Das 
aus  drei  Kreisen  ableitbare  Gebiet  ist  die  Gesammtheit  der  Kreise,  welche  von 
einem  und  demselben  Kreise  senkrecht  geschnitten  werden.  In  diesem  Sinne 
stellt  also  der  letztgenannte  Kreis  jenes  Gebiet,  das  heisst,  das  aus  Kreisen  er- 
aeugbare  Gebiet  dritter  Stufe  dar-,  während  das  Gebiet  zweiter  Stufe  durch  einen 
Verein  zweier  Punkte  dargesteüt  wurde,   |  nach  397  ] . 

400.  Aufgabe.  Ben  Kreis  zu  ■finden,  tveldier  aus  n  gegebenen 
civfaclten  Kreisen  dureh  n  gegebene  Zahlen  ableitbar  ist. 

Auflösung.  Es  seien  tt^,  a.^,  ...  w„  die  n  gegebenen  Zahlen,  ihre 
Summe  «;  ferner  sei  ein  beliebiger  Punkt  0  als  Anfangspiinkfc  aller 
Strecken  angenommen,  und  seien  die  von  ihm  nach  den  n  Mittelpunkten 
gezogenen  Strecken  a^,  a^, ...  a„,  und  die  n  Radien  seien  ß^,  ß^, . ..  ß„; 
ferner  sei  die  von  0  nach  einem  variablen  Punkte  gezogene  Strecke  r, 
so  sind  die  n  zu  den  Kreisen  gehörigen  einfachen  Funktionen 

für  jeden  Wcrth  des  Index  a  von  1  bis  n.    Also  ist  die  gesuchtu  Kreis- 
funktion f, 

=  ar'^  —  2[?-|2;o„«„]  +  ^«^{a^^  —  ß/), 
weil  £«0  =  K  angenommen  ist.    Da  nun  der  Punkt  0  willkürlich  ist,  27 
so  können  wir  ihn,  wenn  a  nicht  null  ist,  so  wählen,  dass  er  der  Schwer- 
punkt der  mit  den  Koefficienten  a^, ...  «„  versehenen  Kreis  mittel  punkte 
wird.   Dann  ist  {nach  222]  2Ja,-,na  ^  0  und  das  zweite  Glied  fiillt  weg. 
Es  wird  also 


Setzen  wir 
)  wird 


S^.iß.'  -  0,1)  _  aß' 


das  heisst:  Der  Mittelpunkt  des  gesuchtat  Kreises  ist,  wenn  die  Summe 
der  n  gegebenen  Zahlen  nicht  null  ist,  der  aus  den  n  Mittelpunkten  der 
gegebenen  Kreise  dureh  die  n  gegebenen  ZaJüen  ableitbare  Funkt;  und  den 
Radius  (ß)  des  Kreises  erhält  man,  wenn  man  die  n  Doppelabstände,  des 
gefundenen  Mittelpunktes  von  den  n  gegebenen  Kreisen  besiehlich  mit  den 
n  gegebenen   Zahlen  tmdtiplicirt,  die  Summe  diese}'  Produkte  durch  die 
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Summe  der  n  gegebenen  Zahlen  dividiri,  den  Quotienten  mit  —  1  multi- 
plicirt  und  aus  diesem  Produkte  die  Wv/rzel  zieht. 

Anm.  Die  Behandlung  dea  Falles,  u-o  ß  =  0  wird,  überlasse  ich  dem  Leser 
I  Weiteres  über  Kreiageometrie  Endet  sich  noch  in  Nr,  40') — 409.  ) 

§  Ij.     Verwandtschaften  von  dem  Gesichtspunkte  der  Fnaktions- 
verknüpfung  aus  betrachtet. 

401.  Erklärung.  Zwei  Vereine  ¥oii  Grössen  neime  ich  -ver- 
wandt, wenn  jede  Zahlbezieliung,  welche  zwischen  den  Grössen  dew 
ersten  oder  zweiten  Vereines  herrscht,  auch  zwischen  den  entspreehendeir 
dfis  andern  stattfindet,  das  heisst,  wenn  der  Grösse 

p  =aa  +ßh  +.-■ 
die  Grösse 

entspricht,  und  umgekehrt,  wo  nämlicb  o,  h,  . ..  beliebige  Grössen  des 
ersten  Vereins  und  a^,h^,...  die  entsprechenden  des  andern,  nnd 
a,  {i,  ...  beliebige  Zahlen  sind. 

403.  Wenn  zwei  Vereine  von  Grössen,  in  denen  die  Grössen  eines 
jeden  Vereins  sicih  aus  n  in  Iceiner  Zahlheziehmtg  zii  einander  stellenden 
Grössen  desselben  numerisch  ableiten  lassen,  einander  verwandt  sein  sollen, 
74  so  kann  man  beliebigen  f  n  in  keiner  Zahlieziehu/ng  nu  einander  stehenden 
Grössen  des  einen  Vereins  beliä>ige  n  derselben  Bedingung  unterworfene 
Grössen  des  andern  entspreehend  setzen;  dann  ist  su  jeder  Grösse  eines 
jeden  der  beiden  Vereine  die  entsp-eehende  des  andern  genau  hestitnmt. 

Beweis.  Es  seien  a,h,  ...  n  beliebige,  in  keiner  Zahlbeziehung 
zu  einander  stehende  Grössen  des  einen,  und  «j,  &,,  ...  n  derselben 
Bedingung  unterworfene  Grössen  des  andern  Vereins,  so  lässt  sicli 
nach  der  Voraussetzung  jede  Grösse  p  des  ersten  Vereins  aus  o,  h,  ... 
numerisch  ableiten.     Es  sei 

p  ^  aa  -\-  ßh  +  •■■ 
der  Ausdruck  dieser  Ableitung,  so  sind  (nach  29)  die  Zahlen  «,  ß,  ... 
genau  bestimmt,  sobald  p  eine  bestimmte  Grösse  ist.    Sollen  nun  beidi' 
Vereine  verwandt  sein,  so  muss  (nach  401)  der  Grösse  ji  eine  Grösse 

entsprechen.  Es  ist  also  zu  jeder  Grösse  des  einen  Vereins  die  ejit- 
spreehende  des  andern  genau  bestimmt. 

Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass  die  so  gebildeten  \'ereine  in  doi- 
That  einander  verwandt  sind,  das  heisst,  dass  jede  Zahlbeziehung, 
welche  zwischen  den  Grössen  des  ersten  Vereins  herrscht,  auch  zwischen 
den  entsprechenden  Gri'issen  des  zweiten  herrsche  nnd  umgekehrt. 


y  Google 


VorwiHidto  Vfiveino   »'OJi  Gvössen.  271 

Es  sei 
(a)  (,r  +  ,s  +  ..._0 

eine  zwischen  den  Grössen  )■,  s,  ...  des  ersten  Vereins  herrschende 
Zablbeziehung,  und  seien  rj,  Sj,  ...  die  den  Grössen  r,  s,  ...  ent- 
sprechenden Grössen  des  zweiten  Vereins,  so  ist  v.n  aeigeji,  dafia  aucli 

pr,  +.»,  +  ■■■-() 
aei.     Setzt   man  in   (a)   statt  r,  s,  ...   die  Ausdrücke   ihrer  Ableitung 
aus  a,  i,  ...,  löst  die  Klammern  auf,  und  fasst  die  Glieder,  welche  n, 
enthalten,  in  Ein  Glied  zusammen,  und  so  weiter,  so  erhält  man  einen 
Ausdruck  der  Form 

„  +  PI+--0, 

wo   u,  ß,  ...   Funktionen    der  Zahlgrössen    p,  a,  ...    nud    der    l"  Ali- 2: 
leifcungszahlen  von  r,  s,  ...  sind.    Hieraus  folgt,  da  a-,  h,  ...  in   keiner 
Zahlbeaiehung  zu  einander  stehen,  (nach  29) 
ß  =  0,  ß^O,  .... 

Wendet  man  nun  dasselbe  Verfahren  auf  den  Ausdruck  pfi-j-ffs,-!--- 
an,  so  erhält  man,  da  die  Ableitzahlen  von  r,,  s^,  ...  dieselben  siml, 
wie  die  von  *■,  fi.  . . . , 

QT,  +6s,  +  ---  =  «a,  -j- ßh, -{-■■■ , 
wo  a,  (i,  ...  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  oben.     I);i  alinv  u.  ß.  ... 
null  sind,  so  erhält  man 

<>'■,  +  «,  +  ■■■ -0, 

das  heisst,  jede  Zahlbeziehung,  welche  zwischen  den  Grössen  des  ersten 
Vereins  herrseht,  hen^scht  auch  zwischen  den  entsprechenden  des 
zweiten,  und  ebenso  umgekehrt,  das  heisst,  die  beiden  Vereine  sind 
verwandt. 

403.  Wenn  man  am  zwei  verwandtsn  Vereinen  zwei  neue  Vereine 
dadurch  ableitet,  dass  man  jedem  linealen  FroduM  P,  was  am  Grössen 
des  ei'sten  Vereines  gebildet  ist,  dasjenige  Produkt  als  entsprechend  seist, 
welches  auf  gleiche  Weise  ans  den  ent^reckeitdeit  Grössen  des  zweiten 
Vereins  gebildet  ist,  so  sind  diese  beiden  neuen  Vereine  einander  gleicli- 
falls  verwandt;  das  heisst,  wenn  r,  s,  ...  beliebige  Grössen  des  einen  und 
r^,  s,, ...  die  entsprechenden  des  verwandten  Vereintes  sind,  und  die  linealm 
Produkte  F{r,s,...)  und  P(r,,Sj,  ...)  einander  entsprechend  gesetzt 
iverden,  wie  auch  r,  s,  ...  gewählt  seii^  mögen,  so  sind  auch  die  so  er- 
liältenen  Vereine  einander  vei-u-andt. 

Beweis.  Es  seien  Ui,  a.^,  . .  . '.'„  Grössen  dss  ersten  Vereins, 
welche    in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einandei'  stehen,  nml  aus  welchen 
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sich  alle  Grössen  des  ersten  Vereins  numeriscli  ableiten  lassen,  und 
h,,  b^,  ...  h„  die  entsprechenden  des  andern,  welche  also  derselben  Be- 
dingung unterworfen  sind,  und  sei 

)■    ^^  ,£p„an   =   9i<^i    +    '■■-!-  P,/'n  :      '"i'  =   ■^'^«"(1  j    ■  ■  ■, 

also  (nach  401) 
HO  wird 

P(r,,  s„  . . .)  ^  S&.G^  . . .  P{K,  h,  .  ..)l  1-  '*'■ 

7i;  Da  nun  die  Proiiukte  lineale  sind,  so  muss  (nach  50)  jede  Be- 
stimmungsgleichung, welche  zwischen  den  Produkten  P{aa,  «t,  .  .  .) 
herrscht,  auch  bestehen  bleiben,  wenn  man  statt  «,,  a^,  ...  a„  die 
Grössen  b,,  h^,  --.  h,,  setzt.  Nun  lassen  sich  (nach  49),  wenn  p  die 
Anzahl  der  verschiedenen  Produkte  von  der  Form  P(«ix,  «i,,  ...)  und 
q  die  Anzahl  der  von  eiuander  unabhängigen  Bestimmungsgleicbungeii 
ist,  die  siimmtlicheii  Produkte  P(«n,  "Si  ■■■}  aus  p  —  rj  derselben, 
welche  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  numerisch  ableiten, 
und  zwar  so,  dass,  wenn  diese  p  —  q  Produkte  bestimmt  sind,  auch 
für  jedes  der  übrigen  Produkte  die  Ableitzahlen  bestimmt  sind. 

Die  Ausdrucke  dieser  Ableitung  sind  nur  von  den  Bestimmungs- 
gleichungen  abhängig.  Setzt  man  daher  statt  Oj,  n^, ...  überall  b,,  b^,. .., 
so  müssen,  da  die  Bestimm  ungagleichungen  bei  dieser  Substitution  nocli 
geltend  bleiben,  auch  die  Ausdrücke  jener  Ableitung  bestehen  bleiben, 
das  heisst,  wenn  A,,  A^,  ...  die  in  keiner  Zahlbeziehung  .'.u  einander 
stehenden  Produkte  sind,  aus  welchen  sich  alle  übrigen  Produkte  der 
Form  P{(ia,  «e,  ...)  ableiten  lassen,  und 

P((r„,  at,  ...)  =  «1,0, f.,. ..-4i  +  cti,„.M,...Ai  -f-  ..- 
ist,  wenn  ferner  iS^,  B^,  ...  diejenigen  Produkte  sind,  welche  aus  den 
Produkten  A^,  A^, ...  dadurch  hervorgehen,  dass  man  in  diesen  b^,  b^,  .    . 
statt  a, ,  (Vg,  ---  setzt,  so  ist 

P{b„  bi,  ...)  =  a,,„,i,,„.P, +  «,,„,„,...  Z,',+  ■.-. 
Also 

P{r,  ,s,  .,.)  =  ^0„ffi,...(ßi,„,6,.../l,  +«^..,6„.,A  +  ---) 
P(ri,  .?„...)  =  2;p„66...  («,,»,?„. .-ßi  +  ßä,.,b,. ...ÖS +  ■■■)- 
das  heisst,  es  ist  P{r,  s,  ...')  durch  dieselben  Zahlen  aus  ^j,  ^4^,  ... 
abgeleitet,  wie  das  entsprechende  Produkt  P{}\,  s,,  ...)  suis  den  ent- 
sprechenden Produkten  P,,  B^,  .,.,  das  heisst  (nach  401),  es  ist  der 
Verein  der  Produkte  P(r,  s,  . . .)  verwandt  dem  Vereine  der  entsprechen- 
den Produkte  P{}\,  s^,  . . .). 
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404.  Man  Jcann  in  zwei  Vereinen,  deren  jeder  aus  n  Grössen  des- 
selben ableitbar  ist,  und  welche  einander  verwandt  sein  soUen,  in  jedem 
beliebige  )i  -f-  1  Grössen  annehmen,  von  denen  heine  n  in  einer  Zahl- 
beeiehung  su  einander  stehen,  und  festsetzen,  dass  den  »  +  1  Grössen  des 
ersten  Vereins  f  Grössen  entsprechen  sollen,  weicfie  den  m  + 1  im  zweiten  -277 
Verein  angenommenen  Grössen  kongruent  sind;  dann  ist  zu  jeder  Grösse 
eines  Vereines  die  entsprechende  des  andern,  abgesehen  von  einem  für  alle 
gleichen  Zahlkoefficienten,  genau  bestimmt. 

Beweis,  Es  seien  a^, ...  a^^i  die  Grössen  des  ersten  und  b^, ...  K+i 
die  des  zweiten  Vereins,  welche  der  im  Satze  auageaprochenen  Be- 
dingung unterworfen  sind,  so  wird  sieh,  gemäss  dieser  Bedingung, 
jpde  dei  Urossen  a,,...fl!s+i  aus  den  übrigen  durch  Zahlen  ab- 
leiten lassen,  welche  alle  von  Null  verschieden  sind.  Denn,  da  der 
Verein  aus  w  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehenden  Grössen 
ableitbar  sein  i^ol!,  so  muss  er  auch  (nach  24)  aus  je  H  dieser  Be- 
dingung unterworfenen  Grössen  ableitbar  sein,  also  auch  jede  der 
Grossen  a^,  .  a,  +  i  aus  den  übrigen;  und  sollte  von  den  Äbleitzahlen 
irgend  eine  null  sein,  so  würde  zwischen  den  n  übrigen,  gegen  die 
Vorau^&etziing,  eine  Zahlbeziehung  herrschen.  Dasselbe  gilt  für  die 
Grössen  (*,,  ..,  K-|-i'     Nun  sei 


(a) 


b,^+i'=ßj\  +  ■■■  +  ß,.K, 


{wo}  also  ctj,  ,,.  «„,   ß^,  ...  ßa  alle  ungleich  Null  {sind}. 

Ferner  seien  f^,  .,.  c„+i  die  Grössen,  welche  beziehlieh  den  Grössen 
Mi,  .,.  ß„4.i  entsprechen  und  den  Grössen  b^,  ...  fe„-|.|  kongruent  sein 
sollen.  Aus  diesen  Kongruenzen  folgt,  dass  für  jeden  Index  *■  von 
l  bis  «  +  l  sich  c,.  als  Produkt  von  J>r  in  eine  {von)  Null  verschie- 
dene Zahl  Wr  muss  darstellen  lassen,  also 
(b)  Cr  =  x,.br. 

Da   ferner    c,,  ...  c„^i   den   Grössen   a^,  ...  «„+1   so    entsprechen 
sollen,  dass  die  Vereine  verwandt  sind,  so  muss  (nach  401) 
(0)  ».+,-«,c, +  ■.■  +  «.«„ 

sein.    Substituirt  man  in  (c)  die  Werthe  aus  (b)  und  dividirt  mit  y'„-|-i, 
so  erhält  man 

h„+,=  ^"'h,  +  ---+^'^b,r 

Älter  aus  (a)  hat  man  zugleich 

!■.+. -A',  + ■■■  +  />.''.. 
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Aj,    Absclmitt  II.    Ka^ntel  i 
:  (nach  29) 


Hierdureh  bestimmen  siuii  alle  Unbekannten  bis  auf  eine.  Setaen 
wir  y:„-]-i  =  l,  so  wird 

i.3,  18, 

(<))  ^i=;r'  ■■■'   ^"^-^'   ^^+1  =  ^' 

Wenn  diese  Bedingungen  (d)  erfüllt  sind,  ao  wird  auch  umgekehrt 
die  Gleichung  (c)  erfüllt.  Dann  sind  also  die  Vereine  verwandt  in 
Bezug  au)'  die  7i  -f  1.  (ilröasen  »,,  ...  «„^.i  und  die  ihnen  entsprechen- 
den c\,  ...  c„-^i,  und  jeder  Grösse 


p  = 


mitspricht  die  Grösse 

0  =  «^1  t'j  + 
otler,  indem  man  statt  c, ,  ...  c„  ihr 
.fj,  ...j;,  ihre  Werthe  aus  (d)  set'/t, 


Werthe 


aus  (b) 


q  = 


*,  +  ■■■  + 


konstanten   Kaktor  X,   genau 


das    tieiast,  q  ist,   abgesehen  vo 
beatimmt. 

Anm.  Jils  läset  stell  die  Verwandtschaft  zweier  Vereine,  abgeaehen  yoii  den 
metrischen  Werthen  der  entaprechenden  Grössen,  auch  in  der  Art  bestiuinien,  das« 
man  festsetzt,  es  sollen  jeden  drei  in  einer  Zahlbeziehung  ku  einander  stehenden 
Grössen  des  ersten  Vereins  auch  drei  in  einer  ZahlbeEiehung  ku  einander  stehende 
Grössen  des  zweiten  und  umgekehrt  entsprechen.  Der  Beweis  der  Identität  dieser 
Bestimmung  mit  der  oben  ( in  Wr.  401 )  gegebenen  (wenn  man  von  den  metrischen 
Werthen  der  entiiprechenden  Grössen  absieht)  ergiebt  sich  leicht,  wemi  man  die 
\on  Möbius  in  seinem  barycen  tri  sehen  Calcnl  )  gea.  Werke  Bd.  1  j  in  §  aOO— 20e 
und  besonders  in  g  203  gegebene  yortreffliche  Bntwickelung  der  OoUineation  auf 
die  hier  betrachtete  allgemeine  Verwandtschaft  überträgt. 

406.  IM  Raum  und  die  Ebene  lassen  sich  in  der  Art  einander 
vei-wanät  setzen,  dass  jedem  Funkte  im  Samne  ein  Kreis  in  der  Ehme 
entspricht  und  tvmgekehrt.  Dann  mtspreiMn  den  in  Einer  Ebene  liegenden 
Pu/nlcten  des  Raumes  solche  Kreise,  ivelche  von  einem  und  demselben  Kreise 
senlcrecht  geschnitten  werden.  Und  ewar  Icann  man  fünf  heliebige  Funkte 
des  Raumes,  von  denen  keine  vier  in  Einer  Ebene  liegen,  mit  fünf  be- 
79  liebigen  Kreisen  der  Ebene,  von  f  denen  keine  vier  von  Einem  Kreise 
seithrecht  geschnitten  werden,  entsjorechend  seteen.  Dann  aber  ist  mi  jedem 
Pwikte  des  Baumes  der  entA~preekende  Kj-eis  der  Ebene  und  umgeMtrt 
hestimmt.    Jeder  Satg  der  Stereometrie  tässt  sich  in  diesetn  Sinne  auf 
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Kreise  det   Ebene,  und  umgfliehtf  jeder  b<it'   über  Kiei'tp  der   Fhene  auf 
Funkte  des  Baume'-  ubettragm 

Beweis,  Nach  395  ist  jede  Kieistunktion  aus  vier  beliebigen  in 
keiner  Zahlbeziehnng  zu  einander  stehenden  Kreisfuiiktionen  numeriseli 
ableitbar,  und  nach  232  iat  jeder  Punkt  im  Räume  aus  vier  beliebigen 
in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehenden  Punkten  numerisch  ab- 
leitbar. Folglich  kann  man  (nach  404),  wenn  die  Punkte  des  Raumes 
und  die  Kreise  einer  Ebene  zwei  verwandte  Vereine  bilden  sollen, 
fünf  beliebige  Punkte  des  Raumes,  von  denen  keine  vier  in  einer  Zahl- 
beziehung stehen,  das  heisst,  keine  vier  in  Einer  Ebene  Hegen,  und 
fünf  beliebige  Kreise  der  Ebene,  von  denen  keine  vier  in  einer  Zahl- 
beziehuug  stehen,  das  heisst,  keine  vier  von  Einem  Kreise  senkrecht 
geschnitten  werden  ( 399,  Änm. ) ,  annehmen  und  festsetzen,  dass  jenen 
fünf  Punkten  des  Raumes  diese  fünf  Kreise  entsprechen  sollen,  dann 
ist  zu  jedem  Punkte  des  Raumes  der  entsprechende  Kreis  der  Ebene 
und  umgekehi-t  bestimmt. 

Ferner,  da  nach  dem  Begriffe  der  Verwandtschaft  (401)  jede 
Zahlbeziehung,  welche  zwischen  den  Grössen  des  einen  Vereins  herrscht, 
auch  zwischen  den  entsprechenden  Grössen  des  verwandten  Vereins 
besteht,  so  folgt,  dass,  wenn  zwischen  vier  Punkten  des  Raumes  eine 
Zahlbeziehung  herrscht,  auch  zwischen  den  vier  entsprechenden  Kreisen 
eine  solche  herrschen  muss,  das  heisst,  wemi  die  vier  Punkte  in  Einer 
Ebene  liegen,  so  müssen  die  vier  entsprechenden  Kreise  von  Einem 
Kreise  senkrecht  geschnitten  werden. 

Endlich  die  XJebertragbarbeit  der  Sätze  folgt  daraus,  dass  jeder 
Satz  des  Raumes  sich  vermittelst  der  vier  Äbleitungszahlen,  durch  die 
jeder  Punkt  darstellbar  ist,  in  einen  analytischen  Satz  kleidet,  und 
dieser  sich  wieder,  indem  man  die  vier  Ableitzahlen  als  die  Äbleit- 
zahleii  des  jenem  Pimkte  entsprechenden  Kreises  setzt,  in  einen  Satz 
über  Kreise  der  Ebene  verwandeln  lässt,  und  ebenso  umgekehrt. 

406.  Man  fsann  in  der  Sbette  swei  verwandte  Vereine  von  Kreiseniü 
annehmen,  und  dabei  fünf  beliebige  Kreise  des  einen  fünf  beliebigen  Kreiselt 
des  andern  Vereins  entsprechend  setzen,  vorausgesetzt,  dass  heine  vier  der- 
in  demselben  Vereine  angenommenen  fünf  Kreise  von  einem  und  demselben, 
Kreise  senkrecht  geschnitten  w^den.  Dann  ist  eti  jedem  sechsten  Kreise  des 
einmi  V^eins  der  entspre^iende  des  andern  bestimmt,  und  jeden  vier  Kreisen 
des  einen  Vereins,  die  von  Einem  Kreise  senkrecht  geschnitten  toerden, 
entsprechen  vier  Kreise  des  andern,  die  gleichfalls  von  Einem  Kreise  smh- 
recht  geschnitten  werde». 

Beweis  ergiebt  sieb  aus  dem  üblgoii  von  >!idbst. 
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Äum.  Wir  nennen  die  soeben  behandelte  Verwandt ciiaft  die  syncy- 
klisehe.  Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  wo  solchen  Kreisen,  die  sich  in 
Punkts  üusaninienziehen,  auch  in  dem  andern  Vereine  gleictfalls  solelie  ent- 
sprechen. 

407.  Wenn  da-  Kreis,  dessen  Qleidiung 

(a)  a(x'  +  f)  +  2ßx  +  2yy^ä  =  () 

ist,  wo  K,  ß,  y,  $  reell  sind,  sich  in  einen  Punlit  gusaiumen^iehen 
soll,  so  muss 

(b)  ccä  =  ß^  -{-  f 

sein  Umgekehrt,  wenn  die  Gleichung  (b)  stattfindet  und  nicht  alle  Koeffi- 
cienteji  null  sind,  so  muss  der  durch  (a)  dargestellte  Kreis  sich  entweder 
m  einen  Punkt  msammensiehen ,  oder  in  die  unendlich  entfernte  Gerade 
Uinschlagen;  letzteres,  wenn  a,  ß,  y  sngleich  nvll  sind. 

Beweis.    Aus  der  Gfleichung  (a)  ergiebt  aicb,  wenn  a  nicht  null 
ist,  für  den  Kadius  *■  des  zu  jener  Gleichnng  gehörigen  Kreises 
j.a^ß'  +  r-"^ 

woraus  das  Uebrige  hervorgeht.  Wenn  hingegen  a  null  i^t.  so  «iid 
die  Gleichung  (a)  die  Gleichung  einer  geraden  Linie;  aljer  dann  folgt 
aus  (b),  dass  ß^  -f  y''  null  sei,  das  heisat,  dass  ß  und  y  null  seien; 
also  ist  dann  die  durch  die  Gleichung  (a)  dargestellte  (gerade)  Linie 
die  unendlich  entfernte. 

408.  Nimmt  man  x  und  y  als  {rechtwinldige')  Koordinaten  eines 
Vereins  von  Kreisen  und  x'  und  y  als  die  eines  andern,  und  setzt  den 
vier  Funktionen 

81  ^^  +  «/^     X,     y,  1 

nach  der  Reihe  die  Funktionen 

1,  x\     y,     x"^-\-y"- 

cntsprechend,  so  dass  also  jedem  Kreise,  dessen  Gleichmig 

(a)  a{x^  +  y^)  +  2,3a:  +  'Jyy  +  ö  =0 
ist,  derjenige  Kreis  entspricht,  dessen  Gleichung 

(b)  «  +  2ßx  +  2yy'  +  ^(^'^  +  y')  =  0 

ist,  so  entspricht  jedem  Punkte  des  ersten  Vereines,  mit  Atisnahme  des 
Anfangspunktes  der  Äbscissen,  ein  FunU  des  zweiten  urid  umgehehrt;  deni 
Anfangspunkte  der  Abscissett  hingegen  entspricht  in  dem  andern  Vereine 
jedesmal  die  unendlich  entfernte  Gerade. 

Beweis.  Wenn  der  Kreis,  dessen  Gleichung  (a)  ist,  sich  in  einen 
l'miki   zusammenzieht,   so  ist   ad  =  ß^ -\- y^  (407).    Wenn  aber  diese 
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(rleichung  gilt,  so  ist  auch  der  Kreis,  dessen  Gfleichung  (b)  ist,  (nach 
-IÜ7)  entweder  ein  Punkt  (wenn  ^  ^  0)  oder  die  unendlich  entfernte 
Gerade,  letzteres  wenn  ß,  y,  S  null  sind,  das  iieisat,  wenn  der  Punkt 
des  ersten  Vereins  durch  die  Gleichung  a{x'  +  */^)  =  0  bestimmt,  also 
Anfangspunkt  der  Koordinaten  ist. 

409.  {Umkehrung,}  Wenn  hei  zwei  syncydisch  verwandten  F«'- 
etnen  ton  Ktetsen  der  unendlich  entfernten  Geraden  jedes  Vereins  ein 
Funlf  det,  andern  entspricfd,  imd  allen  •übrigen  Punkten  jedes  Vereines 
medermn  Funkte  des  andern  entsprechen,  so  kann  man  stets  den  (zu  ein- 
andef  senltreckten)  Koordinatenaxen  jedes  Vereins  eine  sol<^e  Lage  gehen, 
und  dem  als  Einheit  genommenen  Maasse  der  Längen  einen  solchen  Wurth, 
da--s  den  tnet  Funktionen 

x'  +  f,     X,     y,  1 

lies  ersten  Vereines  nach  der  üeihe  die  vier  Funktionen 

1,         x',    y,     x'^-\-y''- 
des  andern  entspredten-. 

Beweis.  Die  unendlich  entfernte  Gerade  wird  durch  eine  Funktion 
dargestellt,  welche  bloss  aus  einer  Konstanten  besteht.  Der  Punkt, 
welcher  in  jedem  Vereine  der  unendlich  entfernten  Geraden  des  andern 
Vereines  entspricht,  sei  zum  Anfangspunkte  der  Abacissen  gemacht. 
Der  Anfangspunkt  -f-  der  Abecissen  wird  durch  die  Kreisfunktion  x'  +  y'^  as 
dargestellt.  Dieser  Funktion  entspreche  in  dem  zweiten  Vereine  die 
Konstante  a,  durch  welche  die  unendlich  entfernte  Gerade  dargestellt 
[wird);  ebenso  entspreche  der  Funktion  x'^  +  y"^  des  zweiten  Vereins 
iu  dem  ersten  die  Konstante  b. 

Man  ändere  nun  das  als  Einheit  genommene  Maass  der  I^ängen, 
so  multipliciren  sich  die  Koordinaten  mit  einem  konstanten  Faktor  l, 
und  es  entsprechen  sich  dann 

2:'{x^  +  y^),  b 

a,  X^ix' ■]r  y"'). 

Es  werde  X^  so  bestimmt,  dass  a:  X^  ^=  X^  -.l),  das  heisst,  X'^  =  al  sei. 
Setzen  wir  dann  «:A^  =  (:t,  so  entsprechen  sich 
x'  +  y^,  1 

Nun  werden  aber  die  räumheben  Gebilde,  welche  durch  Fiuiktionen 
dargestellt  werden,  nicht  verändert,  wenn  man  diese  alle  mit  einer 
konstanten  Zahl,  also  hier  mit  ft  dividirt,  und  wir  können  daher  x^-\-y^ 
und  1  mit  1  und  x'^  +  V'  entsprechend  setzen. 
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Es  niögeji  ferner  den  Punktionen  ;c  und  y  des  ersten  Vereinen  die 
i'uiiktiouen  /l  und  f.^,  nämlich 

/;  =  a^{x''  +  y'^)  +  ß^x  +  y^y  +  d\ 

eiitsp recken,  so  dass  also  den  Funktionen 

^^  +  f>  X,  y,        1 
die  Funktionen 

1,    f„A,  ='"  +  </" 

entsprecben.  Aus  den  ersteren  sei  durch  die  Koefficienten  «,  ß,  y,  b 
eine  Funktion  /'  ahgeleitet,  so  entspricht  ihr  im  zweiten  Vereine  die 
Funktion  /",  welche  durch  dieselben  Koefficienten  aus  den  vier  letzten 
Funktionen  abgeleitet  ist.  Die  Bedingung  dafür,  dass  die  erstero 
Funktion  /'  einen  blossen  Punkt  darstellt,  ist  (nach  407) 
(a)  Aab^^-^^f- 

Füi'  die  zweite  FunktioJi 

=  ip  +  /3'^,  +  y<)¥''  +  y")  +  mK  +  YiK)-^  -V 

+  (^j.,  +  yy:)y   +  «  +  ^Ä,  +  yS, 
383  lautet  diese  Bedingung: 

US  +  /i«,  +  7",)(-  +  isä,  +  r».)  -  (/SA  +  fÄ)'  +  {^^-i  +  y7,r- 

Führt  man  hier  statt  d  den  Wertli  aus  (a)  ein,  so  erhalt  man 
(,?'  +  r'  +  4«(S«,  +  4«7«,)(,<  +  |Jä,  +  rä,)  _ 

=  »(ii/S,+  yA)'+«(/S-/,  +  yj.,)'. 

Diese  Meiehung  muss  tui  behebige  Werthe  von  «,  /(,  ;■  gelten, 
also  müssen  die  Koefficienten,  die  zu  gleichen  Potenzen  dieser  G-rösseii 
geboren,  auf  beiden  Seiten  gleich  sein  Da  die  rechte  Seite  a  nur  in 
der  eisten  Potenz  enthalt,  bo  müssen  die  Koefficienten  der  Glieder, 
wekhe  t^  enthalten,  und  derer  welche  a  gar  nicht  enthalten,  null  sein, 
also  sind  «,,  «,,  ft^,  d^  null,  das  heisst,  /;  und  f^  stellen  gerade  Linien 
Oai  welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Abscissen  gehen.  Legen  wir 
die  Äbsrifiseuixe  so  dasa  sie  mit  dei  durch  /^  dargestellten  Linie  zu- 
>Ämnienfallt,  io  ledufiit  sich  /^  bloss  auf  das  Glied,  was  y  enthält, 
dds  heisst,  ß  wird  null  Dividiien  wii  dann  noch  die  so  reducirto 
Gleichung'  durch  k,  so  geht  sie  über  m 

ß'  +  f  -  f'ß'  +  Vr,  +  rv,f- 

Da  in   der   entwickelten   Gleichung  S^'.j'j  der  Koei'ücient  von   ßy   ist, 
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HO  muss  j'i/a  =  0  sein;  y^  kann  nicht  null  sein,  weil  sonst  f.^  identisch 
gleich  Null  wäre,  also  musa  y,  null  sein.     Dann  erhalt  man 

li'(i_~  (!/)  +  r'(i  -  ,,')  -  0, 

also  A  =  +  1 ,  ^ä  =  +  1  ■  Da  auf  jeder  der  beiden  Kuordinatenaxeu 
die  Seite,  nach  welcher  die  Koordinaten  positiT  genommen  sind,  be- 
liebig gewählt  werden  kann,  so  können  wir  ß^  und  yg  =  +  1  setzeji, 
und  es  wird  dann  f^  ==  x,  f^  =  y,  und  entsprechen  also  den  Funktionen 

«^  +  y\  ^,  y,        1 

des  ersten  Vereins  die  Funktionen 

1,        x,  y,     x'^  -ir  y"' 
des  zweiten 

Anm  Die  hier  T-eiiandelte  «pecieile  Art  der  sjncykbscheu  Vevw andtai-hatt 
i6t  ^leist  TonMtbiuij  aufgettellt  und  von  ihu  EreiBTerwandtEcli'ift  genannt 
woiden  vgl  Möbius  Uebei  eine  neue  Vciwaudt&chaft  ^wisohen  ebenen  Fisiiren 
(m  dea  Berichten  )er  Konigl  Siohö  ttosplisch  der  Wiss  o  Febr  1853  (Werke 
Bd  .    S  306] 

Bfi  ergiebt  aich  lus  dem  Obigen  dasa  leijenige  Punkt  m  jedem  dei  beiden 
krei6 verwandten  f  '\ereinB  als  (.haraktenstisch  herToitritt  weichem  im  andern  284 
^eieine  iie  unendhch  entfernte  Ixeride  entspricht  Ea  sei  dieser  Pnnkt  Cent  tl 
pttnkt  des  Verems  genannt  Legt  man  nun  die  beiden  Vereine  su  auf  Linandei 
dass  die  Centralpnnkte  die  j,  Axen  und  die  j  Äxen  «ich  gegenseitig  decken  it 
leckt  auch  jede  Ö/mel  len  Cetitraipimkt  gehende  geiade  L%we  zum  Beispiel  dit, 
gerade  Linie  j  i,  -[-  '  2/  ^  tt  he  enfsp)  ecftesuJe  Sohlet  man  nun  nuch  nm  den 
Centialpnnkt  mit  der  Längn  welche  als  Maaes  der  Kooidinaten  zu  Gtiunde  gelegt 
ist  einen  Erei?  welchei  Haiii  tl  eis  heisse  so  stellt  iich  die  ganze  Art  de«  gegen 
leitigeu  lintsprechens  lufs  Anschaulichste  dai  Dann  besteht  die  Peii^hene  de. 
Uauptlrentit  aus  len  sdmmtlichen  Punkten  tulcle  hie  eit  j rechenden  declen 
iedem  Funkt  im  Innern  de^  H  luptkreises  entspricht  im  andern  Yereine  ein  auf 
demselben  Radius  liegender  Punkt  ausserhalb  des  Kreises  und  T-w&r  so  das?  (ei 
Saätas  steb  Ite  mittleie  Ptoporti  i  le  tsihmi  Im  Absfcnlen  ht  leiden  t,  t 
p  /''■hendeti  Punlte  eom  (kttjum  ist 

Letzteres  folgt  föi  einen  Punkt  lei  *  Axt  aogleich  lub  den  entsprechendnn 
iiunktionen  denn  die  hreis  Gfieichung  eines  Pmktes  1er  Aie  dessen  Abscisse 
—  L  ist   ist  (a  —  c)  +  V   =0    das  hei  't 

'+/->€+  ==0 

also  die  dei  entsprechenden  Punktes 


also  ist  der  Abstand  d  eses  1  unktes  vom  Cent  alpunkte  =^  1  wfliirend  ler  des 
entsprechenden  P  inktes  =  c  war  also  ih  Pro  1  kt  1  las  he  sst  d  e  al  E  he  t 
genommene  Lange  d  o  mittlere  P  oportionile  zw  chen  den  Abständen  le  ant 
sprechenden  P  nkte  a  t  ler  j.  Ase  Da  m  n  n  n  ]ede  lurch  den  üentralpunkt 
gehende  gerade  L  nie  ils  x  Aie  annehmen  kann      o  gut   ene  Begehung  allgemem 

Wenn   n  an  statt  der  Annahme     lass  der   unend!  ch   entfer  te     &e  ade     e 
Punkt  entsprechen  soll    d  e  Annahme  macht    dass  m   le    beiden  syncykl  sei  ea 
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Vereinen  ohce  ÄUBnahme  jedem  Punkte  dee  einen  Vereme  ein  Punkt  des  andern 
entsprechen  soll,  so  entspricht  auch  der  unendlich  entfernten  Geraden  des  eine» 
Vereine  die  unendlich  entfernte  des  andern,  und  man  gelangt  nur  Aehnliehkeit, 
welche  aicli  also  auf  diese  Weise  der  Kreisverwandtschaft  gegenüber  »>tellt. 


§  7,    Normale  Einheiten  der  Fiinbtionen,  Stetigkeit  der  letzteren. 

410.  Erklärung.  Normale  Einheiten  reeller  Grössen. 
Für  die  reellen  Zahlen  setze  ich  1  als  normale  Einheit,  für  die  reellen 
extensiven  Grössen  {erster  StufeJ  setze  ich  als  normale  Einheiten 
a85die  ursprünglichen  Einheiten  e^,  e^,  ...  e«;  t  ^^  ^^^  reellen  exten- 
siven Grössen  wj-ter  Stufe  ferner  die  wohlgeordneten  (multiplika- 
tiven)  Kombinationen  ohne  WiederholttrK/  zui  m  ten  Klasse  aus  den  ur 
sprünghchen  Einheiten  fiii  die  reellen  algebiai^chen  Produkte  von 
Grössen  gleicher  Stufe  endlich  die  (■wohlgeoidneten)  Kombinationen 
mit  Wtederholimy  aus  den  noimalen  Einheiten  dei  Faktoren  (wobei 
-  jede  dieser  Kombinationen  ils  ilgebnisches  Piodukt  der  darm  ent 
haltenen  Elemente  autzutassen  ist) 

Anm  Es  'imd  hiei  nui  die  fruhei  veiemzelt  vorkommenden  Beitimmungen 
KUsammengetaBSt  Es  kommt  noeh  darauf  an  aui-h  Inr  die  leeüen  Luckenaus 
drücke    (mit  vertauiohbaien  Liicken}    Ue  normalen  Einheiten  feetzuit eilen 

Wir  habea  (in  363  Anm )  gesehen  da&s  das  Produkt  der  Fiiktoien  welche 
die  Lücken  eine«  f  solchen )  Lnckenauadrucks  ausfüllen  sollen  als  ein  algebiaisches 
Produkt  autEufasaen  ist  mit  weichem  der  Lnckenausdiuck  multijilicirt  weiden  «oll 
PolgUeh  kommt  es  nur  darauf  an  wekhe  Weithe  dei  Li  ckenausdiuck  annimmt  wenn 
die  normalen  Einheiten  jenei  algebraischen  Produkte  mit  ihm  aiultipliurt  werden 
Es  seien  E     £j  die  normalen  Einheiten   dieser   algebiaischen  Produkte  und 

L  der  Luokenau  iruck    so  kommt  es  auf  die  Werthe  LJb     ü,  an     Diese 

Werthe  können  wieder  extensive  Grössen  sam    die  notmalen  Einheiten  derselben 
seien  e, ,  e^  so  ergeben  sich  als  normale  Einheiten  von  L  dieienigen  Lücken 

ausdrücke  wekhe  mit  U     E  multipluut  irgend  eine  der  Einheiten  e     e, 

liefern, 

tu.  Erklärung.  Normale  Einheiten  reeller  Lückenaus- 
drücke.  Wenn  E^,  K^,  ...  die  normalen  Einheiten  derjenigen  algebra- 
ischen Produkte  sind,  deren  Faktoren  die  Lücken  eines  reellen  Lücken- 
ausdruckes  L,  {dessen  Lücken  vertauschbar  sind,}  auszufüllen  vermögen, 
und  e,,  C2, ...  die  normalen  Einheiten  derjenigen  Grössen  sind,  in  welche 
L  nach  Ausfüllung  seiner  Lücken  übergeht,  so  setze  ich  diejenigen  Lüeken- 
ansdröcke  Mr,,  als  normale  Einheiten  von  />,  welche  den  Gleichungen 

E,,,Er  =  e.  und  £.,,£',  =  0  {t^r) 
genügen. 

Anm.  Es  ist  diese  Erklärung  in  Uebereinstimmung  mit  der  in  381  für  die 
Einheiten  des  Quotienten,  das  heis.st,  des  Lfioken  aus  druck  es  mit  Einer  Lücke  ge- 
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412.  Jeder  {reelle)  Lüdcenamdruck  {mit  vertausdibaroi  Lüclicn]  laust 
sich  mts  den  in  411  festgesetzten  nonnalen  Einkeiteti  desselhen  nume}-isdi 
ableiten,  wnd  diese  letzteren  stehen  in  lieiner  Zaklbesiehung  m  einander. 

Beweis  wie  in  381. 

413.  Erklärung.  Normale  Einheiten  einer  Grösagiigat-'^s 
t\ing.  Als  Grössen  derselben  G-attung  setze  ich  alle  diejenigen 
Grössen,  welche  nach  dem  Früheren  zu  einander  iu^dirt  werden  können. 
Die  Anzahl  der  normalen  Einheiten  einer  Grössengattung  nehme  ich  stets 
als  eine  gerade  an,  indem  die  eine  Hälfte  derselben  reell  ist,  und  die 
andere  daraus  durch  Multiplikation  mii  i  =  y — 1  hervorgebt.  Die 
Ableitzahlen,  durch  welche  eine  Grösse  aus  ihren  normalen  Einheiten 
numerisch  abgeleitet  wird,  nehme  ich  stets  als  reell  an. 

Anm,  Für  die  allgemeinen  ZablgrOssen  sind  also  1  und  "|/ —  i  =  j  die 
normalen    Einheiten,    für    die    allgemeinen    Grössen    erster    Stufe    { sind    es ) 

wo  tj ,  Cj ,  .  ,  .  c    ilie  urgprünglicliea  Einheiten  sind,  und  so  weiter. 

414.  Erklärung.  Numerischer  Werth  einer  Grösse  heisst 
die  positive  Quatratwurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate  aller  Zahlen, 
durch  welche  jene  Grösse  aus  ihren  normalen  Einheiten  ableitbai'  ist, 
das  heisst,  wenn  E^,  lE^,  ...  die  normalen  Einheiten  einer  Grösse  F 
sind  luid 

ist,  so  ist  der  numerische  Werth  von  P  gleich 

Y< +  «/+-■ 

Aam,  Diese  Dehmtion  vt  in  Liebei  ein  Stimmung  mit  dei  in  1>1  gegebenen 
Der   numerische   Werth   einer  komplexen   ^atlgioaae  p  -\-  g_i    i'-t  hiernach   gleich 

415.  Wenn  det  mimensche  Wetth  mm  Glosse  null  ist,  so  sind 
alle  Zahlen,  dmch  welche  diese  Grosse  aus  ihten  normalen  Einltetten  ab- 
geleitet ist,  einzeln  genommen  null 

Bewei'i  Es  seien  Cj,  E^,  die  normalen  Einheiten  der  Grosso  1' 
und  sei 

p_»,i, +  «,«,  +  ■■■■ 

Wenn  nun  der  numerische  Werth  von  P  null  SL'in  soll,  so  heisst 
tias  (nach  414) 

i/«;'+»,'+^-o, 

also 

Da  aber   «,,  a.^,  ...    (nach  413)   alle   reell  sind,    so   kann   die  Summe 
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ihrer  Quadrate  nicht   anders   uull  sein,  als  wenn   sie   alle  einzeln   ge- 
nommen null  sind,  also 

87  416.  Erklärung.  Wenn  der  numeriache  Werth  einer  Grösse  a 
kleiner  ist  als  der  einer  Grosse  i,  so  sage  ich,  a  sei  numerisch  kleiner 
als  b  und  schreibe  dies 

a  num.  <  b . 

417.  Wepn  K,,  Ojj  *^'ß  ZahJ^i  smä,  dioch  welche  a  ai<s  meinen 
Honnalen  Finketien  ableitbar  tat,  und  ebettho  ß,,  ß^,  dvi  ZaMen,  dmch 
tteltJie  b  aus  bemcn  notitmlm  Lmheiten  aliteitbat  ist,  so  smd  die  Vtr- 
ijleKhungen 

a  num    <  h 
nnd 

«I  +«.'+  /*,+/>     + 

einander  glctchbederitend 

Beweis  lolgt  unmittelitar  aus  41t)  und  414 

418.  Wenn  p,  q,..-  positive  ZaJilwerihe  mtd  a,  b,  ...  beliebige  {aus 
denselheti  normalen  Einheiten  ableitbare)  Grössen  von  der  Art  sind,  dass 

a  num.  <p,    h  num.  <$,  ... 
sei,  so  ist  auch 

a  -\-  h  -\-  ■■•  num,  <p  -\-  q  +  ■   ■  ■ 

Beweis.  1.  Für  stvei  Grössen.  Es  seien  Cj,  v.^,  ...  die  normalen 
Einheiten  von  a  und  b  und  sei 

a  ^  o:,e,  +  rc,e^ -i^  ■  ■  ■ 
h  =  ß,e^-^ß,e,  +  --- 
und  sei  k  der  numerische  Werth  von  a,   ß  der  von  b  und  y  der  von 
(f  +  6,  so  ist  K  <J),  ß  <.<i\  'ivi  zeigen  ist,  dass  y  <.p  ■\-  <]  sei. 
Nach  414  ist 

«^  =  «,-^  +  ß,^  +  .-- 
ß'  =  ßc  +  /5.^  +  ■  ■  ■ 

f=-{^.  +  ß.r  +  i.<h-vß^y-v---, 

also 

(•)  ./_„=  +  ^.  +  3(«,ft  +  ».|S,  +  ...), 

Nun  können  wir  zeigen,  dass  «^(3, -[- «a/^B  "1"  ' "  <  ^ß  ^^-  ^^ 
rler  That  ist 

-(«'■  +  «/+"-)(A=  +  fc'+--)--{«.ft  +  «,('i+'0= 
-  («,&  -  -M'  +  («. A  -  "M'  +  ■■■■ 
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Die  rechte  Seite  ist  die  Summe  mehrerer  Quadrate,  { sie  ist  J  also  gleich 
oder  grösser  als  Null,  und  dasselbe  gilt  dann  auch  von  der  linken, 
das  heisst,  es  ist 

(«/»)"  >{«,ft  +  .,ft +  ■■-)% 

also  auch,  da  «  und  ß  positiv  sind,  288 

Wenden  wir  diese  Vergleichung  auf  die  Gleichung  C^)  an,  so  folgt 
y'^  <  ß"'  +  /5'  +  ^K/5,   das  heisst  y^  <  iß  -\-  ßY, 
also,  da  y  und  a  -\-  ß  positiv  sind, 

rZ'  +  P; 

aher,  da  a  und  ß  (positive)  Zahlen  sind,  welche  bcziehüeh  kleiner  als 
die  positiven  Zahlen  p  und  q  sind,  so  ist 

also 

y<p  +  <i, 

das  heisst,  der  numerische  Werth  von  a  +  i  ist  kleiner  als  p  -\-  q. 

2.  Für  tmhr  Grössen.  Da  nun  (nach  Beweis  1)  «  +  6  num.  <.p-{~q 
und  (nach  Hypothesis)  c  num.  <  r  ist,  so  ist  (nach  Beweis  1) 

a  -\-h  -\-  c  num.  <p  -\-  q  -\-  r, 
und  so  weiter  für  beliebig  viele  Grössen. 

419.  Zusatz.  Wenn  p  und  q  positive  Zahlwcrilte  und  a  und  b 
heliehige  {aus  denselben  normalen  Emheitm  ableitbare)  Grössen  von  der 
Art  sind,  dass 

a  num.  <  p,     b  num.  <  q 
ist,  so  ist  auch 

a  —  b  num.  <  J)  +  5 . 

4191>.*)      Wenn  a  eine  beliebige  Crrösse,  b,  c,  ...  aber  ZahU/rössen {Bio) 
sind,   so  ist  der  numerische    Werth  (p)  des   Produktes  abc  .  . .   dieser 
Grössen  gleich  dem   Produkte  ihrer  nuiinerischen   Werthe  (a,  ß,  y,  . .  .); 
das  heisst, 

Beweis.     1.  Für  s;m   Grössen.     Es  seien  q,  c^,...  die   reelleiijSii 
jCi,  ie^,  ...    (i  =  y — l)  die  im^inären  Einheiten  von  a  und  sei 
(1  =  2  {«„Ca  +  i>af?„j, 

*)  {Die  Sätze  419b  und  419o  trafen  in  der  Originalausgabe  die  Num- 
mern 457  und  458;  (Jrassmann  sagt  jedoch  selbst  in  einer  Anmerkung  nach 
Nr.  458;  „Diese  zwei  Sätze,  welche  ajatemati scher  nach  419  ständen,  aind  hier 
nachgeholt,  um  sie  im  Folgenden  yerwenden  au  können",  deshalb  sind  sie  jetzt 
nach  Nr.  419  eingeschaltet  worden. } 
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wo  dif!  «n  iükI  7^,1  all«  reell  sind,  und  sei  ö  =  5  -j"  **,  so  isl  (nach  1 1  1) 

«■  =  £{ «,'  +  }>,' ) ,     ß'  =  d'  +  i'. 
Ferner  ist 

ab  =  S{(Sit,  "  «yj«.  +  i  (äy,,  +  e«,)»,!, 
alfiü 

p"  -  £j  (««.  -  ,y,y  +  (tr,  +  s«.)'i 
-  £{  ä"«.' +  sV.' +  «V/ +  «V  i 
~(«'  +  t=)£|i<.'+7.'!  -/)'«', 
also,  da  y,  ((,  /J  j)Ositiv  sind, 

Q  -  -ß, 
das  iieiwst, 

iib  imm.  =  «1^. 
2.    {Für  mehr  Grössen.,   Da  tiun  (nach   Ueweis  1)  ahimm.  =  (iß 
ist,  so  ergiebt  sieb  (iiacb  Beweis  1) 

ahcimm.  =  ,y.ßY, 
luid  so  weiter, 

419c.   Wenn  a  und  %  'beliebige  Grössen,   b,  c,  ..,,  b^,  c^,  ...  r(fie»' 
Zaiügrössen  sind  und 

a  iiiim.  <  ft, , 
?)  jiuni.  ^  &IJ     c  imni.  <  Ci,     .  .  - 
is(,  so  ist  auch 

abc  ...  iium.  <  «j^öiC, 

Beweis.  Dean  es  seien  a,  ß,  y,  ...,  a^,  ß-,,  y^,  . , .  beaieblicb  die 
liumerisehen  Werthe  von  a,  b,  c,  ...,  «i,  b,,  c,,  ...,  so  ist  (nach  419b) 
aßy  ...  der  numerische  Werth  von  abc  . . .  und  «iß^y,  der  von  «[5,^-1 .... 
Da  aber  a,  ß,  y,  ...,  a,,  /^j,  j'^,  ...  positive  Zahlen  sind  und  «<«!, 
ß  <.  ßij  J"  <  ^11  ■■  ■  '^t'j  ®**  i^t  *uch  K^j'  ■  ■  ■  <  «i^iJ'i  .--,  das  heisst: 
«ic  . . .  num.  <a,b,c,  — 
■8)  420.  Erklärung.  Ich  sage,  eine  Punktion  f(q)  einer  positiven 
Zahlgrösse  \q\  verschwinde  mit  </,  wenn  sieh  zu  jeder  positiven  Zshl  p 
ein  positiver  Wertb  von  g  angeben  lässt  von  der  Art,  dass 

f(q)  num.  <p 
&ei,  md  luch  bleit  wemi  j  beliebig  abnimmt,  aber  positiv  bleibt. 
Wenn  ausseidem  f(0)  =  0  ist  so  sage  ich  fit/)  werde  mit  q  null. 
Anm  Beidt  Ausdrucke  Mit  (positivem)  q  verachwinden  und  mit  g  null 
eiden  amd  ftho  nn,ht  idtntHch  sondern  nur  der  zweite  schliesst  den  erateu  ein, 
nii,ht  umgekehrt  denn  ei.  konnten  fui  f{q)  die  Bedingungen  des  Verschwindens 
m  t  j  erfdllt  sein  und  dennoch  konnte  /*[g)  für  g  =  0  in  einen  isolirten,  von  Null 
verÄcbiedenen  Werth  uteiapinigen 

4^1       Tfenn  nteheie  Fmikfionen  fi{i),  ^(ä),  -•■,7«(s)  einer  posi- 
tiven Zahlgrösse  q  mit  q  veffschviinden,  so  v^sf^wvnäet  mit  q  atteh 
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(a)  aJM  +  (hfM  +  ■■■  +  a^M,  ^«« 
tvo   tti,  a.^,  ...  a„   endliche  Zahlen,   oder  auch   beliebige  endliche  Lücken- 
ausdrücke  mit  je  einer  LücJce  sind,  welche  durch  fj{q),  f^iq),  •■■  ausgefüllt 
werden  kann.    (Und  ebenso,  wenn  jene  FunMionen  mit  q  null  werden,  so 
wird  auch  dieser  letzte  Ausdrw^  la)  mit  q  mül) 

Beweis.  1.  Für  Zahlen.  Sollten  von  den  Grössen  a^,  .  .  .  a„ 
einige  nnll  sein,  so  kann  man  in  dem  Ausdrucke  (a)  die  Glieder  weg- 
lassen, in  denen  diese  Koefficienten ,  welche  gleicli  NuU  sind,  vor- 
kommen. Wir  nehmen  an,  dies  sei  schon  geschehen,  und  es  seien  also 
rti ,  ...  ö„  lauter  von  Nidl  verschiedene  (endliche)  Zahlen. 

Da  nun  (nach  Hypothesis)  t\  (q)  ^^^  '1  verschwindet,  so  inuss  sicli 
(nach  420)  zu  jeder  von  Null  verschiedenen  Zahl,  zum  Beispiel  zu 
p-.a^n,  ein  positiver  Werth  q^  von  der  Art  angeben  lassen,  dass  f,{q^ 
numerisch  kleiner  als  p  :  a^n  sei  und  auch  bleibe,  wenn  q^  beliebig 
abnimmt,  aber  positiv  bleibt;  aus  gleichem  Grande  wird  man  auch 
einen  positiven  Werth  q^  der  Art  angeben  können,  dass  f-i^q^)  nume- 
risch kleiner  als  p  :  a^n  sei  und  auch  bleibe  bei  abnehmendem  i/j,  .... 
Wenn  nun  q  ein  positiver  Werth  ist,  welcher  noch  kleiner  als  jede 
der  Grössen  5i,  §21  ■■■  9"  ist,  so  ist  auch  /■^(^)  num.  <  ji :  %ji,  . ..,  oder 

o,J\{g)  num.  <  ^  ,     a^fiiq)  num.  <  ^  ,     . . . ,     aJJ^q)  num.  <  || ; 

folglich  ist  (nach  418}  auch  die  Summe  der  linken  Seiten  numerisch 
kleiner  als  die  der  rechten,  das  heisst, 

«,A(«)  +  «Mi)  +■■  +  «.Ui)  n™-  <  p, 

eine  Vergleichung,  die  auch  bestehen  bleibt,  wenn  q  beliebig  abnimmt, 
aber  positiv  bleibt,  das  heisst,  es  versehwindet  der  Ausdruck  (a),  wenn 
«1,  ...  «fl  lendliche)  Zahlen  sind,  mit  q. 

2.  Es  reducire  sich  der  Ausdruck  (a)  auf  aj\{q'),  wo  a,  eine  nor- 
male Einheit  eines  Lücken  ausdrucke  s  sei,  dessen  Lücke  durch  f\(q) 
ausgefällt  werden  kann;  es  seien  femer  e,,  e^,  ...  die  normalen  Ein- 
heiten von  a-ifiiii)  und  E,,  E,^,  ...  die  von  /i(g)  und  sei 

(b)  f,(q)  =  E,^M  +  E^fM  -f  .-■  =  2:E^q>.{q), 

so  wird  (nach  411)  ra,   die  Eigenschaft  haben,  dass  es  mit  einer  deraso 
Einheiten  £/,,  E^,  ...,  zum  Beispiel  mit  E^,  multiplicirt,  eine  der  Ein- 
heiten Pi,  e^,   ...,    zum   Beispiel   die   Einheit   e,,  liefert,    hingegen    mit 
jeder  der  übrigen  Einheiten  E,,  E.^,  ...  multiplicirt  Null  giebt,  so  dass 
also  dann 

(ft)  a,E,.  =  e,,  a,E,  =  0,  für  t  ^  r 

lat.     Dann  erha.lten  wir 
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«i/Ks)  =  «ii^-fcWn(?)  =  2:a,E.<pJ(i)  [44] 

Also  ist  (nach  414)  der  iiumeriselie  Werbli  von  «i/Kic)  gleich 
'|/(gi,.(j))^.  Da  nun  (nach  Hypothesis)  f^ig)  mit  q  Terschwindet,  so  Msst 
sich  (nach  420)  zu  jeder  positiven  Zahl  ji  ein  Werth  von  q  der  Art 
angeben,  dass  fiiji]  num.  <jj  sei,  und  auch  hei  abnehmendenr  q  bleibe, 
das  heisst  (nach  417),  dass 

(9i(2))^  +  (9'ä(?))^  4 </ 

sei  und  bei  abnehmendem  5  bleibe.  Da  aber  (nach  413)  <pi(ij),  ^ptiq)-,  -  ■■ 
reell,  also  (fpiiqif,  i<f>iiq)y,  ■  ■■  positiv  sind,  so  muss  jedes  dieser  Quadrate 
kleiner  als  p^  sein,  also  auch  (ipA0y<.P^!  das  heisst,  Oifiiq)  num.</i, 
also  verschwindet  aj\{q)  mit  q. 

3.  Es  seien  endlich  a^,  o.^,  ...  beliebige  Ijiickenausdrücke  (mit  je 
einer  Lücke),  und  sei 

wo  /',V,i,  F,,-,i,  ...  die  normalen  Einheiten  von  a,-  dai-stellen,  so  wird 

«/■(?)  +  'JM  +  ■■■-  2«..,J5..,f.(«). 

Da  nun  (nach  Beweis  2)  Ea,ifa{q)  niit  g  verschwindet,  so  ver- 
schwindet (nach  Beweis  1)  auch  die  Vielfach ensumme  dieser  Ausdrücke 
mit  q\  also  auch  «i/Kfj)  +  »3/2(2) +  ""  ■  Wenn  ausserdem  /i(5), 
lA'i)}  ■■■>  fiir  2  =  '^?  ^^^^  "'^l^  ^i"*^!  '^"^  gi^^  dasselbe  auch  für 
'*Ji(m)  +  f-if^io)  +  ■  ■■?  ^so,  da  ausserdem  der  letzte  Ausdruck  mit  q 
verschwindet,  so  wird  er  nun  auch  mit  q  null. 

422.  Wenn  zwei  FunMionen  f,{q)  und  /^(g)  einer  positiven  Zahl- 
f/rösse  q  mit  dieser  verschwindefi  (oder  7mU  werdeii),  so  muss  mit  ihr 
auch  die  Differenz  f^{q)  — f^(q)  verschteinden  {oder  null  ti>erderi). 

Beweis  in  421,  (vgl.  419,  Zusatz|. 
ai  423.  Erklärung.  Wenn  f{x)  für  einen  bestimmten  Werth  x 
die  Eigenschaft  hat,  dass  sich  allemal  ein  konstanter  Weiih  c  von  der 
Art  angeben  läsat,  daas  f{x  +  qdx)  —  c  jedesmal  mit  dem  positiven 
Zahlwertbe  g  verschwindet,  was  ftir  eine  endliche  Grösse,  die  mit  x 
von  gleicher  Gattung  ist,  auch  unter  dx  verstanden  sein  mag,  so  sage 
ich,  die  Funktion  f{x)  konvergire  um  x  nach  c. 

Anm.  Es  ist  hier  also  untei'  dx  vorläufig  nichts  weiter  verstanden,  als  eine 
beliebige  endJiche  Grösse,  -welche  mit  x  von  gleicher  Gattung  ist.  Doch  habe  ich 
schon  hier  diese  Bezeichnung  gewählt,  da  sie  für  das  Folgende  am  bequemsten  ist. 

424.  Wenn  f{x)  um  x  nach  c  konvergirt,  so  Jcann  es  vm  x  nicht 
guyieich  nach  einem  von  c  versdiicdencn   WertJte  c,  konvergiren. 
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Beweis.  Denn  sollte  beides  zugleich  der  Fall  sein,  so  müssten 
(nach  423)  fix  +  qdx)  —  c  imd  f{x  +  qdx)  —  c^  beide  mit  q  ver- 
schwinden, also  (nacb  422)  aueb  die  Differenz  beider,  das  heisst  c  —  c,, 
was  uiiiaÖglich  ist,  da  c  und  c,  zwei  verschiedene  Konstanten  sind. 

425.  Erklärung.  Eine  Funktion  f(x)  heisst  in  x  stetig,  wenn 
f(x)  um  X  nacL  dem  Werthe  konvergirt,  den  f{x)  in  x  hat. 

426.  Wenn  f(x)  in  x  stetig  ist,  so  verschwindet  für  jedes  cndlidie 
dx,  [das  mit  x  von  gleicher  Gattung  ist],  die  Diffe)-enz  f(x-\-qdx) — /'(.r) 
mit  q  [und  ivird  auch  mgleich  mit  q  null]. 

Beweis  unmittelbar  aus  425,  423. 

Anm,  Wenn  /'(*■)  in  x  nicht  stetig  ist,  so  verscli'windet  nicht  fnr  jedes  eniil- 
liche  dx  die  DifferenE  f{a;  +  q_dx)  —  f{x)  mit  9;  sondem  es  könnte  f{x  +  grf.-B) 
fi'ir  verschiedene  Grässen  dx  nach  verschiedenen  Grannen  konvergiren,  oder,  wenn 
es  anch  für  alle  endlichen  Werthe  dx  nach  ein  und  demselben  Werthe  c  kou- 
vergirte,  also  (na«h  423)  die  Punktion  f{:t)  selbst  um  w  nach  diesem  Werthe  ku 
konvergirte,  ao  würde  doch  f(x),  wenn  es  in  x  unstetig  ist,  dort  in  einen  von  c 
verschiedenen  Werth  überspringen. 

437.     Erklärung.    Wenn  /'.(a;)  eine  Zaklfunktion  und  f(x)  eine 

beliebige  Funktion  ist,  und  beide  für  denselben  Werth  von  x  =  a  null 

werden,  doch  so,  daas  der  Quotient  f{x)  :  f^  (x)  am  x  =  a  nach  einem 

konstanten  Werthe  c  konvergirt:  so  verstehe  ich  unter  dem  Bruche 

/■(^■) 

/;  («) 

diejenige  Funktion,  welche   im  Uebrigen   mit  jenem   Quotienten    über- 
einstimmt, aber  für  f  x  =  a  den  Werth  c  annimmt,   und  bezeichne  au 
den   Werth  c,  welchen  dieser  Bruch  fttr  x  =  a  annimmt,  mit 

i\.nm.  Ls  ist  die  e  Boatimmiing  ebenso  wie  du,  vorhergehenden  nicht  bloss 
I  die  Funktonen  esteneivei  Giissen  sondern  auch  für  die  gewjhnln,ko  }<  iiik 
tunenlehre  notkwendjg 

In  dei   riiat     mag   n    1        eine  eitensive  (irOüse   odci    eme   Ziblgröase     /{l 

m    eitel    ive  Fmktion   lUi  eme  Zaklfunktion  sPm    so  wir!    ^  enn  d  1  Biuci 

A 

/   ■■ 

ledei    il     PneFuiktioi    1  el  indplt  werden  10H     de  selVe  tui    jeli-i    be  timn  te 

Weith  von       glei  hfalls  unen  beatimmten  Weith   -«mehmen  miasen  {6ib]     Dies« 

Werth  wild  im  Allgememen    luich  Division  der  1  esondeien  Werthe     \el(,he  /(() 

und  fi{v)   l.ann  annehmen    gefunden     Abfr  wenn  tu       =  a  sjwobl  /(,   )  als  /, I,  ) 

null  werden     so    vird  dei  Quotient   dieser  besonderen  Werthe  vollkommen   unbe 

stimmt    eine  Unbpatimmtheit    welche  ffli  den  Bruch  }U     I  (t)   duichaus  xaiga 

hohen  vicrd  1    mus      falls   man   den  Biuch  Verknüpfungen  unterwerfen  will     die 

auch  fm  den  FiU    dass       =■  a  sei    ihif  GpHi  ng  haben  sollci 
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An  und  fuL  si  b  i?t  es  mögÜLh  in  diesem  Falle  lur  jenen  Bruch  einen  be 
hebigen  bBstimmten  Weith  1   fpstzoBteüen    allem  dann  musate  in  die  Bozeiclinung 

les  BruLlies  diese  Bestimmung    dits  derselle  fui      =  (    den  hestinimten  Weitb  h 
anneiinien  sollte    nut  lufgenom  nen  weiien     Diese  wülkurliche  Be-itimnung  wird 

tberfiüssiR-  wenn  dei  in  dei    obigen   ErklHiung   aufgestellte  Begnff  festgebalteii 
wild     nacb  wplchem  ^enpr  ßiuch  in   l  =-   i   stetig  gesetzt  wird      Äbei  diesei  Bc 
grift    etzt  voran       last  jenei  Pruth  um       ^  a   aaeh  einpni  1  eatim  nten  Wprtbt 
ii    konveig  rt      lat    lies  nicht  dir  Fall    sondern  Icnvergiit  der  Biucb 

ft»  +  g» 

f,(»  +  3S) 
beim  Verschwinden  der  positiTen  ZahlgrSsee  q  nach  Terschiedenen  Gräuzeu  su, 
je  nachdem  h  andere  Werthe  annimmt,  zum  Beispiel  bei  ZahlgröBsen,  wenn  b  die 
fferthe  +1,  — 1  oder  cos  ^^ -f*  '  ^'"^  l'  annimmt,  so  ist  der  oben  gegebene  Be- 
griff nicht  mehr  anwendbar,  und  es  bleibt  nichts  übrig,  als  dann  eine  willkür- 
liche Bestimmung  hinzuzufügen  und  mit  in  die  Bezeichnung  aufzunehmen. 

Die  Verkennung  aller  dieser  Verhältnisse  hat  in  die  höhere  Analjsis  eine 
heillose  Verwirrung  gebracht,  welche  sieh  häufig  genug  durch  Widersprüche  und 
fehlerhafte  Resultate  rerrieth.  Um  diesen  Irrthümern  zu  entgehen,  hat  man  hier 
und  da  die  Methode  zu  verbessern  gesucht;  namentlich  ist  es  Cauchy's  Ver- 
dienst, dass  er  durch  einen  unerschöpflichen  Beichthum  der  genialsten  Kunst- 
griffe die  Methode  überall,  wo  sie  schien  zu  Irrthümern  führen  zu  können,  gegen 
dieselben  sicher  zu  stellen  suchte.  Aber  auch  er  konnte  damit  nicht  zum  Ziele 
)3  gelangen,  weil  er  -|-  das  Uebel  nicht  bei  der  Wurzel  ergriff,  und  nicht  die 
wesentlichen  Begriffsbestimmungen  hinzufügte,  aus  deren  Mangel  aUe  jene  Ver- 
wirrung hervorging.  Ich  habe  mich  daher  geuöthigt  gesehen,  diese  Begriffs- 
bestimmungen, so  weit  sie  für  das  Folgende  nothwendig  erschienen,  hier  nachzu- 
tragen, und,  statt  mich  auf  frühere  Bearbeitungen  der  Differenzialrechnung,  der 
Potenzreihen  und  der  Integralrechnung  berufen  zu  können ,  musste  ich  diese 
Wissenschaften  von  vorne  an  awfbauen,  um  sie  auch  für  extensive  Grössen  mit 
Sicherheit  anwenden  zu  können.  Es  wurde  dadurch  um  somehr  geboten,  mich 
nur  auf  das  Nothwendigst«  zu  beschränken. 

Ich  bemerke  hier  noch,  was  sich  ans  dem  oben  Bemerkten  leicht  ergiebt, 
dass  ähnliche  Begriffsbestimmungen  für  alle  die  Fälle  festzustellen  sind,  wo  die 
zu  verknüpfenden  Funktionen  für  gewisse  Werthe  der  Variabein  in  solche  Aus- 
drücke übergehen,  welche  keinen  Verknöpfungen  (oder  wenigstens  nicht  denen, 
durch  welche  jene  Funktionen  aatev  sich  verbunden  sind)  unterworfen  werden 
dürfen,  also  namentlich,  wenn  eine  oder  mehrere  derselben  unendlich  oder  mehr- 
deutig werden.  In  allen  diesen  Fällen  kann  die  Bestimmung  ganz  analog  der 
soeben  mifgetheilten  getroffen  werden. 

Die  Bezeichnung,  welche  ich  oben  hinzugefügt  {habe),  indem  ich  hinter  die 
Funktion  den  besonderen  Werth  der  Variabein  in  Parenthese  beifügte,  um  durch 
das  Ganze  den  Werth  auszudrSeken,  welchen  die  Funktion  für  diesen  besonderen 
Werth  der  Variabein  annimmt,  ist  auch  in  vielen  anderen  Fällen  mit  Vortheil 
anwendbar,  und  zum  Tkeil  unvermeidlich. 
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aitel  2.    Differenzialrechiiung. 


§  1.  DiiFereazial  erster  Ordnung. 
428.  Erklärung.  Wenn  q  eine  reelle  ZaMgrösse,  dx  aber  eiae 
:  endliche  Grösse,  welche  mii  x  von  gleicher  Gattung  ist,  lie- 
zeichuet,  so  verstehe  ich  unter  der  {nach  der  Veränderlichen  x  üaä 
dem  Zahlfaktor  q  genommenen)  Differenz  der  Funktion  /'(■''),  ge- 
schrieben d^^gfi^x),  diejenige  Fimktion,  welche  der  Gleichung 


(-)  d.JXx) 


-  K^-\-idx)-m 


genügt  (wobei  die  Division  durch  q  in  dem  (in  Nr.)  427  bestimmten 
Sinne  zu  fassen  ist). 

+29.     Erklärung.    Wenn   der  Ausdruck   rl^^^f(x)  in  §  =,  0  und 
in  X  (425)  stetig  ist  (vgl.  auch  427},  so  bezeichne   ich   ä^^i,f(x)  mit 
dxf(x)  -f  und  nenne  d^fix)  das  nach  x  genommene  Differenzial  von  294 
({x),  das  heisst,  ich  setze 

Wenn  4,sf(^J        htdE  hfthtl  9=1       <1 

in  X  stetig  sei,  so  hd  hc?/'()ujttg 

Wenn  in  eine    F     n  1  J  lunkt  t  t    D  ff  1 

zeichen  d  ohne  jed      Ind       g      h     1   n     fc  11  3      h  1 

die  Foimel  allgem   nlt  llnhwlhV       llu        hi] 

duieh  ausgedruckt    D  ft  t  mm  1      h       t    w  1  h 

Index  mau  auch  dmihfunm  tt  1 

daun  in  diesei  Foim  IjdmDff  1       h       /(w  G 

tritt)  denselben  Ii  1      h        f     t 

Aam.    Ea  läsat       hdBffdDfi  1  hflPUJ 

dasselbe  anstetig  wirlftU  d{}lis  huu       IhDff  1 

unter  gewissen  tJmst     d  hgltgVknjfg  hm  D     h      t 

bei  jeder  Behandlung  d      Dift      nzlihngmwkmBi^  1  Fll 

Kunächst  ganz  auszus  hl  daialllFllw  Dff  1 

endlicJi  wird,  im  Zu    nun    hn^mtl        llgm  Bthtg       h  t 

wachsender  Funktion  ig  Ir  AI         dUdlli 

hehaudelnden  Abech    tte        hhl         A      dm       bged      Wt        il 
wir  jedoch  dieae  ßeti    htung  d    ef  Jk  li  end      i     )  de     7  ff  l 

voraus,  dass  es  steUg 

Noch  bemerke      hl         1      St  tgk    t  d  fl.  )  tz      1 

/(     +^d   )-/() 
um  q  =  0  gleichfalls  null  werde,  dai<  hmsst,  daes  anch  /"(;c)  stetig  sei. 
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430.      Wenn  d^f(x)  stetig  isi  und  f(x)  =  y  gesetzt  wird,  so  ist 
f(x  +  qdx)  =  f{x)  +  g(d,f(x)  +  N) 

wo  N  mit  der  reellen  Zaklgrösse  q  sugleich  null  wird. 
Beweis.     Man  setze 

Da  d^f{x)  stetig  ist  (nach  Hypotheais),  so  ist  (nach  429)  auch 
der  Quotient 

f(x  +  qdx)  -  f{x) 
i 
in  g  ^  0  stetig,   und  dann   ^=dxf(x),  also  "wird  N  als  die   Differenz 
dieser  beiden  Ausdrücke  mit  q  zugleich  null.   Dann  erhalten  wir  aber 
/(,r  +  qdx)  =  fix)  +  qid.m  +  jV)  =  j/  +  q{d^,j  +  N). 
95         431.    Wenn  A  ein  konstanter  Lückenausdruck  mit  n  { vertattschbaren } 
Lücken  (in  jedem  Gliede)  ist,  in  welche  Grössen  von  der  Gattung  x  ein- 
treten sollen,  so  ist 

(a)  d^ihx")  =  n^x"—''-dx] 
ins  Besondere  ist 

(b)  d^Ax)  =  Adx 

(c)  d^A  =  0. 

Beweis.  Da  für  die  Produtte,  deren  Paktoren  in  die  Lücken 
eines  { solchen )  Lüekenausdruckes  eintreten  sollen,  (nach  363  { Änm. ) ) 
die  gewöhnlichen  Geaetne  der  Algebra  gelten,  so  folgt,  wie  in  der 
Algebra,  dass 

A(^  +  g_dxY  =  Ax"  +  nqAx"~^dx  -j-  q-B 
ä  eine  steigende  Potenzreihe  von  q  ist.    Hieraus  folgt  unmittel- 


A(x  +  qdxr- 


nAx''~'-dx  +  9B 


in  5  =  0  stetig  istj  also  ist  (nach  429) 

(/,c(A3;")  =  nAx''~^dx. 
Hieraus  folgen  die  Formeln  (b)  und  (c)  für  js  =  1  und  0. 
433.    Wenn  u,,  u^,  ...  beliebige  Funktionen  einer  beliebigen   Varia- 
bein X  sind,  so  ist  (wenn  du^,  dwg,  ...  stetig  sind) 

d(u,  +  j(,  +  ...)  =  dMj  +  rfM;  +  ■■■ . 
Beweis.     Es  sei  !(i=/i(«),  U-^  =  f^(x),  ...,  so  ist  (nach  430) 
ax-\-qdx)==u,-\-q(du,-{-^\), 
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DiffciRiiiiial  erster  Ordnung,  —  Diftcrenzial  einer  Summe  und  eines  Produktes.  291 
WO  iV\  mit  q  zugleicli  nulJ  wird,  und  so  für  jeden  andern  Index.   Also 

£/.(a:  +  qäx)  -  S\t,,  +  q{ä.,,.  +  K)]. 
Also  ist 


=  £{4«.  + A^„) 

Da  nun  Ny,  N^,  ...  mit  q  null  werilen,   wie   gezeigt,   so   wird    auch 
(nach  421)  ihre  Summe  UNa  mit  q  null,  also 

Die  linke  Seite  ist  aber  29( 

also 

oder,  da  die  Formel  für  jeden  Iudex  x  gilt, 

433.  Wenn  y  und  s  beliebü/e  Funktionen  von  x  sind,  und  [j/3] 
ein  leliebiges  Produkt  derselben  ist,  so  ist,  {vorausgesetzt,  dass  dy  und  dz 
stetig  sind), 

Beweis.     Es  sei  y  =  f{x),  z  =  F{x),  m  ist  (nacli  430) 
f(x  +  idx)  —  y  +  t{d,y  +  N) , 
F{x  +  qdx)  —  8  +  q(d,S  +  »'), 
wo  S  und  A''  mit  q  zugleicli  null  werden.     Somit  ist 
r    1  _  r[»j:  +  8to).J'(»  +  gfa)l- Wl 
'^•''^       l  3  J(j-«) 

-  b  (48  +  I»')]  +  [(d.y  +-»)2]  für  q  _  (I, 
oder  (nach  429)  mit  Weglassung  des  Index, 

<i[>/8]  -  [y  .  dl]  +  [dy  .  «]  +  bi?']  +  [ffs]  fflr  2  _  0. 
Da  nun   'N  und  A"  mit  q  null  werden,  so  wird  (nach  421)  auch 

[»!]«■+ [i2]jV, 
WO  l  eine  Lücke,  in  welche  N  {oder  A")  eintreten  soll,  bezeichnet,  mit 
q  null,  das  heisst,  [y^'~\  -\-  [A2]  wird  mit  q  null,  also  ist 
d\_yz']  =  \^  .dz\  +  [t?i/.2]. 

434.  Wenn  y  aus  seinen  normalen  Einheiten  c^,  e.^,  ...  (^MrcÄ  die 
Zaklgrössen  j/j,  j/jj  ■■-  t^leithar  ist,  und  j/,,  i/^,  .,.  Funhtionen  einer 
beliebigen  Variabein  x  sind,  so  ist  {vorausgesetzt,  dass  dy^,  dy^,  ... 
stetig  sind) 

dy  =  e,dyi  +  e^dy^  -| . 
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+34— 43' 

1. 

Beweis.     Da 

y  =^  C'iVi  +  vji  +  ■■■ 

ist 

(nacli  llypotbesis),  so  ist 

dy  =  d(e,^,)-^d{e,y,)  +  -' 

[432] 

=  e^dy,-j-e,dy,  +  --- 

[433,  431(c)]. 

Anm.     Eierdurcli  lässfc  sich  das  Differensial  eincir 

pstonsiT 

011  Fiiiiltt.ioii  auf 

die 

Diffcionzialf!  voa  Zulilfunktionen  zurückführen. 

§  2.     DiffereDEialquotient  erster  Oränung. 
436.     Erklärung.    Unter    -  l'(x)   oder  unter  f'(x)  verstelle  ich 
397  (vorau^esetat,  d^s  dxf{x)  stetig  sei)  den  Ausdruck,  welcher,  \  mit 
jeder   Grösse    dx    (die   mit  x  von    gleicher   Gattung   ist)    niultiplicirt, 
d^f{x)  liefert,  das  heisst,  welcher  der  Gfleidmng 

genügt.  Ich  nenne  i-/'G^)  den  nach  x  genommenen  Differenzial- 
quotienten  erster  Ordnung  von  f(x),  und  f'(x)  die  erste  abgeleitete 
Funktion  von  f(x). 

436.  Erklärung.  Wenn  man  die  Differenzialquotienten  einer 
Funktion  u  =  f(x,  y,  . ..')  mehrerer  Veränderlichen  ä,  y,  ...  auf  die 
Weise  bildet,  dass  man  jedesmal  den  Differenzialquotienten  nach  eiuer 
dieser  Veränderlichen  nimmt,  während  man  dabei  die  übrigen  Ver- 
änderlichen wie  Konstante  behandelt,  so  nenne  ich  die  so  hervor- 
gehenden Differenzialquotienten  die  zu  dem  Vereine  der  Veränderlichen 
X,  y,  ...  gehörigen  partiellen  Differenzialquotienten,  und  be- 
zeichne dann  den  in  diesem  Sinne  nach  x,  y,  ...  genommenen  Diffe- 
renzialquotienten mit 

3-M,  oder  -,  - /■(x,  w,  ...),    .... 
dx    '  dx'  ^  '  -"      "        ' 

{die  entsprechenden  Differenzen  und  Differenziale  mit  ds^.qtt  und  il^ii 
oder  mit  </x,gfi<^,y,  ■■•)  und  d^rfi^,  V,  ■■■),   ■■■)■ 

Anm.  Es  ist  bei  den  partiellen  Differenzialquotienten  unumgänglich  noth- 
wendig  (worauf  schon  Jacobi  in  Crelle's  Journal,  Bd.  22,  S.  331  (Werke,  Bd.  3 
S.  397  i  aufmerksam  gemacht  hat)  den  augehörigen  Verein  der  Veränderlichen  anzu- 
gehen, also  nicht  bloss  diejenige  Veränderliehe  zu  nennen,  nach  welcher  der  Diffe- 
renzialquotient  genommen  werden  soll,  sondern  anch  diejenigen,  welche  bei  der  Bil- 
dung desselben  als  Konstante  behandelt  werden  sollen.  Denn,  wenn  zum  Beispiel  eine 
Gleichung  zwischen  x  und  y  hervortritt,  so  läsat  eich  die  Anzahl  der  Veränderlichen 
um  eine  vennindem;  schafft  man  zum  Beispiel  x  weg,  so  bleiben  nur  y,  äf, . . . 
übrig;  und  betrachtet  man  jetzt  diese  als  den  Verein  der  Veninderlichen  bildend,  so 
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gewinnt  ^-  ii  jetzt  eiiiH  gsinz  andere  Betüiutiing  iwd  im  Allgimieinün  einen  gana 

iindern  Werth  als  vorher. 

Aber  es  wiJrde  selir  imbeiiueni  sein,  wenn  man  den  ganzen  Vevein  der 
Vaiiabeln,  zu  welchem  die  partiellen  Differeiizialc[Uotieiiten  gehören,  mit  in  die 
Uozeichnung  dereelben  aufnehmen  wollte.  Man  beugt  allea  Vei-wecheelüngen  vor, 
wenn  man  den  Verein  der  Veränderlichen  jedesmal  angiobt,  und  wenn  man,  so- 
bald in  einer  znEammenhängenden  Darstellung  bei  dei-  Differenziation  iiaeh  der- 
selben Variabein,  zum  Beispiel  nach  x,  das  eine  Mal  andere  Grössen  als  konstant 
behandelt  werden  sollen,  als  das  andere  Mal,  eta  neues,  -f  im  Ucbrigon  wilikür- aOH 

liches  Zeichen  statt  — -   sotut;  hat  man  dann   die  Bedeutung  dieses  Zeichens  an- 
gegeben, so  ist  eine  Verwechselung  unmöglich. 
Die  allgumoiijc  BcKeichnung  durcli 
d 

da,'"' 
welche  ich  iur  die  partiellen  Differenisialtinotienten  nach  x  gewählt  habe,  bedaif, 
obwohl  sie  ungebiänchlich  ist,  wohl  kaum  einer  Iteehttertigung,  indem  sie,  ohne 
willkürlich  zu  sein;  äusserst  bequem  ist,  und  eine  so  ungehinderte  Vei'wendung 
gestattet,  wie  keine  andere. 

437.  Wenn  e^,  fg, ...  die  normalen Mnheiten  von  rK  =  a;,e,4-^3*'aH — 

sind,  und  S^f(x),  d^f(x), ...  die  naeh  x, ,  x^, . . .  genommenm  {partiellen\ 

Differmsialquoiietüen  von  fix),  tvelche  m  detn  Vereine  der  Vercmderlichm 

*ij  *8j  -■•  ^fÄöre»,  beseichnen,  so  ist  {vorausgesetzt,  dass  dxf{x)  stetig  ist) 

d.f(x)  =  8,fix) .  dx,  +  8J{x) .  rfa^a  +  ■  ■ . . 

Beweis.     1.  Es  seien  die  normaleu  Einheiten  Cj,  e^,  ...   in  zwei 

Gruppen  zerlegt,  und  ij  aus  der  einen  Gruppe,  s  aus  der  andern  nuine- 

riseli  abgeleitet,  und  awar  so,  dass  x  =  y  -^  s  sei,  so  zeige  ich,  dass 

dj:f{x)  =  dgf{x)  +  clifX^)  sei,  wo  bei  den  durch  d,j,  d,  bezeichneten  Diffe- 

reuziationen  y  und  z  als  den  Verein  der  Variabehi  bildend  gedacht  sind. 

In  der  That,  es  sei  äy  aus  denselben  Einheiten  ableitbar,  wie  ij, 

und  dz  aus  denselben  wie  e,  und  sei 

dy  -^  ds  =  dx  ^  e^dx^  +  e^dx.^  ~\-  •■■ . 

Nun  ist  (nüch  Hypothesis)  dxf{x)  stetig,  das  heisst,  es  ist 

fix  ^^äx) -((.<:) 

2 

für  jeden  Werth  dx  (der  ans  Cj,  e^,  ...   ableitbar  ist)   in   5  =  0   und 

in  X  stetig,  also  auch,  wenn  man  dy  statt  dx  setzt,  das  heiast,  es  ist 

fix  -f  gäy)  -  f(^) 

a 

in  2  =  0  und  in  x  stetig.    Ferner  ist 

f{x-i-ady)-f{x)  _  fiy  +  g^J/jML- 


yGoosle 


294  Aj.     Abaclinitt  II.    Kapitel  2,    §2.    Nr.  437,  438. 

also  iat  dyf{x)  von   (ty.qfix)   Yerschieden  um  eine  Grösse  iV,   die  mit 
2  null  wird,  somit 

und  ebenso 

299  WO  N  und  N^  mit  ;;  null  werden,  und  dio  ersten  Glieder  in  f  2  =  0 
und  in  x  stetig  sind. 

Wenn  nun  eine  Funktion  91(3;)  in  x  stet«?  ist,  so  heisst  das 
(nach  42ö)j  es  konvergire  tpix  +  qdx),  wo  dx  eine  beliebige  Grösse, 
die  mit  x  von  gleicher  Gattung  ist,  und  q  eine  positive  Zahl  bedeutet, 
um  2  =  0  nach  einem  Werthe  zu,  den  es  in  3  =  0  erreicht,  das  heisat, 
es  lasse  sieh  <p(x -{-  qdx)  in  dec  Form  (p{x)  +  N^  darstellen,  wo  N^  mit 
q  null  wird.  Demnach  wird  (p(x)  ^  rp(x -{- qdx)  —  N^,  oder,  falls  wir 
für  dx,  das  willkürlich  war,  das  obige  rf^  setzen,  <p{x)^(p{x-{-qds)  —  N^. 
Wenden  wir  diese  Umformung  auf  das  erste  Glied  Yon  d^fix)  an,  also 
auf  die  Funktion 

,^.  =  /-(^  +  id>,)  -  fix) 

so  erkalten  wir 

^^  f{y;\  ^  f(^  +  qdi:  +  qdy)  -  fj^  +  üäs)        ^,  __  ^^ 

Hier  ist 

qäis  +  qdy  =  q{(l^  +  dy)  =  qdx, 
da  wir  oben  dy  -^  dis  =  dx  setzten,  also 

d,f{x)  +  d.fix)  = 
=  /■(■«  +  qdx)  -  fjw  +  qd,)  +  fix  +  qd£)  -  f(x)    ,    j^   ,    jv  _  ^, 

Hier    hebt    sich    das   zweite    und    dritte   Glied    im    Zähler,   und    da 
N  -{-  Nj  ^  JVg  =  N  (nach  421)  mit  q  null  wird,  so  erhalten  wir 

wo  N  mit  q  null  wird,  also 

<i,m  +  4/w  -  ''-/'W- 

2.  Da  man  nun  ebenso,  wie  man  x  in.  y  und  s  zerlegte,  wieder 
y  oder  s  zerlegen  kann,  so  gilt  der  Satz  auch  für  beliebig  viele  Stücke, 
in  die  man  x  in  der  Art  zerlegen  kann,  dass  jedes  Stück  aus  einer 
Gruppe  der  Einheiten  e, ,  e^,  ...  numerisch  abgeleitet  iat,  und  die  ver- 
schiedenen Gruppen  keine  gleichen  Einheiten  enthalten;  also  nament- 
lich, wenn  x^c,  =  y^,  x^e.^  =  y^,  ...  und  demgemäss  dy,^  ==  e^dx^, 
di/2  =  (^dx^,  . .  -  ist,  so  ist 

d.m-ii„f(,^)  +  dj[^)  +  ---, 
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WO  die  durch  f/^, ,  . . .  bezeichneten  partiellen  Differenziale  sich  auf  den 
Verein  der  Veränderlichen  i/j,  1/3,  ...  beziehen. 
B.    Nun  ist 

Aber  I  man  hat ) 

f(x  +  qdy,)  =  f{x  +  geida:,)  =  f(x,e^  +  ^  +  ge^  (?«,), 
wenn    der    Kürze    wegen    x.^e.j -\- x^c^ -}- ■  •  ■    mit   s   bezeichnet   wird,  soo 
also  ist 

f(x  +  qäy,)  =  fie,{x,  +  qdx,)  +  «), 
also 

=  <^^.  ^c*)  =  ^  /"(^^  ■  ^^*'       ^"^<^^  4^^'  i  ^^^ !  ] 

und  ebenso  für  die  übrigen  Indices.  Setzt  man  diese  Werthe  in  die 
vorher  gefundene  Gleichung  ein,  so  erhält  man 

d^f{x)  =  SJ(x)  .  dx,  +  SJ(x)  .dx^-{----. 
438.      Wenn  d^f(x)  stetig  ist,  so  ist  ^f{x)  oder  f'{x)   ein  von 
dx  unabhängiger  Quotient,  und  zwar,  imnn  e,,  e^,  ...  die  normalen  Ein- 
heiten von  X  =  e^a^i  +  B^^i.  +  ■  ■  ■  sind,  so  ist 

und  ' 

wo  $..S.,  ...  oder  -^r~,  -^ — ,  ...  die  2W  dem  Verein  der  Veränderlichen 
x^,  x^,  ...  gehörigen  [partiellen]  Differensialquotimien  nach  x,,  x^,  ... 
bezeichnen. 

Beweis.   Wenn  x  eine  Zahlgrösse  ist,  so  ist  (nach  428}  auch  dx 
eine  Zahl  grosse  und 

d^,m  _  f{x  +  qdx}-f(x}  ^ /■(^_^3)  -  m 

dx  qdx  q  ' 

wenn  man  qdx  mit  (/  bezeichnet.  Nun  wird  q'  mit  q  null  |und,  weim 
dx^O  ist,  auch  umgekehrt  5  mit  q'\,  also  ist 

d,f(x)  _  d^m  _  rAa^  +  g')  ~f(xr\ 

dx  dx  \_  (f  J('!'=»l 

Ferner  ist  (nach  Hypothesis)  dj:f{x),  also,  da  rfa:  ^  0  ist,  auch  ^^^ 
stetig,  und  somit  auch  y/^;  j_  «') —/(a^) 
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in  q  =  0  stetig,  das  heisst  (nach  425),  es  bonvergirt  dieser  Ausdruck, 
wenn  X  konstant  ist,  um  2'  ^  0  nach  einem  konstanten  (von  q  un- 
01  abhängigen)  f  Werthe,  welchen  er  in  q  =0  erreicht;  dieser  Werth 
ist  also  bei  variablem  x  eine  blosse  Funktion  von  x,  unabhängig  von 
q',  das  heisst,  von  qdx.  Es  sei  diese  Funktion  rp(x),  so  ist 

dtf(x)  =  (p{ai)  .  äx, 
also   ist   <p{x)   die  Grösse,  welche   mit  jedem   äx   multiplicirt,  <lxf{i^ 
liefert,  das  heisst  (nach  435), 

aJMu  ist        f{x)  von  äx  unabhängig. 

2.   Es  sei  X  =  x^Cj^  -\-  x.^e^  ■{-■■■,  wo  ist  (nach  437) 

d^ix)  =  SJ{x)  .  (7a;,  +  SJ{x)  .dx^-\ , 

wo  ^^,  3^,  ...  die  in  jenem  Satze  angegebene  Bedeutung  haben.  Nun 
ist  f{x)  (nach  435)  der  Ausdiniek,  welcher  mit  jedem 

dx  =  e^dx^  +  Ca'^^i  "l~  ' ' ' 
multiphcirfc  dxf(x)  giebt,  also  hat  man 

r  (»)(«, 'te,  +  v'",  +  ■•■)-  ä/w  ■  <iA  +  n.m  ■  <'»■.  +  ■  ■ , 

also 

f  {x)e,  .  dx,  +  /■'  {x)  e^.dx,-\----^  Ö,  /'(x)  .  dx,  +  dj(x)  .dx^+  ■■■. 
Nach  Beweis  1  und  nach  350  sind  aber  die  Urösaeu  dif(x) 
d^fix),  ...  blosse  Funktionen  von  x,  also  von  dx^,  dx^,  ...  unabhängig, 
das  heisst,  für  jeden  Werth  x  ist  die  rechte  Seite  obiger  Gleichung 
eine  feumme  von  Produkten  der  vanabeln  Zahlgiossen  dx^,  dx^,  ...  mit 
Glossen,  wekhe  bei  uuvei  ludertem  1  sich  nicht  andern,  also  muss  auch 
diL  linke  ^eite  von  gleichei  Form,  und  muftseu  die  entsprechenden  Koet- 
ücienten  gleiih  sein,  dts  heisat,  es  ist 

Damit  ist  fix)  als  deijenige  Ausdruck  bestimmt,  welcher,  mit  c,,  c^,  . . , 
einzehi  multiplicirt,  beziehlich  die  Werthe  ä,f{x),  SJ'{x),...  hefert, 
das  heisst  (nach  377),  es  ist 


/  W  = 


.  I>  fW     d,/ix) 


Anm  HiPrdii  t  11t  die  I>jfetet  ahon  »mcA  emei  e  te  stvei  fhoe..e  j  d.uf 
die  p  irtiellen  DifleroniiAlqitota.enteiL  nach  Zahlgiossen  zmackgeluhrt  waiiend  in 
434  das  Dtffermtdl  dei  ej,tenm>et}  Funtcti  n  aif  die  Differenziile  von  Zihl 
fnnkti  npn  zurückgeführt  war  wodurch  also  di  Reduktion,  dea  nach  emei  est  u 
aiypn  Grosse  genommenen  Difieienziilqnotienten  einer  estens^en  Funktion  auf 
hc  1  ach  ZahlgrossPn  genommpnen  DiffärenzialquotiPuten  von  Zahlfimktionen  voll 
t,nlpt    at 
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439.    Wenn  s  eine  ieli^ige  endliche  Grösse,  welche  mit  x  von  gleicher  S02 
Gattung  ist,  und  q  wie  bisher  eine  positive  Zahlgrösse  iemchnet,  so  ist 

f(x +  q,)  -  a^)  +  q(,rmi  +  N), 
ICO  N  mit  q  nwü  wird  (und  mraiisgesetst  ist,  dass  dxf(x)  stetig  ist). 

Beweis.     Es  ist  für  jede  endliche  Gfrösse  dx,  welche  mit  x  von 
gleicLer  Gattung  ist,  (nach  430) 

fix  +  qdx)  =  fix)  +  q{dj{x)  +  N), 
wo  N  mit  q  null  wird.   Es  ist  aber  dann  (nach  435)  d^f(x)  =  f'{x)dx, 

f(x  +  qdx)  =  r(x)  +  q{f'{x)dx  +  N); 
da  aber  2  nach  der  Voraussetzung  dieselbe  Bedeutung  hat   wie    dx, 
so  können   wir  auch  jenes  für   dieses   setzen  und  erhalten   die  au  er- 
weisende Gleichung. 
44:0.     Jis  ist 

dm = rwv  =  |;ft!/)  ■  <^y  =  ^y'iy) 

auch  dann,  ivenn  y  wieder  Funktion  einer  leliehigen  Grösse  ist,  avf 
tvelche  sich  die  durch  das  vorgesetzte  Zeichen  ä  dargestellte  Differentiation 
bezieht  {vorausgesetzt,  dass  dy  und  df{y)  stetig  simt). 

Beweis.     Es    beziehe    sich    die   Differenziation    iiuf   x    und    sei 
y  =  ip{x),  so  ist  (nach  430) 

(*)  9>(^  +  qdx)  =  y  +  q{dij  +  N), 

wo  j>'  mit  q  null  wird,  und 

_  \rbi  +  }(■!»  +  m  -  f(]in 


r/W  +  t[fM(ii!<  +  y)+-r]-  f  (!/)] 


IC)] 
[-iiiiij, 


wo  JV'  mit  q  null  wir<i, 

-rW(<!</ +  »)  +  »■  tar5_0. 
Da  nun  JY  und  ^''mit  q  null  werden,  so  wird  (nach  421)  auch /"(»/)  JV+-^' 
mit  ([  null,  und  also  ist 

141.     W&tn  X  und  y  =  fix)  aus  den  n  ursprünglichen  Einlieitcn  so 
c,,  e,,  ...  e„  numerisch  ableitbar  sind,  und 

X  =  x^e^  -\-  x^e.^  -(-...  -f-  x„Ca 
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ist,  tfnd  dj^y  stetig  ist,  so  ist  der  Fotm^iverth  des  Quotimtm  %-«/  gleich 
der  Funhtionaldeterminante  von  yi,y^,.-.  nach  x^,  x^,  ...,  das 
heisstf  gleich  der  Determinante,  welche  aus  den  partiellen  DtiferensiaV- 
quoHenten  der  Ftinktionen" y^ ,  if^,  ...  nach  den  Variabein  Xi,  x^,  ...  ge- 
bildet wird,  das  heisst, 

wo  fiir  jeden  Index  r  von  1  bis  n,  das  Zeichen  j—  den  partiellen  Diffe- 
rmmalquotienten  ieseichnet,  welcher  nach  x,  so  genommen  ist,  dass  alle 
übrigen  unter  den  Yariabeln  x^,  ...  Xn  (avsser  Xr)  hei  der  Differentiation 
als  konstant  gesetzt  sind. 

Beweis.  Es  ist,  wenn  das  Zeichen  -  der  Kürze  wegen  durch 
8r  ersetzt  wird,  (nach  438)  '' 

also  (nach  383)  der  Potenzwerth 

[rW] -[*,!/•  «>!/--.«.9]- 
Aber,  da  y  =  ejj/j  -}-  c^y^  -|-  ...  ist,  so  ist  (nach  434) 

also 

indem  nämlich  [e^e.^ . . .  e,"]  (nach  94)  gleich  1  ist. 

Anm.  Der  Begriff  der  Funktional determinank ,  wie  er  von  Jiicobi  in 
C  11  J  nal  Bd  32,  S.  319ff.  {Werke,  Bd.  3  ^  a03  ft  |  iuerst  aufgestellt 
w    d  t  h       al    Potenzwerth  der  abgeleiteten  Funktun  ui  'einei  wüuen  Bo 

\  a  mg  herr  nn  1  die  dort  nachgewiesenen  Sätze  ergeben  aich  aus  dieser  Be 
d  utung       f    1      1       te;  ich  überlasse  diese  Ableitung  daher  dem  Leser 

44         W         M  eine  beliebige  Funktion  d)    inanduJichen  Gioisoi 
X,  y, ...  ist,  so  ist 
04  clu^j^u.dx-\-  ^--u.dy-\ 


die  m  dem  Verein  der  Veränderlichen  x,  y,  ...  gehörigen  partiellen  Diffe- 
renmalqiiotienten  und  d^,  dg,  ...  in  demselben  Sinne  die  partiellen  Diife- 
remiale  bezeichnen  (und  die  letzteren  als  stetig  vorausgesagt  sind). 
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Beweis.  Es  sei  x  aus  seinen  normalen  Einheiten  durch  die  Ter- 
änderlichen  Zahlgrbssen  a:,,  a:^, ...,  ebenso  y  aus  seinen  normalen  Ein- 
heiten durch  die  veränderlichen  Zahlgrössen  y^,  Viy---  ableitbar,  und 
so  weiter.  Man  bilde  nun  ein  neues  System  normaler  Einheiten 
1^11  iSg,  ...,   fi,  (2,  •■■,    ■■  •   ■ttnd  setze 

V  =  3-^e,  +  x.^e^  +  ■  ■■ 

+  <jJi  +  y,f,  +  --+---, 

so   wird  u   (nach  352)    eine  Funktion  der    einzigen  Variabein  v   und 
man  erhält  (nach  437) 

+  4"-''''  +  4"-''''  +  '''  +  '''' 

wo    ,     ....  sich  auf  den  Verein  der  Variabeln  x,,x^.  .  ■ .,  »/,,?/),-■.,  .  ■  ■ 

beziehen.     Da  u  eine  Funktion  von  v  ist,   so  können  wir  (nach  440) 
statt  di,n  auch  äu  achreiben. 

Ferner  ist,  wenn  man  y,  z, ...,  das  heisst,  j/^,  y,^,  ...,  s^,  s.^,  ...... . 

konstant  setzt  (nach  437) 

1^"  ■  ^^^  =  ^ ''  ■  ^^1  +  dl: "  ■  <^^^  +  ■  ■  ■  ' 


^  =  ,7^"-'^2'i  +  iF^"-''2'^  +  - 


dy 


du  =  ■  J--  u  .  dx  -i-  -j—ti .  dy  -\-  • 


§  3.     Differenziale  höherer  Ordnimg. 
443.     Erklärung.    Wenn  u  eine   beliebige  Funktion  iti    und  d 
und  §1  zwei  beliebige  Differenzzeichen  ('f^-,,,  rf^,g)  f  oder  Difieienzial  305 
zeichen  (dx,  dy)  sind,  hei  denen  sich  jedoch  die  Differenziation  auf  em 
und   denselben  Verein  von  Variabein   bezieht,  deren  Biffmeimale    he? 
jeder  Differennatitm  konstant  gesetzt  werden,  so  verstehe  ich  unter  SS^n 
den  Ausdruck  8{d,u),  und  nenne  dd\   iü  diesem  Sinne  ein  Produkt  von 
Differenzzeieben;  und   halte   diese  Bestimmung   auch   dann  noch  fest, 
wenn  5,  ein  Produkt  von  Differenzzeichen  ist,  das  heisst,  ich  setze 
dd^ti  =  d(d,u) 

und  so  weiter,  wo  d,  d^,  (Jg, . . .  sich  auf  denselben  Verein  von  Variabein 
beziehen,  deren  Diiferenziale  konstant  gesetzt  werden. 
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Hl.    Erklärung.   Wenn  d  ein  beliebiges  Dift'ereiizzeicben  ((/i.j) 
{ oder  ein  Differenzial zeichen  (d^')  ]   ist,  so  setze  ich 


letzteres  jedoch  nur,  wenn  n  -f-  1  eine  ganze  positive  Xiihl  ist. 

Anm.  Es  lässt  sicli  auch  dem  negativen  Exponenten  eine  Rodoutung  bei- 
Icgun,  was  jedoch  erat  in  der  Integralrechnung  klar  werden  kimn. 

445.  .Es  ist 

U)  ä^  d    fix  y)  ..-^^<^  +  g'^^'^  +  g'^y^~^<^+g'^^'i^^~A^'y+g"'y)+^'<^'?^) 

auch  wenn  fix,  y)  noch  andere   Veränderliche   enthält,  welche   aber  alle 
iei  der  Differensiation  konstant  gesetzt  werden,  und  ebenso  ist 

(b)  d:^,^dy^^U  =  d,j,jdx,qU. 

Beweis.     Es  ist  (nach  443) 
dx,<,dyj'{x,  y)  =  d^,,\d,j,Jix,  i/)] 

and  dies  aus  demselben  Grunde 

ot!  Also  ist  Formel  (a)  erwiesen.  Aber  aus  dieser  Formel  folgt  so- 
gleich, dass  d^^^dx,qf{x,  y)  denselben  Ausdruck  liefert,  wie  d.T,qä,j^gfix,  y), 
also  auch  Pormel  (b)  erwiesen. 

Anm.  Man  lätte  auch  das.  zu  y  gehörige  q  von  dem  au  x  gehörigen  ver- 
schieden setzen  und  jenes  etwa  mit  qi  beneiehnen  können,  so  wären  die  Formeln 
noch  bestehen  geblieben,  eine  Verallgemeinerung,  die  jedoch  ohne  besonderen 
Nutzen  ist. 

446.  Die  Ordnung  der  auf  einander  folgenden  Bifferengseidien 
idx,q,  -■■)>  «"^ß**  denen  die  Differeitsialgeichen  mit  einbegriffen  sind,  ist 
gleichgiUUg  für  das  Besultcd. 

Beweis.  Denn  nach  445(b)  lassen  sieh  jo  zwei  aufeinander  folgende 
Differenzzeichen  vertauschen. 

447.  Wenn  ein  höheres  Differential  stetig  ist,  so  sind  auch  die 
niederen  Differensiale,  diwch  deren  fortsdirei^nde  Differensiation  jenes 
entstanden  ist,  stetig. 

Beweis.  Es  sei  ;(  ein  beliebiges  Differenzial,  und  sei  d^u  stetig. 
Es  wird  u  im  Allgemeinen  eine  Funktion  der  Variabein  x,  y,  ■■■  und 
ihrer  Differenziale  sein.  Allein,  da  bei  der  Difl'erenziation  nach  x  alle 
übrigen    Variabein    und    sämmtliche    Differenziale   als    Konstante    be- 
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handelt  werden,  so  genügt  es  für  diese  Differenziation,  u  als  blosse 
Funktion  von  x  zu  betrachten.  Es  sei  in  diesem  Sinne  ti  =  fix), 
so  ist 

9  Jb=") 

Da  nun  dj^a  stptig  löt,  so  muss  der  m  Klammer  geschlossene  Bnicb 
um  2  =  0  nach  einer  bestimmten  endlichen  Grunze  könvergiren,  die 
er  in  5  =  0  erreicht,  also  mus&  mit  dem  Nenner  {q)  auch  der  Zähler 
null  werden,  das  heisst,  f{i  -}-  g.äi )  —  f{x)  mnsa  mit  q  null  werden, 
das  heisst  [nach  429),  f(x)  ist  m  x  stetig,  also  auch  *(. 

Durch  rortsetzung  dieser  bchluasweise   gelangt  man  zu  dem  all- 
gemeinen Resultate  des  batzes 

448.    £s  ist,  wenn  A  einen  Atisdruck  mit  n  { verlauschharen  ]  Lücken 
von  der  Gattung  i  'heseichnet, 

d^(hx^)  =  ■ — ^^—^,kx^-"'dx"'. 

Beweis.     ].    Der  Satz  gilt  (nach  43])  für  in  =  1. 
2.    Wenn  nun  der   Satz  für  irgend  einen  Wertb  in  gilt,   so  gilt 
er  auch   für  jb  -f"  Ij  denn  dann  ist 

ü:"^^{kx')  =  4(C(AO)  H44|  3u 

=  äx  \7—z. — r;  Aa;''-'"(?ai™l, 
da  nach  der  Annahme  der  Satz  für  den  angenommenen  Werth  m  gilt, 
=  d,  (.--^^  Mx'^af""")  [362]. 

Da  nun  (nach  443)  dx  bei  der  Differenziation  als  konstant  betrachtet 
werden  soll,  und  es  mit  x  von  gleicher  Gattung  ist,  so  ist 

ein  Ausdruck  mit  n  —  m  Lücken,  folglicli  erhalten  wir  (nach  431) 
den  zuletzt  gefundenen  Ausdruck 


_(«-! 


'^  kdX!"x"-"^'--hlx 


das  heisst,  der  Satz  gilt  dann  auch,  wenn  man  m  -j-  1  statt  m  setzt;  da 
er  nun  (nach  Beweis  1)  für  m  =  1  gilt,  so  gilt  er  auch  für  m  =  2, 
und  weil  für  m  =  2,  so  auch  flir  m  =  3,  also  für  alle  positiven  Werthe. 
449.  Wenn  e^,e^,...  die  normalen  Einheitm  von  X'=Xie^-\-x^e.^-\ — 
sind,   und  d,,  S«,  ...  die  su-dem   Vereine  der   Verändej-lichen  Xy,  x^,  ... 
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gehörigen  partiellen  Differenzialquotienten  nach  x^,  x^,  ...  heseichnen,  so 
ist  {vorausgeseist,  dass  diu  stetig  sei) 

wo  die  Anzahl  der  Faktoren  dxa,  dxf,',  ...in  jedem  Gliede  n  ist,  und  die 
Summe  sich  auf  alle  unter  dieser  Sedkigung  möglidien  ganzen  positivmi 
Werthe  a,  6,  ...  bemeht. 

Beweis.     Nach  437  ist 

d^u  =  2;{d^u.dx^}. 
Differenzirt  man  noch  einmal  nach  x,  so  ist,  da  hei  dieser  Differenziation 
(nach  443)    dx,    also    auch    dx-i,  dx^,...    konstant    zu    setzen    sind, 
(nach  437) 

diu  =  S{  diS^u  .  dxjxi, }  =  S{ d^äbU .  dxadxt }  [446], 

nud  so  weiter. 

450,  Erklärung.     Unter 

f(x)  oder  unter  ['•'''>  (x) 

verstehe   ich    (vorausgesetzt,    dass    d^fix)    stetig   ist)    den   Ausdruck, 
08  welcher  mit  dx"  multiphcirt,  was  auch  dx  für  eine  mit  x  gleichgattige 
Grösse  sein  mag,  älf{x)  liefert. 

451.  Wenn  dlf(x)  stetig  ist,  so  ist  f'-"\x)  derjenige  Ausdruck  mit 
je  n  [vertausctiiaren]  Lücken  in  jedem  Gliede,  welcher  die  Higensehaß 
hai,  dass 

W  fW(«)(e,«.-..) -*,«..../■« 

ist,  für  jede  Eeihe  von  n  Indices  r,  s,...,  wobei  die  Bedeutung  von 
Cj,  %,  ...,  i5i,  S^,  ...,  dieselbe  ist,  wie  in  449,  [und  wo  das  über  dem 
Produkte  (e,c, . . .)  stehende  Zeichen  «  andeuten  soll,  dass  die  Anmhl  der 
Fdidoren  gleich  n  ist]. 

Beweis.    Nach  450  ist  zu  zeigen,  dass  alleraal 

ist,  wenn  f^'''>(x)  den  Gleichungen  (a)  genügt.     Es  ist  dann 
f{-)(x)dx''  =  fi'-^xXe^dx^  +  e^dx,  +  ■■■)" 

'=  2f'''''>(x)(eaeü . . .)dxadxb  ■.■ , 

nach  dem  allgemeinen  polynomischen  Lehrsätze  (oder  auch  nach  45) 

=  j; I d„ dt,  .../■(«) . dx^dXb ...]  [(a)] 

=  dif(x)  [449]. 

452.     Erklärung.    Wenn    x,  y,  ■ . .    ZahlgrÖssen    und    m    eine 
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Funktion 
unter 

derselben 
ruck 

ist, 

d" 

verstehe 

icli,   V 

den  Avisd 

'dx^dy'' 

«■- 

dx' 

W 

~"^ 

dx''dy' 

wo  sich  die  Differenziatiouen  auf  den  Verein  der  Variabein  x,  ]),■■■ 
beziehen,  und  dx,  ily,        von  Null  verschieden  angenommen  sind. 

Anm.  Die  jartiellen  Diflerenzial  iuutn,nt^a  nach  verschiedenen  extensiven 
Variabeln  können  ia,si  überall  entbehit  werden  da, man  mehrere  extensive  Vari ah oln 
steta  anf  eine  einzigi-  zurw-kfuliren  kann  (nach  362). 

463.  Wenn  y  noü)  nieder  JFunlUion  einer  beliebigen  Veränderlichen 
ist,  so  ist  {die  Stetigkeit  der  vorkommenden  Differensicde  vorausgesetzt) 

"■';•  =  V  ty  (■^f '-''.)     („  +  b  + ...  _ ,.). 

«!  .^J       v'.       \  a'.        hl        J  VII  / 

Beweis.     Wie  iu  der  gewöhnlichen  Analysis, 

Kapitel  3.    TJnisiiÖIiclie  Reihen.  -^ 

§   1.     Die  unendlielien  Reihen  im  Allgemeinen. 

454.  Erklärung.    Eine  Keihe 

".,  + «,  +  ",  +  •■■ 

heisst  acht,  wenn  sich  eine  positive  Zahl  2'>1  finden  lässt  von  der 
Art,  dasß  m^,  u^T,  u^T^,  ■■■  bis  ins  Unendliche  hin  endlich  bleiben, 
dass  heisst,  dass  sie  numerisch  kleiner  bleiben  als  eine  gewisse  end- 
liche Grösse  M,  so  dass  also 

ii^T''  nam.  <M 
bleibt  für  jeden  Index  r. 

455.  Zusatz.   Setzen  wir  l:T=t,  so  können  wir  die  Bedingung 

der   Aechtheit   auch   so    ausdrücken,   dass   sich    zwei   positive   Zahlen 

t  und  M,  von  denen  f  <  1  ist,  finden  lassen,  so  da'-s  stets 

, ,  .,  Ur'.  f  num  <  M 

bleibe. 

456.  Jede  ächte  Iteihe  ist  konvergent. 
Beweis.     Ea  sei 

ii  =  Wo  +  «i  +  «3  +  --- 
eine  ächte  Reihe,  so  giebt  es  (nach  455)  eine  positive  Zahl  i  <  1  von 
der  Art,  di^s,  für  jeden  Index  r,  der  Quotient  u^:  f,  den  wir  mit  o^ 
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bezeichnen  wollen,  numerisch  kleiner  als  eiiio  gewisse  endliche  {positiyo) 
Zahl  M  sei;  dann  wird 

wo  Or  rnira.  <  J(f. 

Der  liest  p„  dieser  Reihe  von  dem  G-hede  eint"  an  ist 

Nun  isi 

r/,  iiura.  <  VV,   r(,.r  iium.  <  j¥f  ? 
also  (nach  418) 

p„  num.  <  Mt"  -\-  Mt"+^  -\ 

num.  <  M  y-^;^  ■ 

Nun  lässt  sieh  n  hier  so  gross  wählen,  dass  (»„  num,  kleiner  wird 
als  eine  beliebig  gegebene  positive  Grösse  /c,  und  auch  bleibt,  wenn 
n  noch  wächst;  dies  wird  nändich  erfüllt,  wenn 

»>logj(j'-f,  :log(') 
iOist.    Da  also  der  liest  p«  mit  wachsendem  n  nach  Null  zu  konvcrgirt, 
so  ist  die  Reihe  konveigeiit 

Anm  Um  die  Beziehung  anisc-lieu  «hten,  uimliteii,  koan^r^Pntfa  und 
diveigi'nteu  liPihen  Eocli  ansUiauhchpr  hervortreten  zu  lassen,  wiU  ich  hier  noi^h 
die  miä«hten  Eeihen  bemhien 

"Wenn  die  a,imintlioheii  ijheder  einer  iiiiiühten  Keihe  endlich  bleiben,  das 
liPisst,  numpnach  klemei  bleihen  als  eine  endhehe  positive  Zahl  M,  so  will  inh 
diCSB  Rpihe  eine  "üebeigangsieihe  nennen,  i^enn  df^egen  die  Gliedei  einer 
Reihe  unendlich  werden,  da*;  heilst,  wenn  e«  au  jeder  positiven  Zahl  M  dlieder 
dei  Eeihe  giebt,  welche  noch  grosiei  als  M  sind,  so  mag  eine  solche  Reihe  emp 
absurde  heissen  So  zum  Beispiel  ist  die  Keihe  (  +  '^  f  °  +  3  (^  +  eine  achte, 
wenn  der  nuraerisclip  Weith  dei  Zahlgrösse  ;  kleiner  als  1  ist,  sie  wird  eine 
TJebeigangsreihe,  wenn  t  numerisch  gleich  1  wird,  und  zwar  eine  divergente 
Uebeigangisieihe,  wenn  f  =  1,  eine  konvergente,  nenn  (  =  ~  1  ist,  sie  wird  ab- 
sind, wenn  f  nmn  >1  wird 

Eine  solche  absurde  Reihe  ist  stets  zu  veiwerfen  Hingegen  hat  die  Uebei 
gangsreihe  mit  der  achten  noch  das  gemem,  disa  sie  den  Werth  dpr  Punktion, 
welche  durch  die  Reihe  dargestellt  weidfn  soll,  wirlfli(,h  ausilrdckt,  gleichviel  ob 
sie  konvergirt  oder  divergofc  Im  letzteren  Palle  zeigt  sie,  falls  sie  sieh  dem  Un 
endlichen  ttaJieii,  daas  für  diesen  Pall  in  der  Ihat  die  Punktion  unendlich  wird, 
30  zum  Beispiel  ist  die  obige  Reihe  bekanntlich  die  Reihe  fili  —  log  (1  —  /), 
diese  Funktion  wird  mit  ( =  1  unendlich,  ebenso  wie  die  Reihe  *  +  ^.  ('  +  J  t'  +  > 
und  diese  stellt  also  auch  für  diesen  Fall  noch  den  Weith  jener  Funktion  dfw 
Odei,  um  em  einfaeheiea  Beispiel  zu  walJen  die  Reibe  1  +  '  +  *'+  wud  fui 
t  =!  3^  1  eine  Uebpij(aiisj;sieihc,  und  zwir  niminfc  '.le  fm  (  =  1  ents))iei.l  eud  dtr 
Funktion  i 
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deren  Rntwickelnng  sie  darstellt,  unendlichen  Werth.  an.  —  Wenn  hingegeu  die 
divergente  Uebergangsreihe  sieh  beinein  unendliclien  Wer&ie  aimiihmt,  woudetn 
stets,  wie  weit  man  sie  auch  verfolge,  zwischen  verschiedenen  Werthen  hin  und 
her  schwankt,  wie  zum  Beispiel  die  Beihe  1  ^  (-|- **+ ■  ■  ■  ^ß'  ^^^^  Wertlie 
(  =  ^I,  so  lässt  sich  dennoch  ilir  Werth  aus  der  Gränze  bestimmen,  nach 
welcher  jene  Reihe  konvergirt,  wenn  man  (  zuerst  kleiner  als  1  setzt  und  sich 
dann  (  der  1  imbegränzt  annähern  lässt.  Aber  alle  diese  Uebergangsreihfin,  selbst 
wenn  sie  konvergiren,  dfirfen  nur  mit  Vorsicht  angewandt  werden,  da  die  Rech- 
nungsgesetze Tiehtier  Reihen  auf  sie  nicht  mehr  anwendbar  sind. 

469.*)     Wenn  mehrte  Heiken   acht  sind,   so   ist  auch  ihre,   Viel-{^lVj 
facheitstimnre  ücM,  das  heisst,  toenn 

B,  =  M,  +<  +  <^) +  <'  +  •■  ■ 
Ji,  =  H,  +  w,'  +  th''>  +  «,^'1  H-  ■  ■  ■ 

F   ^      -\  [  +  +-.- 

rite  He] e  ?         l  a     a  e    ielel  ge  m  lliche  Zalügrössen  sind, 

so  u,t  a  cl    1  e  Hele 

^=     +       +         +         +    ■■, 
wo  f     jedfi  7  je 

=  «  +  +  +       ,"««  312 

t  Jte  B  Ic 

Bewe  9      Da  7*    0    p       lit     Ke  h        t  giebt   es  (nattli   AtyA) 

ve    1   s,  t  vp  7allen  T     nd  M     vo     de  e     I      PrstPrß  >1   ist,   von 
le    Art,   1        f      ,]   le     /e  „er 

m/"  T,'  nam.  <  ilf, 
sei.    Ebenso  lassen  sich  für  die  übrigen  Reihen  K,, . . .  H,,  solcbe  posi- 
tive  ZaJilenpaare    'I\,   M^,  ...,   T„,  M„   finden,    von    denen    die    erste 
jedes  Zahlemtaares  >  1,  und  so,  dasa 

Ma''*2'a'nuni.  <i»/a,    ...,    m/'' J,.' nnm.  <  J)f„ 
ist.  Es  sei  T  die  kleinste  der  Zahlen  T,,  ...  'A,   also  noch  T>  1,  so 
bleibt 

h/'' T  num.  <  M„  u^''*  T  num. <  üf^,    ...,    !(„'*' T  Jium,  <  M„ , 
also  auch   (nach  419c),  wenn   /J,,  ...  ß„  die   numerischen  Werthe  von 
ß|,  ...  K„  sind, 

«jV'2"aimi.  <^iJlf,,   ...,    «„«„''*  3"  num.  </3„.Jlf„; 
folglich,  da  die  rechten  Seiten  dieser  Vei^leichungen  positiv  sind,  so  ist 
(nach  418) 


*)    {Die  Nummern  457  und  458  stehen  jetat  an  ihrer  vielitigon  Stelle,  n^U 
lieh  hinter  Wr.  419  als  Nr.  4iyb  and  419c.) 
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<^i7(/''r  +  ■■■  +  «„M,/''riium.  <|5,JW"iH }-  ß,Jl„, 

das  heisst 

wenn  ft-M^  +  ■■--}-  ß„M„  mit  M bezeichnet  ist;  folgüeli  ist  die  Reihe  E 
(nach  454)  eine  ächte. 

§  2.     Die  Beihen  als  Funktionen  einer  Zahlgr&sse. 

460.  Die  nach  dm-  Zahlgrijsse  x  gmommewni  Di/ferensialqiiotienten 
einer  ächtm  Heike 

B  =^  Bf,  -{-  n,x  -\-  a^x^  -\-  ■  •  ■  ^  SnaX" 
sind  tvi£der  ächte  Hetlien. 

Beweis.  1.  Da  11  eine  ächte  Ueilie  ist,  so  müssen  sich  (nach 
455)  zwei  positive  Griässen  t  und  M,  von  denen  die  erste  <  1  ist, 
finden  lassen,  so  dass  für  jedes  r 

"^^-  jium.  <  M 

ist.    Nnii  sei  t  eine  positive  Zahl  zwischen  i  und  1,   das  heisst  i  >  f 
aber  <  1,  so  ze^e  ich,  dass  alle  Gliedei'  der  Reihe 

die  Eigenschaft  haben,  dass  für  jeden  Indes  r  bis  ins  UnendUcbe  hin 
der  Ausdruck  ra,x''—^  :  t'  endlich  sei. 
In  der  That  ist 


Der   zweite  Faktor  ist   (nach  Hjpothesis)   numerisch   kleiner   als    J/, 
also  (nach  41i)c)  der  ganze  Äusdrack 


wenn  wir  der  Kürze  wegen  den  numerischen  Werth  von  J/ :  x  mit  J/j 
bezeichnen.     Nun  sei 


was  stets  möglich  ist,  da  t  grosser  als  t,  also  t  ■ —  t  ungleich  Null  ist. 
Dann  wird 


»>(..  + 1)7 
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oder,  indem  wir  mit  t" :  t"  inultiplicireu, 


.1       -^  :,~-\-l  ' 


mid  aus  Efleichem  Grunde 


Nun  werden  aber  die  Ausdrucke 


da  ihre  Zahl  endlieli  ist,  und  sie  alle  endliche  Werthe  haben,  { sämmt- 
lieh}  kleiner  sein  als  eine  gewisse  positive  endliche  Grösse;  diese 
heisse  m.  Da  nun  alle  Ausdriieke  rf'ir''  fiir  jedes  )•,  was  grösser 
als  n  ist,  wie  eben  bewiesen,  kleiner  als  nt"  :  t"  sind,  und  dies  letztei'e 
<  m  ist,  so  werden  alle  jene  Ausdrücke  für  jeden  Wertb  von  r  kleiner 
als  m  sein,  also  auch 

Hier  ist  m  eine  endliche  Grosse,  aber  auch  M^,  wenn  nicht  etwa 
äs   gleich    Null   ist,   also    auch    mM^   endlich,   also    auch   ra,-x''~*^ :  f 
munerisch   kleiner  als   eine  endliche  Grösse,   das  heisst,  die  -|   ßeilieau 
-r- Jl  ist  eine  ächte,  vorausgesetzt  noch,  dass  a:  >  0  ist.    Wenu   aber 
X  ^~  0  ist,  so  ist 

also  gewisi^   eine  iichte   Reihe, 

y.    Da  nun  -77,  ■?!   i-'i'ie    ächte    Reihe    ist,  so   ist   (nach  Beweis  1) 
auch  dessen  IJifferenzialt^uotient  nach  x,  das  heisst 

ä> 

eine  ächte  Reibe,  und  so  weiter. 
■161.      Wenn  eine  Reihe 

für  irgend  einen  Wertli  x  der  Zahlgrösfie  x  acht  ist^  so  ist  sie  es  mieh 
für  jeden   Werth,  der  itumeriscli  yleieh  oder  Meiner  als  x'  ist. 

Beweis,    Denn,  wenn  die  Reihe  für  x  =  x'  acht  ist,  so  müssen 
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sieh  (nacli  454)  uwei  positive  Werthe   T  niid   M,   von  tlenen  Jer  erste 
^  1   ist,  angel>e]i  lassen,  ao  tlass  für  jedes  r 

a,.x"'  T''  mim.  <  M 
ist.     Daijii   ist  abprj  wenn  x  iium.  <  x    ist, 

ff^yr  niim.  <«,V"T'  [419cl 

iinui.  <  jlf, 
das  beisat,  i\'\i'.  Ueilie  fr„  +  "j^'  +  f.^x"  -]-•--  ist  danti  auch  eine  ächte 
(nacb  454). 

Anm  Es  folgt  hieiaus  logleidi  (incli  4C0)  il'is.  luch  die  nirh  »■  genum 
ineneii  Difieieii7ial  luotienteii  jenei  Robe  fii  itdet  i  «is  iiumeiiEch  gleich  oder 
kleinei  all  J,  i'^t  achte  Beihen  ilso  auch  itetig  sein  ni  iHsen  Daiaus  folgt  mxüü 
umgekehrt  dasa  wenn  e  ne  Funktion  /  (a.)  fiii  irgend  einem  Wecth  von  a  der 
nunienaoh  gleich  v  vi  aich  m  eme  dchte  Beiiie  soll  entwickeln  lallen  uoth 
wendig  f{x)  und  seine  Difierenaale  fui  jeden  Weith  dei  nnmeriscli  glpich  odPi 
kiemer  als  v  ist  auch  stetig  sein  müssen  Abei  es  bleibt  noch  an  ni  t«rsu  hen 
ol  diese  Bedingung  der  Stetigkeit  auHreichend  datüi  ist  dass  sich  fix)  m  eine 
ichte  Reihe  entwickeln  lasse 

7u  dem  Ende  kommt  es  daiauf  au  f{c)  fui  die  Terachiedenen  numerisch 
gleichen  Worthe  /u  betrachten  namentlicli  fu  ine  Reihe  sukher  Werthe  von 
lenen  jeder  folgende  au«  dem  Torhergehenden  durch  gleiche  cnculaie  Aendeiung 
heiTOrgeht  Nun  hat  Cannhy  nachgewies  n  daaa  wenn  f\jr)  stetig  ist  das 
anthrnftische  Mittel  allei  Werthe  welche  f{x)  eihSJt  indem  x  i ortschreitend  emei 
konstanten  ciiciilaren  Aendening  unterwoifen  "Mid  bis  wiedei  zu  dem  ui 
sprangbchen  Weithe  zurückkehrt,  ein  Ausdruck  ist  neleher  stets  nach  einer  kon 
Instanten  (von  o  unabhängigen!  -j-  dränge  koiivergirt,  sobald  dei  Winkel  der  cn 
ciliaren  Aendeiung  TOrs  hwindend  klein  wiid  Ei  hat  aus  dietem  Satze  auf  eine 
sehr  sinnreiche  A^else  die  Bedingung  algeleitel  untei  welcher  eme  Punktion  /"(a;) 
inh  in  eine  konveigente  (genauer  m  eme  Ichte)  Reihe  entwickeln  Usst  woi 
iibei  Moigno  Lp  ms  de  calcul  differentiel  Tome  1  i  150  sb  (Paris  1840)  la 
veigleicl  en  ist  Der  Lraiig  dei  folgenden  Fntwickelung  ist  im  wesentlichen  der 
flle  wie  er  in  dem  ingefahrtpu  Weike  gewtlhlt  ist  dock  ist  hier  di  Betrach 
tnng  veiallgememert  m  sofern  f{  )  als  eiteiisive  Ort  se  1  etiachtet  \  inl  wäliiend 
seil  st  eine  ^ahlgrosse  bleibt 

463.  Lehrsatz  und  Erklärung.  Wenn  f'{x)  stetig  ist  für  jede 
Zahlgrösse  x,  deren  numerischer  Wei'th  swischm  den  Gränsen  a  und  h 
liegt,  u}id  ®  eine  n-te  Wurzel  der  absoluten  Einfieit  und  zwar 

®  =  «OS  ^^'  +  i  sin  ~ 

ist,  so  honvergirt  der  Ausäiiid' 


mit  iinendUch  tvacJisenäem  n  nach  einer  konstanten  (von  x  unahJiüngigen) 
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Gräme.  Diese  konstante  Grä«se  sei  das  i^ii  jenem  StetigKmiigebtete  ge 
hörende  konstante  Glied  der  Funktion  /(a)  genannt  und  mtt 

heseichnet. 

Beweis  des  IjehrsatKes.    Da  f  (a;)  stetig  iwt,  so  ist  (nach  439) 

/■(^'  +  'j)  -  fi^)  =  ?(rt*'>  +  N), 

wo  N  mit  q  null  vviv<i.  Da  liuu  0*  iiumeriscli  gleich  1  ist,  so  ist 
x®"  numerisch  =  .t,  also  auch  /"(a:®°)  stetig.  Setzt  man  nun  in  die 
obige  Gleichiuig  x®"  statt  x,  imd  q^  x&^i® — 1);  so  verwandelt 
sieh  X  -(-  <i  iii  3:®°+*,  und  wir  erhalten,  wemi  wir  noch  dem  iV  den 
Zeiger  a  beifügen, 

/■(«8-+0  -  ({x»)  _  jS'i,®  -  I)ir(i8")  +  iv-j. 

Nun  ist,  wenn  wir   ,  -  mit  S  bezeichnen, 

Öf{x®'')  =  &"f{x&') 
(nach  440);  also  wird 

*-"^>?^'- •>/■(-«•) +  ^-. 

indem  wir  abttt  Q^Na,  welches  mit  N„  numerisch  gleich  ist,  also,  eben 
so  wie  dies,  mit  q  zugleich  null  wird,  Nä  geschrieben  haben, 

Gehen  wir  nun   zum  arithmetischen  Mittel   über,  so  wird,  wenn  316 
die  folgenden  Summen  von  0=1  bis  u  genommen  werden, 

,,;^.i  2'|«-«"+')  -«-*))  -  »2  "^ + i  ^«•' 

Die  linke  Seite  ist  null;  denn  die  dort  erscheinende  Summe  ist  gleich 

f(x&''+')-\-f(x&'')-j----^f{x@'')  —  fix®") f{x®')—f(x®), 

also 

^-f\x0''+')—l(x®)^O, 

da  @"  -=  1,    also    x®"^'  ■-=  X&  ist.     Somit  erhalten  wir 


ä2'"'-f^--,'i'-v.'- 


Aber  £INa.n  ist  das  arithmetische  Mittet  der  Grössen  iV^',  JV/, ... 
ist  also,  wie  gross  auch  n  sei,  numerisch  Meiner  als  der  grössto 
nunierisehe  Werth  dieser  Grössen,  den  wir  mit  N'  bezeichnen  wollen. 
Wenn  nun  n  unendlich  wird,  so  koavergirt 

@  =  i:os \-  i  sin  ' 

nach  1,  also  @  —  1  nach  0,  also   konvergirt  auch   q  =  x®  {®  —  I), 
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was  mit  x{® —  1)  mimenscli  gleich  ist,  uacb  0,  also  aueli  i\\',  iV/,  , , , , 
also  aucli  N';  also  auch 

da  sein  numerischer  Wertli  noch  IcJeiner  ist  als  der  tou  A".     Setzen 
wir  die  Gränze,  nach  wekhcr 

2^ 

kojivergirt  ---^  'p{x)i  so  haben  wir  also 

(las  hei  SS  t 

if{x)  =  Const. 
Anm.  Ich  habe  hici'  doii  Sata,  dase,  wenn,  düs  Diffcreuaiitl  einer  Funktion 
null  bleibt,  die  Funktion  konstant  soj,  als  bekannt  voran egeaetzt,  um  hier  nicht 
die  Entwickelung  zu  unterbrechen.  Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  im  Eingange 
des  folgenden  Kapitels  (der  Integralrechnnng)  nachgeholt,  und  zwar,  ohne  dass  in 
diesem  Beweise  auf  irgend  einen  Satz  des  gegenwärtigen  Kapitels  zunickgo- 
gdngen  sei 

163.  uns  Iwnstante  Glied  einer  Yielfacliensiiinmc  von  Funktionen 
(deieu  etbte  abgeleitete  FunUionen  stetig  sind),  ist  die  cntt-prechcndc  Viel- 
fachensumme  atis  den  konstanten  Gliedern  der  Funktionell,  das  hdsst 
{wenn  ft{x),  /^/(a;),  ...  stetig  sind,  so  ist) 

C[«,/,w  +  «Mx)  +  ■■■]-  «,C|f,fa)i  +  «,cu;(«)i  +  ■■■. 

17         Beweis.    Wenn  &   dicaelbe   Bedeiituiig   wie   in  i&J   hat,  so   ist 
C[/i(a;)]  die  Oränze,  uach  welcher 

mit  unendlichem  n  koiivergirt,  das  heisst,  es  verschwindet 

;2:/,(i0")-cr/;(4] 

mit       ,  ebenso 

_'i7;(,rs')-C[/;(a^)l,  ..., 

also  (nach  -121)  auch  ihre  Vielfachenwumme,  das  heisst 

1 2;|«,/,(«s')  +  o,/,{«e")  +  ■■■!-  .,C[/;(,iOj~  «.cl/.WI , 

das  heisst,  es  konvergirt 
nach 

«,c[/;mj  +  «.cl/.wj  +  ---. 
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Aber  die  Gränze,   nach  welcher  jener  Ausdruck  konvergirt,  isl  (nach 
462)  mit 

bezeichnet,  also 

C[«,/;(;.)  +  »/,(»■)  +  ...J  _«.C|/,{^fl  +  «,CL/,(a:)J  +  ■■. 

464.  Wenn  m  eine  [positive  oder  negative]  gaaz€  Zahl,  aber  unißleich 
Null  ist,  so  ist 

CM-o. 

Beweis.     C[a;"']  ist  (nach  462)  die  Gräiize,  i:acb  welcher 

mit  unendlich  wachsendem  n  konvergirt,     Ea  ist  aber 

|-  2:(.-j;@")"'=  *'^"i'0'"". 

Nehmen  wir  n  ao  gross  an,  dass  »i  mim.  <  n  ist,  und  setzen  2,'®  "*  =s, 
so  ist 

s  ■•=  ]  +  @'"+  &'""^ f- ©"■-'"% 

weil  0"'"  =  l   ist.    Es  geht  aber  der  obere  Ä\iadruck  aus  dem  unteren 
durch  Multiplikation  mit  0"  hervor;  also  haben  wir 
S®'"  =  K,  das  heisst  s(\  —  &'")  =  0. 
Es  ist  aber  ^nach  462) 

@  =  cos 1-  i  am  — , 

also 

©"'  1^  cos  — 1-  i  sin ; 

also,  da  in:n  ein  ächter  Bruch  ist,  so  ist  ®"'^  1,  also  folgt  aus  der 
Gleichung  s{\  -  -  @"')  =  0,  dass    j-  5  gleich  Null  ist,  also  auch  sr 

das  heisst 

■■iz(j:@'')"'=0, 

sobald  n>  m  ist,  also  (ist)  die  Gräuze,  nach  welcher  dieser  Ausdruck 
mit  nnendlich  wachsendem  )*  konTergirt,  0,  das  heisst  C|a;"']  =  0. 

Anm.  In  diesen  Sätzen  liegt  der  Grund  der  obigen  Benennung,  indem, 
wenn  f{x)  eine  beliebige  (begränzte)  Potenzreilie  von  as  mit  jifanzen  positiven 
oder  negativen  Exponenten  und  dem  konstanten  Gl  icdc  a  ist,  C[f(^)]  gleict  diesem 
konstanten  GUede  a  ist. 
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465.     Wenn  x  num.  >  a  ist,  so  ist 

Beweis.     Es  ist 
Also  (nach  463,  {464}) 

NuH  ist  das  letzte  Glied  der  i'echten  Seite  (nach  { der  Öchhissweise  von ) 
462)  numerisch  kleiner  als  der  grösste  der  Ausdrücke,  welche  aus 

Iiervorgehei! ,    indem   man  statt  x   beliebige   mit  x  numerisch   gleiche 
Werthe  setzt.     Per  grösste  dieser  Ausdrücke  ist,  wenn  -1  und  X  die 
numerischen  Werthe  voji  a  und  x  sind, 
A'' 

x'-'-ix  -A:. 

Ist  nun  }}  eine  beliebige  positive  (irösse,  so  kann  man  ;■  stets  so  gross 
wählen,  dass 


X''~\X  -A)  ' 


■<1' 


wird,  und  auch  bleibt,  wenn  r  noch  wächst;  also  wird  dann 

das  heisst,  numerisch  kleiner  als  jede  positive  UrÖsso,  das  heisat    =0, 
also 

466.     Wmn  die  siveite  abgeleitete  Funktion  von  fix)  stetiq  ist  für 

jeden  Zahhvetth  t,  itci  mmmtsch  Metnet  als  %'  ist,  so  lusit  sidi  /(e)  iit 

eine  ächle,  naüt  Potmsen  von  x  aufsteigende  Ikihe  entivtckelii     Und 

18  zwar,  wenn  a  num  >  a;,  f  ahet  num  Kx    ist  und  das  Zeichen  C  sich 

auf  die  Variable  z  becidif,  wahrend  x  als  lonskmi  gesetzt  und,  so  ist 

und  tveim  X  und  Z  bezieklich  die  niimeriscJien  Werthe  von  x  ttnd  s 
sind,  und  F  der  grösste  der  numerischen  Werthe  ist,  welche  fQi)  für  die 
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Verschiedenelt  Werilic  von  0,  welche  numerisch  =  Z  sind,  annimmt,  so 
ist  jedes   Glied  der  obigen  Entwicketungsreihe  von   f(x),   und   awh  der 
Rest  dej-  Heike  numerisch  kleiner  als  das  entsprechende  Glied  und  als  der 
entsprechende  Rest  der  nach  Fotcjisen  von  X  enttvickcUen  Beilte 
FZ  ,,  ■^7!  X° 


Beweis.  Es  sei  zunächst  für  5  imr  toi'^us gesetzt,  dass  es  nume- 
risch kleiner  als  x'  sei,  so  ist  (nach  Hypothesis)  f"(z)  stetig,  also 
(nach  447}  auch  /"(*)  und  {{2),  Nun  sei  x  als  konstant  hetraehtet, 
und  üur  ü  als  variabel,  und  sei  das  konstante  Glied  der  Fmifetion 


betrachtet;   also  zunächst  die  Stetigkeit  von  ip'{S)  untersucht. 
Es  ist  ;we»'s(  fiir  s  =.  a;  der  Ausdruck 

(nach  42!) ,  wo  inau  nur  dx  ^  1 ,  und  x  -\-  q  =  s  zu  setzen  hat,  ]  und 
nach  435,  438 ) )  =f{x)^f'{£),  also  in  diesem  Falle  fp{z)  ^  zf  (£), 
also  ip'iß)  in  diesem  Falle  =  f'{ß)  +  sf"(/),  also  stetig,  da  /"(')  oad 
f"{s)  es  sind. 

Ferner,  wenn  s  ^  ^,  also  ^  —■  x'^0  ist,  so  ist 

^■U)  =  ^'(^)  -  ^'(^>  _|_  .'fM^  _  ^(fU)-fix)) . 

Da  nun  f(z)^  f'{^),  ^  stetig  sind,  und  s  —  a;  ^  0  ist,  so  ist  auch  in 
diesem  Falle  qo'(^)  stetig;  also  <p'{s)  so  lange  st«tig,  als  s  num.  <a;'  ist. 
Somit  bleibt  C  [fp{s)]  (nach  462)  von  unverändertem  Werthe,  so 
lange  ^num.  <.i:'  ist,  aber  für  3  =  0  wird  (uach  (*))  <p(s)  gleichfalls 
null,  somit  ist  C[9)(0)]  =  0,  also  auch  C[qfi(2)],  also  erhalten  wir  die 
(rleiehung 

Nehmen  wir  jetzt  2  numerisch  >  a;  aber  noch  immer  num.  <:e's2 
an,  so  ist  ,s  —  j;  ^  0  und  es  sind  daher 

so  wie  ihre  Differenziale  nach  s  stetig,  also  (nach  463)  |  auch  [ 
A  ber 

cr-;-M-i 
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(niich  465,  wo  maii  mir  ^  statt  x,  und  x  stall  a   zu  schreiben   hat), 
folglicL  hat  inan 

/■(*)- c[ 

.Nun  ist 

/::-'  +  :  +  ?  +  -  +  S+,.-."-^' 

also  (nach  463) 


.,.-.op]  +  o[^c^]. 


Hier  ist  da^  letzte  Glied  (nach  (der  Schills s weise  von)  462)  nume- 
risch  kleiner  als  der  numerisch  grösste  der  Ausdrucke,  die  man  er- 
hält, weiHi  maj]  in 

statt  ^  alle  mÖgUeheii  mit  ihm  numerisch  gleicheu  Werthe  setzt.  Der 
gröaste  der  numerischen  Wei-the,  die  dabei  /■(«)  anuimmt,  ist  oben 
mit  F  bezeichnet,  die  numerischen  Wiirthe  ?on  s  und  x  aber  mit 
Z  luid  X]  der  nuiuerisch  grösste  Werth,  den  !:(-:  —  x)  annehmen 
kann,  ist  1  :  [Z — ■  X);  also  ist 

f,  r       .v''i\z)      "1  ^  X'F 

t,     '±2 num.  < ,-— ; 

und  aus  gleichem  Grnnde  sind  die  übrigen  Glieder,  vom  ersten  an- 
fangend, numerisch  kleiner  als 

,,     Xf     X^F  X''--^F 


dies  sind  aber  die  entsprechenden  Glieder  und  ersteres  der  entsprechende 
Rest  der  Reihe 


Da  nmi  endlich  die  letKtge.tiadiite  lieihe  eine  ächte  ist,  so  ist  auch  die 
Reihe  für  l{x),  da  ihre  Glieder  numerisch  noch  kleiner  sind,  als  die 
Glieder  dieser  Reihe,  eine  ächte. 
21  467.  Der  Taylor'sche  und  Maclaurin'sche  Satz.  Wenn  f"{x) 
stetig  ist  für  jedes  x,  ivas  nmiterisch  Ideincr  als  x'  ist,  so  ist  in  dem- 
selben  Umfange 
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Beweis.  Denn  dann  lässt  sich  f[x)  (nach  460)  m  ßine  Itelho 
entwickeln.     Es  sei  diese  Reibe 

(•)  m  -  Sa,x; 

sü  i«t 

f  .l(,i)  _  2' (."'„,,  «.■«—  1448,  i450|l, 

also 

/-'••(O) -»!«., 
da  alle  übrigen  Glieder  null  sind,  also 

Dies  in  (*)  eingesetzt  giebl  diu  zu  erweisende  Gleichung. 

Anm.  Da  f(a  -|-  ,c)  als  l'unliliün  von  x  bekiichlet  würden  kann,  so  ist  es 
überflüssig,  den  Bute  in  Bwei  SiLtze  (dun  Taylor'siihcn  und  Maclaurin' sehen) 
zu  settrenneE. 

§  ;5.     Ent Wickelung  der  Funktionen  mehrerer  Zahlgrossen  oder 
Einer  extensiven  Grösse  in  Reihen. 

468.  Lehrsatz  imd  Erklärung  (Erweiterung  von  462).  Wenn 
fiXi,  «2,  ...)  dneFunliUon  mchrer&i-  veränderlicher Zaklgrösscn  a-i,  x^,--- 
ist,  und  die  m  diesem  Vereine  gehöriifcii  partiellen  ersten  Differensial- 
qtwtienten 

-I—  /'(«^i ,  a^o,  . . .),    4—  fix, ,  iC,,  . . .),  ... 

allemal  stetig  sind,  sobald  t/leichseiUy  der  numerlsclie  Werth  von  x^ 
swischeu  deii  Gränsm  a,  und  \,  der  von  x^  sivtsdien  den  Gränzen 
dj  und  \  liegt,  und  so  weiter;  und  tvatn  endlich 

0,  =  cos f  i  sin  "    ,    @3  --  cos  --  -J-  j  sin  '    ,  - .  . , 

Sö  lionvergirl  der  Äiisdntch 

j-~ —  ^iX^i&l,  x-,@l,  ...) 

mit  den  unbegränst  wachsenden  gansen  Zaiilen  n^,  «a,  . . .  nach  einer  kon-  aa 
stantcn  (von  Xi,  a^,  ...  unabhängigen)  Gräiize.     Biese  konstante  Gräme 
sei  das  mi  jenem  Stetigheitsgehicte  gehörende  konstante  Glied  der  FtmkUon 
/'(^j,  X..,  ...)  genannt  und  mit 

cinx„x,,..:'] 

beasichnct.    Dann  id  für  swd  Variabdn 

C[«i„i,)]-C,(C,[/i3:„i,)]), 
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ao  Ca  sick  iiui  auf  (he  Yariable  x^  besieht  {x^  als  kotislant  gesetsf^)  und 
C,  SicÄ  nur  auf  die  Variable  a:^  bezieht  (x.^  als  konstant  gesetzt);  und 
enf''jifechend  fiu  mein   Variahein. 

Beweis  1  Fiir  ;tri  VariabelE.  Nach  tler  Bedeutung  der  Summeii- 
bezeRhnuna  !^t 

«I  Mg       '      '     "      ^     ^'         ^j   n,  ^j   «j '  '  ^       '     ^     ' ' 
WO  die  innere  Summe   sich  nur  auf  den  Index  b  beaieht,  die  äussere 
nur  aiif  den  Index  a.    Lassen  wir  nun  zunächst  h<j  unbegränzt  wachsen, 
so  kouvergirt  die   innere  Summe  (nach  462)  nach  einer  von  x^   unab- 
hängigen Gränze,  welche  wir  mit 

zu  bezeichnen  hiibeu.  Diese  firänze  wird  also  nur  noch  eine  Funktion 
von  x^®^  sein;  es  sei  dieselbe  mit  \p(xy®^)  bezeichnet,  so  ist  die 
Gränze,  nach  weicher  der  obige  Ausdruck  mit  unbegrUuzt  wachsendem 
»^  konvoi'girt, 

Wäthst  nun  iulIi  ü,  luibe^iiiuzt,  so  konvergirt  (nach  462)  dieser  Aus- 
dnuk  nach  <lei  auch  von  t,  unabhängigen  Gränze  Cj[qi(j"i)j.  Nach 
diesei  Glänze  konveigirt  also  der  ursprüngliche  A.usdrnck,  wenn  in 
ihm  sowohl  »,    il&  ;;    unbegran^t  wachsen;  das  heisst,  es  ist 

CL««„i,)]-C,[y(=.,)]. 

Aber  es  war 

^,{x^®^)  =  Z^\f{x^®\,  X.^\ 
gesetzt,  also  ist  (für  a  =  0), 

y(j^,)  _C,  [/•(>;„  i,)J; 

C[«i„«;,)l_C,(C,[f{»„i,iJ). 

"2.  Dieselbe  Schlussreihe  lässt  sich  auf  beUehig  viele  Veränder- 
liche übei-tragen. 

Äniu.  Es  yei'steht  sich  von  selbst,  dase  man  auoh  ■»[  =  »j  =^  ■  ■  ■ ,  also 
auch  ©j  =  0g  =  -  - .  setKon  kann,  ohne  daas  der  Satz  aufhört  richtig  zu  sein. 

i3  469.  (Erweiterung  von  466).  Wenn  fi^^,  x^,  ..^  eine  Fui'Jition 
tnehrerer  veränderliclier  ZahJgrössen  x^,  x^,  ...  ist,  und  die  gu  (fcMi 
Vereine   dieser    Veränderlichen  gehörigen  partiellen  uveifen  Di/fercnztal- 


alkmal    stetig    sind ,    sobald   gleichzeitig   x,    numerisch    kleiner    als 
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x^  numerisch  Meiner  als  x^'  ist,  . .  .,  so  lässt  sich  f{x,,  x^,  ...)  in  eine 
■nach  ganzen  homogenm  Functionen  von  a-,,  x^,  ...  aufsteigende  ächte 
Jteihe  entwichebi.  Und  zwar,  weim  sich  das  Zeiciten  C  auf  die  Veranda-- 
.  heziehi,  während  x,,  x^,  ...  ah  honstant  gesetzt  werden, 


liehen  s, , 

s„  . 

so  ist 

(•il 

fif 

(1)) 

nnd  umm   X, 

,-)...C[/'(^„.r„...)^ 


,  X^,  Z^,-.-  hesichlich  die  nmiterisehen  Werthe  von 
Xy,  ?,,  x^,  s^,  ...  sind,  und  F  da-  grössle  der  numerischen  Werthe  ist, 
ivetche  /■(s,,  Ä'g,  ...)  für  die  verschiedene  Werthe  von  «,,  e^,  ...,  welche 
hesiehlich  ntimerisdi  =  -Zj ,  Zs,  .-■  sind,  annimmt,  so  ist  jedes  Glied  der 
obigen  Entwieielungsreihe  von  f(xi,  x.^,  ...),  so  wie  audi  jede  Summe 
jener  Glieder  und  namenüidt  der  mit  dem  homogenen  Gliede  eines  he- 
liehigen  (,n~teii)  Grades  Veginnende  Best  der  Reihe  nutnej-isch  Meiner  als 
das  entsprechende  Glied  oder  die  enfspretJiende  Summe  oüe^-  der  entsprechende 
Rest  in  de>-  Reilw 

Z,—X,     X.,-X,  -*^\       X,'     Z,^        1 

Boweis.  1.  Für  zwei  Veräml  er  liehe.  Betvacliten  wir  zunächst  x^ 
als  konstant,  so  ist  (naeh  466) 

(')  ft.„..)-C,pÄi,)]. 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seit«  ist  nur  noch  einfi  Funktion 
von  Xy  und  .r^;  diese  Funktion  sei  mit  <p(x^,  x^  he/eielmet,  so  ist 
(nach  460) 

fix-y  ,x^=^(f>  {xy ,  x^)  =  Ci  [■  -^-  -  <f){^t,  x^)  I ,  ß2 

wo  C,  sich  nur  auf  die  Veränderliche  £j  bezieht.  Setzen  wir  nun  statt 
*p(^i'  *a)  seinen  Werth,  welcher  aus  der  rechten  Seite  der  obigen 
Gleichung  (*)  dadurch  hervorgeht,  dass  man  Sy  statt  ,T[  setzt,  so  er- 
halten wir 

«.„  X,)  -  C,  (—1---  C,  [- J;^_-  fiS,  ',)])  ■ 

Da  C^  sich  nur  auf  die  Variable  s^  bezieht,  also  z^ :  {z,  —  Xi)  in  Bezug 
auf  C^  als  konstaut  gesetzt  wird,  so  können  wir  (nach  46(i)  auch  das 
Zeichen  Cj  vor  diesen  Faktor  setzen  und  erhalten 
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=  C[^^^^ '2.-fih,  ^S\  [naeli  4G81. 

also  |ist|  Formol  (i)  bewiesen 

Es  kommt  umi  ddiauf  an,  luei  deu  m  Mammern  geachlobseuen 
Ausdruck,  iu  welchem  wu  der  Kürze  wegeu  f  statt  fifi,  s^)  feLhieiben 
wollen,  in  eine  Eeihe  nach  steigenden  ganzen  homogenen  ]iunlitionen 
von  fl^j  und  a^  zu  entwickeln,  und  den  zugehörigen  Rest  hinzuzufügen 
Setzen  wu-  «„,  %,  m„_i  als  die  n  eisten  bliedei  und  }„  tJs  den  zn 
gehörigen  Rest  diesei  Keihc,  also 

(**)      ,r-^  ■  ^~'i.  /■-»"  +  ".  +  ■■■  +  »—  + ' '•  ■ 

so  ist  bekanntlich 
und  i'ilr  jeden    Index  r 


**) 


'^.- 


Dann  ist  also 

t(x„  »,)-,..  +  C(,.,)  +  C(a,)  +  •■■  +  C(...^,)  +  C(n.). 
Hier  ist  jedes  Glied  der  rechten  Seite  (nach  { der  Schlussweise  von } 
402}  numerisch  kleiner  als  der  numerisch  grösste  der  Ausdrücke,  die 
3a5man  erhält,  wenn  man  in  die  in  Klammer  geschlossene  Fmiktion  von 
s^  und  ^3  statt  dieser  Variabein  alle  mijgliclien  mit  ihnen  numerisch 
gleichen  Wertlio  setzt.  Der  grösste  der  numerischen  Werthe,  die  dabei 
f  aimimmt,  ist  oben  mit  F  bezeichnet,  die  numerischen  Werthe  von 
^i  und  s-i,  ii\  und  x.^  mit  Z^  und  Z^,  Xj  und  X^.     Folglich  ist 


also,  da  der  Ausdruck  rechts  positiv  ist,  so  ist  (nach  418)  auch 
•V?'-K-^num.<  V 


also  au(;h  (nach  (***»  für  jeden  Index  r 
Ur  num.  <  JJr , 
wo   Ij,-  dasjenige  bezeichnet,  was  ans  v,,-  hervorgeht,  wenn  man  darin 
Xi,  Z^,   X^,  Xa,  F  statt  X^,  .S,,  X.^,  .-^ai  f  ^f^t^t,  so  dass  also 
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wird,  WO  auch    der  Rest  It„   aus   r„   dureli    diesRlben   Biibstitutiouon 
hervoi^elit.    Dieser  Rest  ist  noch  zu  untersucheu. 
Es  ist,  \yie  soeben  gezeigt, 

M,  num.  <  U„ . 

Ferner  aber  auch,  da  unter  allen  Wertheu,  welche  Sj^  —  x^  aii- 
iielimen  kann,  wenn  statt  z^  und  x^  aUe  möglichen  mit  ihnen  nume- 
risch gleichen  Werthe  gesetzt  werden,  Z^  —  Xj  der  numerisch  kleinste 
ist,  so  i«t 

---^---  num.  <  y  ^  -V  > 
und  aus  gleichem  Grunde 

;  -^  ,^-  num.  <  -y—J-^  ■ 

Also,  da  die  beiden  letzten  Vcrgleichimgeii  nur  Zahigi'össen  enthalten, 
so  ist  (nach  419  c) 

-    _  ^   '  i~—~^  ""  "^'"'  <  ;;  _  A'    ■  Z~-~X~      "  ' 
das  heisst 

r„  num.  <  R„. 
Also  ist  aucli  (nacli  468) 

C  («,.)  num.  <U,-,  C  (»■„)  num.  <  ß„ , 
das  heisst,  jedes  Entwiekelungsglied  der  Reilie  für  f(äc,,  x^),  und  der32ü 
lleat  derselben  ist  numerisch  kleiner  als  das  entsprechende  Glied  und 
als  der  entsprechende  Rest  der  Entwich elungsreihe  (****).  Diese 
letztere  Reihe  ist  aber  bekanntlich  konvergent,  das  heisst,  ihr  Rest  It„ 
konvergirt  mit  nnbegränzt  wachsendem  n  nach  Null;  also  tLut  dies 
auch  der  Rest  C(r„),  da  er  numerisch  noch  kleiner  als  !{„  ist,  das 
heisst,  auch  die  Entwickelungsreihe  für  /"(a:, ,  x^")  ist  konvergent,  so 
lange  nämlich  die  Bedingung  erfüllt  wird,  das3  a^,  num.  <3'j'  und 
Xji  num.  <  x^'  bleibt. 

Die  Reihe  für  f(Xi,  x^)  war  aber,  wenn  wir  den  Rest,  wie  dies 
bei  konvergenten  Reihen  gestattet  ist,  weglassen, 

/■(«•„x,)-», +  C  (..,)  + C(«J  +  -. , 
wo 

c(»,).-c[2";t;t](<>  +  6-<-), 

das  heisst, 

womit  die  Formel  (b)  bewiesen  ist. 
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Ek  Weiht  noRli  v.n  «eigen,  dasK  ilie  Reilifi 

f(ä;„a.,)-».  +  C(»,)  +  C  (»,)  +  ■■■ 
nicht  bloss  eine  konvergente,  sondern  auch  eine  äclite  ist. 

Da  .Tj,  x^  uum.  <x^',  x^'  sind,  so  sind  x,':Xi  und  x^'-.x^  nuia.>  1: 
folgHch  luuss  ea  eine  positive  Zalil  T  geben,  welche  >  1  aber  nunieriscli 
kleiner  als  x,' :  x^  und  x^' :  x^  ist.  Dann  hat  man  x,  T  num.  <  x^  und 
x,^T-n\\\ü.  <  xi,  folglich  muss  (nach  461 1  die  Reihe  für  f{x^,  x^)  noch 
konvergent  bleiben,  wenn  man  x^T  statt  a:,  und  x^T  statt  3:^  setzt; 
dann  verwandelt  sich  aber  C(Mr),  da  es  eine  homogene  Funktion  r-ten 
Grades  von  Xy,  x^  ist,  in  yC (?/,),  folglieh  bleibt  die  Ifeihe 

konvergent,  also  ancli  ihre  Glieder  bis  ins  Unendliche  hin  endlich, 
also  {ist}   (nach  A»A)  die   Reihe 

«,  +  c(«,)  +  c(.g  +  ... 

eine  ächte. 

2.   Dej-  Beweis  1  ist  überall  so  geführt,  dass  er  sich  mnnittelhar 
auf  beliebig  viele  Variable  übertragen  lüsst. 
27         410.    Der  Taylor'sclie  Sats  (467)  gilt  mich,  wenn  x  eine  beliebige 
extensive  Gi-Össe  ist;  das  Jteisst,  es  ist  audi  in  diesem  Falle  {für  jedes  x, 
das  numerisch  Ideinei'  ist  als  x',) 

m  -  rto)  +  =«r(0)  +  f.  rm + ■  ■  •  ~  2  S '''"(»'  > 

vo)-aiisgesetzt,  dnss  d^f(x)  fnr  jed^n  Wertli  x,  der  numerisch  Ideiner  als 
x'  ist,  stetig  sei. 

Beweis.     Es  sei 

X  =  x^e^  -f-  x^e^  +  ■■■? 

wo  e^,  ftj,  ...  die  normalen  Einheiten  von  x  sind,  so  ist  (nach  llypo- 
thesis)  ci'^f(x)  stetig;  aber  (nach  449) 

cl/f(x)  =  ^1  Y(3,)  .  dx,^  +  ä^yix)  .dx^^-i h 

-i-2d\dj{x).dxjdx^^ , 

wo  d\,  S^,  ...  die  zu  dem  Vereine  der  Variabein  x^,  x^,  ...  gehörigen 
partiellen  Differenzialquotienteii  sind.  Diese  Gleichung  gilt  für  jede 
Werthreihe  von  dx^ ,  dx^,  ...,  also  namentlich,  wenn  man  dx^,  dx^,  - . . 
null  setzt.  Dann  aber  wird  djf{x)  =  Si^f{x) .  dx^,  also  ist  ä,^f(x) 
stetig,  aus  gleichem  Grunde  ä2^f{x)f  . .  .;  also  lässt  sich  (na«h  469) 
f{x),  als  l!\iiiktion  von  ir^,  «„,  ...,  in  eine  ächte  Reibe  entwickeln, 
deren  Gheder  nach  gauKcn  homogenen  Funktionen  von  a.',,  x^,  ...  fort- 
schreiten; es  sei 
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fix)  -  u,  +  ,r,  +  »,  +  • . . 
diese  Ueihe,  wo 

v.r  =  ^a„,t,,.^.x,^x^K..(a  -[- [)  +  ■-•  =  »■) 
ist.     Setzen  wir  hier 

^"....^.-[''«J'Pft?  -..  (0  +  6  +  .^.  ~  .■)  ~  «., 
WO  /   eine   durch  x  ausfilUbarG  Lücke  bezeiclniet,   so  wird   «,.  =  a,x'', 
lind  also 
(*)  f(x)==a„  +  a,x  +  a,x'-+  --■. 

Setzen  wir  hier  x  =  ys,  wo  s  eine  Zahl  ist,  so  wird 

f(x)=f(y^)  =  a^-\-a,y.ü-{-a^i/.B^-\ =  2:| (/„?/".  s^' | . 

Also   sind   (nach  460)   die  Dift'erenzialquotientcn   dieser    Ltcihi^   ii;w;h  s 
gleichfalls  achte  Reihen,  nnd  es  wird  also 

Aber  (nach  440)  ist 

ifis':)-r(v')iiiii')-r(')v, 

um!  -|-  ebenso  3'j 

£/(!/»)-/"Mr,  ■•■,  £-1 /■(!/«)-/■<■' wr- 

Also 

/■<.)(.t)r  =  _2'((r---.ö!  "'"'■  '■"")  • 

Setzt  man  nun  ^  =  0,  so  wird  auch  x  =  ys  ^  0,  also 

/-W(0)jr  =n\a„y, 
da  alle   übrigen  Glieder  der    rechten   Seite  verschwinden.     Somit,   da 
diese   Gleichung  für  jeden  Werth  y  gilt,   so  ist,   wie   aus   ?ibl    leicht 
hervorgeht. 


/■W(O)  =  !!!«„,    also    M„  = 


/'"){ü) 


was,  in  die  obige  Gleichung  (*)  eingeführt,  die  zu  erweisL'ude  h'orrael 
liefert. 

Kapitel  4.    Integral rcchiiung. 

§  1,     Integration  von  Differenzialausdrücfeen, 

471.  Wenn  f{t)  eine  reelle  Zahlftinktion  der  reellen  Zahlgrösse  t 
ist,  und  die  abgeleittte  FiinlUion  f  (t)  CMisilieit  t  =  t^  und  i  =  t^  stetig 
und  positiv  ibt,  so  nächst  sitiiacJien  denselben  Oransen  f{t)  mit  t;  wmn 
dagegen  f'(t)  «fehy  und  neqatw  ist,  w  nimmt  f(t)  ab,  tviihrend  t  wöcltsi. 
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Bewöis.  Es  ist  (nach  439,  indem  man  hier  t  statt  x,  und  2  =  1 
setzt) 

f{t  +  q)-f(C)  +  q{flt)  +  ]S), 
wo  N  mit  (j  nnli  wird,  also 

«*+ 9) -A0-9(r »)  +  «). 

Da  N  mit  g  null  wird,  so  muss  für  gehörig  kleine  Werthe 
von  q  auch  /"(()  + Ä"  mit  f"{t)  gleichbezeichuet  aein;  also,  wenn  q 
und  /"(()  gleichbezeichnete  Grössen  sind,  so  wird  dann  q^if'it)  -(-  ^) 
positiv,  also  auch  f(t  -\-  q)'>  f{t)  sein,  das  heisst,  f{t)  wächst  mit  t\ 
wenn  aber  g  und  /"(O  uQgleichbezeichnete  Grössen  sind,  so  wird 
üifit)  +  -W)  negativ,  also  f{t  +  g)  <f(i),  das  heisst,  /■(*)  nimmt  ab, 
wenn  t  wächst. 

472.  Wenn  die  reelle  Zalilfunktion  f(f)  der  reellen  Zählgrösse  t 
für  t  ^  t^  deitselhe^i  Werth  annimmt,  wie  für  i  =  ^,  wo  ig  >  (^  ist,  und 

S29f'(t)  für  jeden  Werth  t,  der  zwischen  t^  f  imd  ^  Hegt,  stetig  ist,  so  mtiss 
für  irgend  einen  Werth  t,  der  fleischen  ^  und  t^  liegt,  f(i)  =  0  sein. 

Beweis.  Wenn  f'(f)  fitr  jedes  zwischen  i,  und  ^  liegende  t  von 
Null  verschieden  wäre,  so  mftsate  es  fortdauernd  positiv  oder  fort- 
dauernd negativ  sein.  Denn  wäre  f'(t)  für  einige  Werthe  positiv,  für 
andere  negativ,  so  müsste  es  mindestens  einen  Werth  geben,  wo  f'(f) 
aufhörte  positiv  zu  sein  und  anfinge  negativ  zu  werden,  oder  umgekehrt; 
da  aber  f'{t)  (nach  Hypothesis)  stetig  ist,  so  müsste  es  bei  diesem 
Werthe  von  t  nothwendig  null  werden.  Wenn  aber  f'(t~)  dauernd  positiv 
wäre,  so  würde  (nach  471)  f(t^)  >  f{t,)  sein,  was  mit  der  Voraus- 
setzung, dass  f^t,)  =  f(t^)  sei,  streitet.  Wäre  andererseits  f'(t)  dauernd 
negativ,  so  müsste  (na«h  471)  f(t^)<f(J'i)  sein,  was  gleichfalls  mit 
der  Voraussetzung  streitet.  Also  ist  die  Annahme,  dass  /"(i)  für  jedes 
zwischen  t,  und  t^  liegende  -t  von  Null  verschieden  sei,  unmöglich,  das 
heisst,  f(t)  ist  für  irgend  ein  zwischen  f^  und  ^  liegendes  t  null. 

473.  Wmn  f{t)  eine  reelle  ZaMfmMon  einer  reellen  ZaUgrösse  t 
ist,  und  fit)  für  jedes  zwischen  t^  und  t^  liegende  t  stetig  ist,  so  mtiss 
für  irgend  ein  maischen  diesen  Grämen  liegendes  t 

sein. 

Beweis.     Die  Punktion 

nimmt   für    /  =  /,  den  W(*rth  /■(/,),    für  t  =  f^  denselben  Werth  f(t^) 
an;  da  nun 


y  Google 


Sätze  übei'  dio  FuQktioncu  einer  i'ccUoi  Zahlgröaso.  323 

?■'(')  -  m  -  (««  -  «',)) :  ft  -  ',) 
ist,  so  ist  also  auch  rp  (t)  zwiseheu  jenen  Gräiizen  stetig,  folglich  gieht 
es   (nach  472)  eineu  zwischen  denselben  Gräiizen  liegenden  "Werth  t, 
für  welchen  g)'(t')  =  0,  das  heisst, 

ist. 

474.  Wenn  f{t)  eine  heliehige  Funküon  der  reellen  ZalügrÖsse  t 
ist,  so  ist,  so  lange  f'(t)  =  0  ist,  amli  f{t)  notlmendig  Iconstant. 

Beweis.     1.    f{t)  sei   eine  reeüe  Zahlfunktion.    Angenommen,   es3.so 
habe  /(()  für  zwei  verschiedene  Werthe  f^  und   t^  ungleiche  Werthe, 
also  f(t-^  ^  fi^i),  während  doch  f'{t)   zwischen   t^  und  t^  null  sei,   so 
hätte  man  (nach  473)  für  irgend  ein  zwischen  t^  und  t^  liegendes  t 

also  ungleich  Null,  was  mit  der  Voraussetzung  streitet;  also  ist  die 
Annahme,  dass  f(t)  für  irgend  zwei  Werthe,  welche  noch,  innerhalb 
der  Gränzen  hegen,  zwischen  welchen  f'{t)  =  0  iat,  ungleiche  Werthe 
annehme,  unmöglich,  das  heisst,  f(t)  ist  innerhalb  dieser  Gränzen 
konstant. 

2.  Wenn  fQ)  eine  beliebige  Funktion  ist,  und  c^,  c^,  ...  ihre 
normalen  Einheiten  und  fi{i),  /aC);  ■■■  ^^^  zugehörigen  Ableitziililcn 
sind,  also 

ist,  so  ist  (nach  434) 

df(t)-,:,iir,{l)  +  e,,lf,(()+--, 
das  heisst, 

Da  nun  vorausgesetzt  war,  das.s  f'(t)  =  0  sei,  so  sind  (nach  2S) 

A'CO -«')-•■■-(), 

also  (nach  Beweis  1,  da  fj(t),  ...  Zahlfunktionen  sind)  fi(i),  /ä(0'  ■■• 
konstant,  also  auch  e,f^{t)'j-e^f^(t)-\----  konstant,  das  heisst,  /"(() 
konstant, 

475.  Wenn  dxf(x)  imterhalh  gewisser  Gränsen,  für  jedes  dx  mdl 
ist,  so  ist  imierhfdb  derselben  Qränsen  f(x)  konstant. 

Beweis.  Es  seien  e-^,  e^, ...  die  normalen  Einheiten,  und  x^,  x^,  -.• 
die  zugehörigen  Ableitzahlen  von  x,  also  x  =  x^c^  +  x^f.2  +  ■  ■  ■ ,  und 
seien  die  zu  dem  Vereine  der  Variabein  a;,,  x.^,  ...  gehörigen  partiellen 
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Diiferenzialquotieiiten  nacli   x,,  x^,  ...    beziehlicli   mit   ö^,  d.^,  ...    be- 
zeichnet, so  ist  (nach  437) 

dj{x)  =  SJ{x)  .  dx,  +  S^fix)  .dx^-\---   . 

Da  nun  d^fix)  (nach  Hypothesis)  für  jedes  dx  null  ist,  also  auch, 
wenn  dx^'^O,  dx^,  dx^,  ...  null  sind,  so  hat  man  dj(x)  =  0,  also 
(nach  474)  f(x)  von  Xj^  unabhängig,  und  aus  gleichem  Grunde  iui,h 
f(x)  von  x^,  Xg,  ...  unabhängig,  das  heisst,  von  x  unibhing^,  ali^o 
konstant. 

4'?6.     Wenn    innerhalb    gewisser    Gränsen    die    Diff/^cn'ialp    der 

Funktionen  f{x)  und  (p{x)  fortdauernd  gleich  sind,  und  fm  irgend  amn 

331  Werth  X  inn&'Jiaib  jmer  Grämen  die  Mit^tionen  f  selbbt  emandei  yletcli 

sind,  so  findet  diese  Gleichheit  auch  für  jeden  andern  zwibcken  jenen 

Grämen  liegenden   Werth  x  statt. 

Beweis.  Es  sei  F{x)  =  f{x)  —  fpip),  so  hat  mm 
dF{x)-=df{x)  —  dtp{x), 
alao  dF{x)  innerhalb  jener  Gränzen,  für  welche  die  Voiau'^setzung, 
dass  dfi^x)  >=  d(p(x)  sei,  stattfand,  null;  also  (nach  475)  umerhilb 
derselben  Gränzen  F(^x)  konstant,  das  beisst,  f{x)  —  <p(x')  ^  Koust. 
Da  nun  für  einen  gewissen  Werth  von  a^,  nach  der  Voraussetzung, 
f(x)  =  rp(x)  ist,  30  ist  die  obige  Konstante  null,  also  für  jeden  Werth  x 
innerhalb  jener  Gränzen  f(x)  —  <p{x)  =  0,  das  heisst,  f(x')  =  tp{x). 

477.  Erklärung,  Wenn  t  eine  positive  Zahl  ist  und  die  Funktion 
/■(i)  zwischen  i  =  0  und  f  =  ^i  stetig  ist,  so  verstehe  ich  unter  dem 
Integral  von  f(f)dt  diejenige  EVtiktion  F{t),  welche  mit  t  null  wird 
und  deren  nach  t  genommenes  Differenzial  für  jedes  t^  welches  zwischen 
jenen  Grunzen  liegt,  gleich  f(t)dt  ist.  Ich  bezeichne  dies  Integral 
mit  d~~'f{t)dt;  das  heisst,  es  ist 

d-'f(t)dt  =  F{t), 

d,F(f)  =  f(t)dt  und  F(0)=0 
ist. 

Aniu.  Die  gewählte  Beaeichnung  gewährt  vor  der  gewühnliciieii  den  Vorzug, 
dsiss  sie  nur  als  eine  Erweiterung  der  für  die  DifPerenzialrechnung  geltenden  er- 
scheint; eine  neue  Beaeiclmung  schien  aber  wiinschenswerth,  da  der  Begriff  des 
Integrals,  mie  er  oben  aufgestellt  ist,  mit  dem  gewöhnlichen  Begriffe  desselben 
nicht  deckend  ist.  Wenn  wir  bei  der  gewählten  Bezeichnnng  festaetaen,  dass  das 
Differenzial,  auf  welches  sich  die  Integration  bezieht  {hier  dt)  stets  an  den  Sohlus.s 
des  zu  integrirenden  Ausdruckes  gestellt  werde,  so  können  wir  bei  derselben  die 
Klammer,  welche  eigentlich  den  zu  integrirenden  Ausdruck  umschliessen  musste, 
entbehren.  Ebenso  hat  man  nicht  nöthig,  die  Grösse,  nach  welcher  integrirt 
werden  soll,  dem  Integrationazeichen  beizufiigen,  da  diese  gleichfalls  diucli  das 
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an  den  Sthlu  a  gestellte  Difterenzial  schon  bezeiclmtt  ist  Allein  linn  mu^«  a  in 
feathalten  dass  man  dann  nicht  tni  diea  Difierenaial  eine  i  ihm  j,leicheii  Ant, 
huck  welcher  ein  andeiPS  Difieien^ial  enthalt  setzPii  darf  wenn  man  nicht  ^«TOr 
ndchgewieeen  hat  dass  das  Integral  wenn  es  n,h  aut  dies  neue  Differcnzial  he 
^leht   denselhen  Weith  heibehilt 

Die  Aendemng  m  dem  Begriffe  les  Inf«giah  isie  le  die  Dbige  Dehnition 
zeigt  hesteht  dann  dass  die  Unhestimmtheit  welche  das  sogenannte  alljemcmi, 
Infegial  vennöge  dei  willkürlich  hinzuzufügenden  Konstanten  eihalt  lufgehohen 
i«t  indem  das  Integral  nach  dem  aufgestellten  Begiifie  steti  z\  ischen  zwei  genau 
testgeetellten  branzen  gen  mmen  f  ist  inlem  näiüich  ile  AnfangBgiHnze  0  als  33 
EndgiÄnze  lei  Werth  dei  Variabelii  selbst  gesetzt  ist  Das  allgemeine  Integial 
i&t  ih  fui  aii.h  hestehende  Giösse  ans  dei  MathemAtil  aus  demselben  Qnmde 
gHnzhch  7u  vei bannen  me  ille  andern  mehideut  gen  C  lossen  und  Grossenvei 
knnpfungen  weil  nämliih  ieia  algehnischeb  (iesetz  für  -solche  mehideuti^e 
iuisdrUcke  allgemeine  trcltung  beh'llt  Es  hat  also  nui  dis  bestimmte  Integial 
wissenschaftliche  Beiechtigung 

Die  gewählte  Bezeiümung  reicht  ahei  (luch)  au&  um  ledes  le  timnife 
I  tegidl  zu  bczeiümen  Denn  soll  zum  Beiiiiel  das  Integral  von  H  )d  zwis  hen 
len  (iianzen  a  und  a  -\-  b  genommen  werlen  so  hat  man  nir  -■  a  +  i  zu 
setzen  und  d~^t{a -}- t)dt  zu  nehmen  und  na  h  dei  Integrat  on  (-=  Ö  zu  setzen 

Noch  bemeiliö  ich  dass  dit  Stetigkeit  der  zu  integnrenden  Funktion  im  Poi 
„  nlen  ibernll  TOiauagesetzt  wild  auch  wenn  diese  Bedingung  nicht  auidrflck 
li  h  hmii  „et  gt  ist 

47S      Zusatz      \]'eiin  t  ein    positioe  Za}ihint<>e  i  t,  so  td 

und 

[.7-V'(0'^^]('=c)  =  O. 
4?9.    Wenn  fiG)  =  0  ist,  so  ist  für  jede  positive  Zahlgrösse  t,  die 
zwischen  den  Gränsm  0  ttnd  t'  liegt,  mvisclwn  welcfien  df{t)  stetig  ist, 

d-'dm-f{t). 

IJeweis,  Nach  478  ist,  wenn  alle  DiffereiiKiale  nach  t  gmiommen 
siiid, 

d{d-^df{t))  =  df(l) 
und 

[d'hlf(t)l,=,^  =  0; 

also  haben  che  beiden  i unttionen  d~'df(t)  und  /(()  die  Eigenschaft, 
dass  tui  jede&  zwiachen  U  und  ('  liegende  t  ihre  Differenziale  gleich 
bind,  und  dis*.  fui  t  ^  0  beide  Funktionen  einander  gleich,  nämlich 
gleich  Null  weiden,  denii  für  d-^äf{t)  habeu  wir  es  soeben  bewiesen, 
und  für  f{l)  ist  es  (nach  Hjpothesis)  der  Fall.  Also  sind  (nach  476) 
beide  Funlitionen  einandei  gleich 

480.  Eine  Sun^ne  tntegnrt  man  {nach  einer  positiven  Zahlgrösse], 
mdem  man  d^e  Stucke  integritl,  und  ein  Prodiütt,  dessen  einer  Faktor 
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konstant  ist,  integrtit  man,  indem  man  den  variablen  Faktor  integrirt, 
und  den  honstanten  unieiandejt  lasst,  oder,  beides  zu  einer  aUgenicmeren 
Formel  susammengefasst, 

ä-^Sa4^{t) .  dt  =  2:aad-^f^Q)dt. 
Beweis.     Nach  47S  wird    die  Funktion    d~'-fa{t)dt   mit   l   iiiiU, 
also  aucli  <iad~^fa(t')dt,  also  |nac)i  421}  a\\cli  die  Summe  dieser  Aus- 
drücke;  folglich  ist  (nach  479) 
38  Sa„d-%{t)dt  =  d-^d2:aad~^f^(t)dt 

=  d-'2aadd-'f^{t)dt         [432,  433] 
=  d-^2aj^{t).dt  [478], 

481.  Wenn  f'{t)  stetig  ist  für  jede  zwisdten  den  Grunzen  0  und  t' 
liegende  positive  Zahlgrösse  t,  so  ist  für  jedes  solche  t  auch  die  Integration 
von  f(t)dt  ansfährhar. 

Beweis.  Wenn  f{t)  eine  reelle  Zahlfunktioii  ist,  so  ist  der  Be- 
weis bekannt  (vgl.  zum  Beispiel  Moigno,  Calcul  integral  p.  1  ss.  [Paris 
1844)).  Wenn  aber  fif)  eine  beliebige  Grösse  ist,  und  e,,  i;^,  ...  ihre 
normalen  Einheiten,  fiit),  dif),  ■■■  ihre  Äbleitzablen  sind,  also 

f{t)^ej,{t)  +  e,f,(t)+.-- 
ist,  so  ist  (nach  480) 

d-'f(t)di  =  e,d-^f,{t)dt  +  e^ä-'f^(i)dt  -J-  ■  ■  ■  . 

Da  miB  (nach  413)  fi{t),  ^(0?  ■-■  i'^e^l  sind,  so  sind,  wie  eben 
gezeigt,  die  Integrationen  d~^fj{t)dt,  d-^f^(t)dt,  ...  ausführbar,  also 
auch  die  Integration  d'~^f(t)dt. 

482.  Il^eim  die  positive  ZaJdgrösse  t  =  tpiii)  Funktion  einer  andern 
positiven  Zahlgrösse  u  ist,  und  g){u)  mit  w  zugleich  null  wird,  so  ist 

d-^f(t)dt  =  d~'-f{t)<p'{ti)du. 
Beweis.     Es  sei   d~^f{t)dt  =  F{t},  das  heisst,  d,F{t)  ^  f{t)dt 
uud  -F(O)  =  0.    Da  nun  diF{t)  =  F'(t)dt  ist,  so  folgt  aus  der  erstereii 
Gleichung  F'{t)  =  j'{t).     Nun  ist  (nach  440) 

d„F(t)  -=  F'{t)dJ  =  F'(t)dM.^^) 

=  F'(i)q}'{v:)dtt  [435"|. 

Ferner  ist,  wie  oben  gezeigt,  F'{t)  =  f{t),  luid  F(t)  ^^  F{^{n'i), 
also,  da  <p{u')  mit  u  zugleich  null  wird,  so  wird  F(t)  nicht  bloss  mit  i, 
sondern  auch  mit  m  null,  und  wir  erhalten  also 


t\^if»)  —  0, 
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also  ist  (nach  477) 

über  es  war  iiiicli 

y(^(u))  =  F(t)  =  d-'f(t)dt, 
also 

d-'fii)dl  ^  d-^tlt^ipXtijdH. 

483.  Erklärung.  Wemi  x  ehie  beliebige  Grosso  ist,  deren 
nii ine i'i scher  Werth  i  ist,  und  x :  t  mit  c  bezeichnet  wird  (wo  also  der 
numerisL'he  Werfch  von  e  gleich  1  und  x  =  et  ist),  so  setze  ich 

d~>-f{x)dx  =  d-^f{et)edt, 
wo  e  bei  der  Integration  als  konstant  gesetzt  und  vorausgesetzt  mrd,  334 
dass  f(c()  in  t  stetig  ist,  luid   auch  bleibt,  wenn  t  bis  Null  hin  ab- 
nimmt.    Wenn  sich  eine  mit  x  null  werdende  Funktion  von  x   finden 
lässt,  deren  nach  x  genommenes  Differenzial  f(x)dx  ist,  so  sagen  wir, 
dass  in  diesem  Falle  f{x)dx  allseitig  integrirbar  sei. 

Anm.  Wir  werden  späterhin  { vgl.  Nr.  486 )  zeigen,  dass  jedesmal,  wenn  es  eine 
Funktion  F  von  de  A  t  „  ebt  da  l  i  x  ^  äs.  md  i  0  =  0  se  1  nn 
du  Ii  tni  j  d         jen    F  nU  on  r  E  l      f      d       e         olDe     i      f  v     x  m  dem 

o  en        ebenen  Sin  e  a      u    s  en    st     D    e^en   nrd  s   h  zeigen      i  s  es  n  cM 
u    e  1  n   /  6  ne  F  nkt  on  .f       von  de    ge  a  nten  B  gen    liaft  g     t      ä 

sai     uf  de    anlen    ete  /-cj.  f  tnh48  t.    g  f  nden 

e  den  kann     Es      t  al  o  f  x)d3,    n     e    We  ae    w  e  ^\  r  e    oben  d  fin   t 

haben    als  das     1  emeine    tet«  mügl  che  Integral  von  f  ^  d     aufüufas  en,     el  h  & 

ch  nur    n  spe   e  len  1  iJien  a     Fun  et  on    on  \e    Ali,  dai  teilen  lässt     a, 

d  s  na  h      genon  n   n    Difter  nz  i    di         F  ntt  on    le  ch  f  v  Ir  ae 

4S4     Statt  e   e  S       e  tg  1  1     St   U         l 

t  g      n    das  h  bst 

d-^it\{x)  +  f^ix)  -^ )dx  =  d->f[(x)dx  -^  d-^f^{x)da:  -i 

odcf 

d-^^f„(x)  .  dx  =  2^d-^U{x)dx, 

[auch  wenn  die  iinahliängige  Verändeiiidie  x  eine   heliehige  extensive 
Grösse  ist\. 

Beweis,  Es  sei  x^ct,  wo  t  eine  positive  Zahlgrössc  und  e 
numerisch  gleich  1  ist,  so  ist 

d-^Zf„{x).dx  =  d-'^{Zf^(et)]edt  [483] 

=  d-''2Jl[,{ei)e.dt  [SD] 

=  Ed-'U(et)edt  [480], 
weil  namhch  t  eine  positive  Zahlgrösse  ist, 

=  Sdr'fo^{x)dx  [483|. 
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485  SkiU  an  Fmiulci  sweicr  FaJctoreu,  von  ämien  der  eine  lion- 
tatit  tt,t  -ii  tntpgnrerij  Mnn  man  dm  andern  Falctor  integrircn ,  und 
d£)i  Imibfankn  rallor  unverändert  lassen,  das  heisst 

d-^af{x)dx  =  ad-^f{x)dx, 
110  ji^C)  mt  AUgeJiteineu  einen  Ausdrttck  mit  zwei  Liicfcm  darstellt,  von 
dmen  die  eine  dmdi  a,  die  andere  durdi  dx  ausgefüllt  toerdeti  soll.  Be- 
uichmn  wti  die  etbieie  Little  dttrcfi  l,  die  letztere  durch  l^,  tmd  schreiben 
biatt  a  und  dr  hfieUich 

J  «««^  X' 
3SÖ  um  dadtiich  syniboliscli  aussudrUdion,  dass  a  f  in  die  Lücke  l,  und  dx 
tn  die  Iiicle  l^   eintreten  soll,  so  hönnen  ivir  die  obige  Formel  leeeich- 
ncndcr    üuabcn 

Beweis.     SetKeii  wir  x  ^  et  (in  dem  Sinne  von  -183),  sü  i«t 

I  (J-V'W  -if  -  f  d-'licl)  \  dt  [483.1 

~d-'d\jd-^f(et)~di\      |_471),  |477|] 
—  d-^  °  dd-' f{el)  ^  it  [433| 

-.(-•f«.Of("  [«8J 

-,i-';VW',''  [483]. 

Anm  'Dt,  i6  liiti  notlmendi^  "niicl,  zwiafhen  den  einzelnen  Luikeu  ilei 
lunktion  /(a.)  nnJ  ihren  FuDgiowen  a  imil  dv  eine  bostimmte  Zuoidnung  fe^tau 
setzen,  BO  tritt  der  LiickenauadiueL  /(j:),  —  wa  wollen  ihn  einen  Auadiuck  mit 
„gelDnndenen"  Lucken  nennen,  —  in  Gegensatz  zu  den  bisher  hetrachteten 
Lfickenau&diücken  mit  „tieien"  Luckpn,  liei  denen  eine  Kettimg  der  Lilcken  an 
einzelne  Füllgiosaen  nicht  atatttand  *)  Die  Versthiedenhoit  beidei  Arten  von 
Luckenausdrücken  zeigt  sich  sogleich  dann,  dasa  ein  Au--Jnick  mit  n  gebundenen 
Lueken  hei  der  Multipbkation  mit  dem  Produkte  toh  k  Fullgiosaen  stets  nur  ein 
einziges  Gbed  ergieht,  während  ein  Auadiuck  mit  n  fieien  Lücken  hei  derartigci 
Multiplikation  eine  Schaar  von  «'  Gliedern  lieferte,  aiia  denen  das  arithmetische 
Mittel  zu  nehmen  war 

Hklt  man  an  der  ohen  gewUklten  ße-^eichnung  fest,  bei  wekhei  die  Lücken 
duieli  Zeiger  \on  emandei  imtoi schieden  weiden,  wliiend  ihre  Veikettung  mit 
den  rullgiüsspn  durcli  die  zu  den  Füllgrossrn  hinzugefügten  Nenner  kenntlifh 
gemacht  wird,  so  bleibt  es  vollkommen  willkürlich,  ob  man   die  Fullgros'jen  voi 

"l  [Die  Lückenausdrucke  dei  letiteren  Art  wurden  bishei  im  Texte  «em^rer 
bezeichnend  Ausdiucke  mit  „veitanfithbaren"  Lücken  genannt  ] 
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o'lei  hinti-r  dea  Lilckeuauedmck  stellt,  da  ji  doch  jedei  von  ihnen  durch  iliien 
hennei  dei  Platz,  den  sie  beim  Einrucken  in  den  LOckenausdiuok  erh'ilten  soll, 
gcniu  Torge-.!  trieben  ist  Doch  wild  im  Folgenden  aucb  eine  anriete,  bequeiaete 
Scbieibweise  Veiwendung  finden  Zm  Festlegung  der  Zuordnung  zwischen  den. 
Lilcken  und  ihiea  Filllgro'i'<en  genügt  es  namhch  wenn  man  den  Lücken,  etw* 
wieder  durch  Hinaufflgung  Tun  Zoigein,  eine  gewisse  Rangoidnunt/  ertheilt,  die 
iiülfaktoien  ibei  ohne  Bpiffigiing  von  Nennern  bintei  den  Ltlckenausdruck  itellfc 
mit  der  Beatiiumung,  dasB  die  zueiat  aufgeführte  Fuli^Ss^e  m  die  eiste  Lücke 
eintreten  solle,  die  zweite  m  die  zweite,  und  so  fort 

Üb  die  Lucken  emes  Lüokenausdi-ucks  ah  trei  odei  gebunden  autzufas^en 
hind,  ergiebt  sich  meist  aus  dei  Futstchuaga weise  des  Ausdrucks  Ein  Beis|iel 
möge  dies  eilautem 

Es  sei  /(j)  ein  Ausdmck  mit  pmei   cder  mehieren  Lücken  und 
a  =  ...,+  ^,c   +        , 
110  die  Glossen  t,,  t  ,  em  omfciihes  Normal ijj^teni  bilden      Dmn  und  (ni.  h 

438  und   182)  dei  Diftet  enzialquotient 

Li  lurd  lUu  noch  em«  Lui  ke  mehi  enthalten  als  die  Funktion  /  ij  selbst  Fem  i 
wild  (nach  4Jt) 

Dabei  yeisteht  es  sich  von  selbst,  da&S  die  durch  Diffcien/ntion  m  den  Ausdruck 
/  (a.)  hmeingekoHiniene  Liicke  l  dei  Füllgiusse  di,  zugewieeen  weiden  muEs,  und, 
da  die  Grösse  d%  unmittelbai  hintei  den  Diffeienaialquotienten  gestellt  z«  weiden 
pflegt,  so  wird  die  Zuordnung  zwischen  der  Lücke  J  und  der  Filllgio'se  du. 
toimelt  durch  die  Bestimmung  festgelegt  sein,  dass  7  als  die  eibte  Lücke  V3n  /  (jl 
autgefasst  weiden  sjlle 

Von  besondeiei  Wichtigkeit  für  da»  Folgende  ist  der  Fall,  wo  ein  Ausdmck 
mit  gebundene»  Lucken  die  Eigenschaft  hat,  dass  stets  dasselbe  Eeaultat  hei-voi 
^ht,  mag  nnn  nun  die  FüllgiÖssen  m  dei  vorgeschriebenen  odei  in  einei  anderen 
Oidnung  m  die  Lücken  einfuhren,  dann  heissen  seme  Lücken  vertauschbar 
■50  Bind  zum  Beispiel  bei  einem  Ausdiucke  A^  ,  mit  zwei  gebwidenen  Lucken 
;  und  (j  von  denen  (  als  die  erste  gelten  soO,  diese  Lücken  vataubchhai ,  «ujn 
hu  le  zA\Ki  behebige  FüllgiOSsen  a  und  b  die  tjleicbung  besteht 

A,  ,ah  ^A^  ,ba, 
da-,  heisst  also,  wenn  fui  behebige  Wertte  von  a  unl  i 


ist  In  diesem  Falle  lieteit  d'mn  die  Multiplikation  de-^  Aiisdiuckes  A^  ^  mit 
dem  Piodukte  dei  Füllgiössen  u,  l  genau  d^S3elbe  Eigcbniss,  wie  nenn  dei  lus- 
dmek  zwei  fteie  Ltlcken  besas-ie  Denn  bezeichnet  man  noch  den  Ausdruck,  dei 
aus  dem  Luckenausdrucke  Aj  ,  bei  Aufhebung  dir  Rmdui  „'  sein>i  Lücken  1  ci 
vorgeht,  mit  Aj  j,  so  wird 

Ai  ,aft  =>  '[A,  ,  +  A,    ,j 
das  hcisst  (nach  (*)) 

=^  A 

-  A,   .  ab. 
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Niitli  dem  allgemeinen  Begriffe  des  Lückenanaih'ackea  (Nr.  357),  der  in  diu»oi- 
Form  iiiioh  für  Ausdrücke  mit  gebundenen  Lücken  festgehalten  werden  soll,  kann 
man  also  in  diesem  Falle  setzen 


das  heisst:  Vertatisf^tbare  i/ebwidene  Lücken  können  stets  durch  freie  Lücken  Cf- 
setat  werden*).  Wenn  daher  in  der  Foimel  des  obigen  Sataes  (das  heiast,  in  485) 
die  beiden  Lücken  der  Funktion  f{x)  TertauBchliar  sein  sollten,  so  wird  die  Unter- 
seheidiiag  ihrer  Lücken  ßberflüsaig. 

Uebrigens  ist  es  otl  vortheilhaft,  auch  bei  einem  Ausdrucke  mit  vertauech- 
baren  gebundenen  Lücken  an  der  Bindung  seiner  Lücken  festauialten,  da  die 
Multiplikation  eines  solchen  Ansdmekes  mit  einem  Pi'odukte  von  Füllgrössen  sich 
begi-ifflich  und  tbrmell  einfacher  gestaltet,  als  bei  einem  Ausdnicke  mit  freien 
Lücken.  Die  Wichtigkeit  des  Begriffes  vertäu schbarer  gebundener  Lücken  zeigt 
der  folgende  Satz. } 

486.  Es  ist  f(x)dx  dann  und  nur  dann  allseitig  integrirbar,  tvenn 
die  abgeleitete  FimkUon  f'{x)  entweder  ein  lückenloser  Äitsdrudi  (das 
heisst,  X  eine  reelle  ZaklgrÖsse)  oder  ein  Ätisdrtick  mit  zwei  vertaus<Marm 
[gebundenen]  Lücken  ist,  nämlich  so,  dass  es  für  das  Besultat  gleichgülUg 
ist,  in  welcher  Vertheihmg  ztvei  Grössen  in  die  beiden  Lücken  eintreten. 
Wenn  diese  Bedingtmg  erfüllt  ist,  und  F{x)  die  mit  x  ntdl  werdende 
Funktion  von  x  ist,  deren  nach  x  genommenes  Diffcrengial  f{x)dx  ist,  so 
ist  aUenial 

F{x)  =  d-^f{x)dx. 

Beweis.  1.  Weim  es  eiiio  mit  x  verschwindende  Funktion  F{x) 
giebt,  so  dass 

d:,F{x)  =fix)dx 

seist,  so  isb  F'{x)=f{x)  (nach  435),  f  also  F"{:x)=f'{x)  (nach  450). 
Aber  F"{x)  ist  (nach  451J  ein  Ausdruck  mit  zwei  vertauschbai-en 
Lücken,  ( und  diese  Lücken  bleiben  (wegen  446)  auch  dann  noch  ver- 
tauschbar,  wenn  man  sie  nicht  mehr  als  freie,  sondern  als  gebundene 
Lücken  anffasst],  also  gilt  dasselbe  auch  von  dem  Ausdrucke  f'{x), 
der  ja  gleich  F"(x)  ist.  Wenn  die  Lücken  von  nullter  Stufe  sind,  (das 
heisst,  X  eine  Zahlgrösse  ist),  so  können  die  Lücken  weggelassen  werden, 
imd  wird  dann  f'{x)  ein  lückenloser  Ausdruck. 

2.    Es  sei  x  =  ijt,  wo  y  numerisch  gleich  1    und   t  eine  positive 

*)  {Dagegen  bestellt  zwischen  einem  Ausdrucke  A^  ,  mit  zwei  niolit  ecr- 
tatisehbarert  gehmiflmeii  Lücken  und  dem  entspreclienden  Ausdrucke  Ä^  ,  mit 
freien  Lücken  die  Beziehung 

eine  Beziehung,  die  man  leicht  aucli  auf  Ausdrücke  mit  beliebig  vielen  Lücken 
übertragen  kann,) 
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'Zahl  ist,  iiiid  sei  vorausgesetzt,  daes  f'(x)  ein  Anstlruck  mit  zwei  ver- 
tauschbaren  Lücken  sei,  so  hat  man  (naeli  483) 
d-^f{x)dx  =  d~'-f{yt)ydt, 
wo   bei   dei'  Litegration  y  als  konstant  betrachtet  wivd.     Es   aei  dies 
Integral  gleich  J'^y,  t)  gesetzt,  das  heisst,  es  sei 

il,F(ii,  t)  =  f(vt)ydt, 
und  F{y,  0)  =  Oj  so  beweise  ich,  dass 

•I.F(y,()-f(x)äx 
sei.  Da  y  und  t  von  einander  imabhängig  iind  ansaerdeüi  l''unktionen 
von  X  sind  (nämlich  (  =  Yx^  und  y  =  x  :  Yx-),  so  kami  F(y,  t)  auch 
als  Funktion  von  x  aufgefasst  werden  und  es  ist,  wenn  dj,  imd  di  die 
auf  den  Verein  der  beiden  Vai-iabeln  y  und  t  bezüglichen  |  partiellen } 
Differenziale  sind,  (nach  442) 

lU-y,  t)  -  d,F{y,  t)  +  ,J,F{,j,  f)  -  cl,F(<j,  t)  +  f(,jl),jdt. 
Ferner  ist  (nach  446) 

d.[d,jF(y,i)]^d,\d>F(y,t)] 
=  d,[f(yl).ydt] 
=  f'(yt)  .  tdy  .  ydt  +  f(yi)dydt  [433], 

{wobei  in  dem  Ausdrucke  f'{yt)  die  durch  Dill'erenziation  entstandene 

Lflcke  als  die  ei"ste,  die  schon  in  f(x)  vorhandene  Lücke  als  die  zweite 

aufgefesst  ist.     Da  aber  f'(x)  nach  Voraussetzung  ein  Ausdruck   mit 

zwei    i'ej-tatischbaren  Lücken  ist,  so  lassen  sieh   im  erete.n  Gliede  die 

Faktoren  tdy  und  ydt  umstellen,  und  man  erhält  den  letzten  Ausdruck 

=  f'(yt).ydt.tdy-\-f{yl)dydt] 

=  d,f{yt).tdy-\-f{yt)dtdy  [440] 

=  d,[f{yt).tdy-\  [433], 

Da   nun,  wie   oben  gezeigt,  F{y,  0)  ^  0   ist  für  jedes   y,   so   ist 

auch  d,jF(y,0)  gleich  Null,  ebenso  wird  f(ijt).tdy  mit  t  null,  also 

ist  (nach  476) 

d,F(if,  f)  =  f(j,t)  .  tdy- 

ludem  wir  nmi  diesen  Werth  in  den  oben  für  d^F(y,  t)  gefundenen 
Ausdruck  einführen,  erhalten  wir 

d.F{y,  t)  =  f{yt) .  tdy  +  f[yt) .  ydt 
=  nyt)d{yt)  =  f\x)dx. 
Bezeichnen  wir  endlich  noch  die  Funktion  F{y,  t),  aufgefaast  als 
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Fujiktioii  von  x,  mit  I'Xa:),  so  haben  wir  also  ia  jedem  Falle,  wo  f"(x) 
ein  Ausdruck  mit  zwei  vei-tansdibaren  Lücken  ist  (woMu  auch  der  Fall 
gerechneb  werden  karm,  wo  /'(a;)  ein  lückenloser  Ausdruck  ist),  eine 
mit  X  =  yt  null  werdende  Funktion  F{x)  gefunden,  deren  nach  x  ge- 
nommenes DifFerenzial  gleich  f{x)clx  ist:  und  zwar  war  diese  Funktion 
gleich  d-'^f(x)dx. 
S7  3.  Ausser  der  Fuiddiou  F(x)  =  d~^'f{x)dx  kann  es  hciiie  andere 
Funktion  ip{x)  geben,  deren  nach  x  genommenes  Differenzial  in  dem- 
selben Umfange,  wie  das  von  F(x),  gleich  f{x)dx  ist,  und  welche  mit 
X  null  wird;  denn,  wenn  dxF{x)  =  dx<p(x)  und  für  irgend  einen  Werth 
{hier  fiir  x  =  0)  F(x)  =  q>{x)  ist,  so  findet  {nach  476)  diese  Gleich- 
heit allgemein  statt.  Folglich,  sobald  dxF{x)  =  f(x)dx  und  F(0)  =  0 
ist,  muss  aiieh  F(x)  =  ä~'^f{x)dx  sein. 

187.     Wenn  x  aus  setneJt  notmalen  Einheilen  Cj,  e^  durch  die 

Zahlen  x^,  jg,  ableitbar,  aho  s,  =  x^e^  -|-  ^^,63  -f"  i^i,  und  weitn 
sugleidt  f(x)dx  =  A^dx^  +  A  dx^  -j-  ist,  wo  A^,  Ä^,  Funktiomii 
von  x^,  x^,  sind  so  tbt  die  Bedingung  (allseitiger  Inkgnibarkeit), 
dass  f'{x)  ein  Ättbdrud„  mit  zwei  lertamchhaien  {gämndenen]  Lücken 
sei,   identisch  der  Bedingung,  «/ass  fu>  je  suei  Iiidwca  t   und  a 


sei,  wo  d,,  d^f  die  ^11  dem  Vetcme  det  Vt)ande)ltchcit  x^,  t  ,  ..  ge- 
hörigen parti'Uen  Bifferenzialquotienten  nacli  j,,,  a.,,        he^iiOmcn 

Beweis     Statt  A^dx^  -\-  i^dx^  -\-        können  wn,  da  (nath  142) 
jfir  iir\  =  1,  und  [/  [c,]  ^  0  ist,  wenn  *  ^  a  ist,  schieiben 

.■i.['i<.]  +  ^.r'k]+   yi'. 

Also,  da  fiir  jedes  dx 

f{x)dx  =  {A,\l^e,\  -^  A.,\l\e2\  '\ )''^ 

ist,  so  ist  (nach  357) 

1*1  f{x)  =  A^\l\e;\  'l  AS.c^~\  +  •■■  --2^A,\l.c^\. 

Nun  ist  (nach  437) 

dxf{x)  =  E\d^f{x).dx,\, 

]  OS  wird  also  nach    (*},  433  und  431  c) 

d4{x)  =  2:[8i,A„.[l\e^-\dx^]. 

[  Führt  man  in  dieser  Gleichung  auf  der  linken  Seite  nach  435  den 
Difterenzialquotienten  fix)  ein  und  wendet  auf  der  rechten  Seite  die 
vorhin  benutzte  Schlussweise  noch  einmal  an,  so  erhält  man! 
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r(«)<Ji  -  i:j*.A.pk.]Rl«.]|-f^, 

WO  l,  eine  Lücke  ist,  in  welche  dx  eintreten  soll.  Somit  wird  (uaeh  357) 

Sind  nun  /  und  ?,  veriaiisdibare  Lücken,   so  hat  man  für  ju  Kwei 
Zeiger  r  nnd  s 

Da  aber  [ßrlcj   null  ist  für  je  zwei  verschiedene  Zeiger  r  nnd  s,  nnd 
glüicli  1   ist  für  je  zwei  gleiche,  so  erhält  man 

und  ebenso  geht  umgekehrt  ans  diesen  letzteren  Gleichungen  die  vor- 
letzte, welche  die  Vertauschbarkeit  der  Lücken  aussagt,  hervor. 

488.   Wenn  f(x)  innerhalh  gewisser  Gränsen,  in  detien  auch  x  ==  0 
und  X  ==  a  liegt,  stetig  [imd  allseitig  integrirbar]  ist,  und 

ist,  so  ist  auch,  wenn  x  =  a  -i-  y  ist, 

F(a  +  y)  -  F{a)  =  d-^f(a  +  y^ly. 
Beweis.    W^mi  F{x)  =  d~'-f{x)dx  \^i,   so   ist   d^F{x)  =  f{x)dx 
[nach  48.3),  das  heisat,  F'(x)  =^ f{x);  also 

d,'iF(a  -\-y)-  F(ay}  =  F'(a  +  y)dy  [nach  440] 

'=f(a  +  y)dg. 
Ferner  ist  F{a  +  p)^  F(a)  für  j/  =  0  gleichfalls  null,  also  (nach  477} 
F(a  +  p)-  F(a)  =  ä-'fia  +  y)äy. 
4-89.     Fs  ist,  wenn  a  einen  Ausdruck  mit  n  Liwhen  l  und  einer 
Lücke  l^  bezeichnet. 


Beweis.     Es    sei    X  =  et,    wo    t    der    mimerische   Werth 
nd  e  numerisch  gleich  1  ist,  so  ist 


'*"'»(7)"Tf~''"'°('!)"i,''" 


Es  sei  (das  Produkt}  «6"+^,   das  wir,  da  in  die  Lücken  l  und  /j 
in  dem  Ausdrucke 

dieselbe  Grösse  e  eintritt,  statt  dieses  Ausdruckes  setzen  können,  mit 
h  bezeichnet,  so  erhalt-en  wir 
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da  der   letzte   Ausdruck    mit  i   verschwindet    und    nucli    t  differeuKivt 
hfdt  liefert,  also 


490.      Wenn  die  Heike 


2' 


in  welcher  «a  einest  Ausdruck  mit  a  lÄlchen  1  und  < 
stellt,  eine  ächte  ist,  so  ist 

iu         Beweis,     Man  hat  (nach  484) 


-'2-i^x-2 


KTi  i: 


—  Vj^'jx"+'  [nach  489]. 


A  u  iJui  li  li  e  i  iimpl  lelcbi,  imi  diun  la?  allseitige  Integnl  dai 
tfllt  wenn  dip  Lelin^ung  allseitiger  Integra b all  eit  (48G;  eitullt  wird  iit  die 
Aufgabe  der  Integration  vom  DiiFeiea^iala  Umdrucken  allKemem  gelöst  Da  es  uns 
hiei  nur  auf  die  Darstellung  dei  Integialreehming  ui  ilren  wesentlichsten  Zügen 
anVümmt    sd  1  innen  wii  mit  diesei  L  sung  der  Aufgabe  uns  hipr  begnngen 

§  2.  Integration  von  Differenzialgleiehungen,  wenn  die  unabhängige 
Variable  eine  Zahlgrösse  ist. 

491.  Erklärung.  Einen  gegebenen  Verein  von  Differenzial- 
gleichungen  (der  aber  auch  aus  einer  einzigen  Gleichung  bestehen 
kann)  vollständig  integriren,  heisst  die  sämmfclichen  Vereine  von 
Gleichungen  finden,  welche  keine  Differenziale  mehr  enthalten,  und 
von  denen  jeder  Verein  die  Eigenschaft  hat,  dass,  wenn  er  erfüllt  ist, 
auch  der  gegebene  Verein  erfüllt  sei;  jeder  solche  Verein  heiaat  ein 
(den  gegebenen  Verein)  integrirmder  Verein.  Wenn  also  A  ein  Verein 
von  Differenzialgleichungen  und  B  ein  ihn  infcegrirender  Verein  ist,  so 
heisst  das;  1)  B  enthält  keine  Differenziale  mehr  und  2)  sobald  die 
Gleichungen  des  Vereins  J3  als  richtig  vorausgesetzt  sind,  so  lassen 
sich  daraus  die  Gleichungen  des  Vereines  A  als  richtig  nachweisen. 

Anm.  Es  soll  in  diesem  Paragraphen  vorausgesetzt  werden,  dass,  wenn 
alle  Variabein   als   veränderliche   Zahlgrilsson   anfgefasst  werden,   von   einer   der- 
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elTien  t*)  alle  nVi   gen  (-c  3!  )  alhämgen     Soll  d  ese  Abi  ang  {,ke  t  1    ch  die 

gegebenen  D  tfe  en  aigle  h  mgea  so  (,eöau  bestimmt  we  lea  als  1  es  uborhanpt 
durch  D  fferenz  algle  hungen  mogl  ch  et  so  m  seen  so  v  el  (  )  on  ein  nder 
unabhäng  ge  D  fteirena  algle  tungeii  gegeben  ein  als  e  altingge  Yanabeln 
giebt      Ist   (   dio   unabhängige   (vnr    ble)   Zahlg  össe   und  sml  -ü     die  ib 

häng  g  n  Zahlgiössen    so  können  w  c  e  n  '^Y  tem  Ton  n  E  nbe  ten  e     f  e 

annehmen  md  e+  "^  ■'^a  ^°  ate  Daialde  unabhängige  Var  able 
ingenommen  t  o  werden  alle  n  1  n  gegebenen  D  fle  e  algle  chungen  v  r 
komm  15n  I  £fe  enz  alq  otienten  -|-  a,  1  (  ge  ommen  se  n  m  ssen  Wenn  340 
d  ese  D  fteren  alq  ot  enten  b  3  nr  n  ten  0  dnung  aufste  g  n  so  w  rd  jele  le 
Cle  chnngen  d  e  Fo  m  hiben  dass  eme  Zahlfunkt  on  von  (  v  und  len  D  ffe 
renz  aJq  ot  enten  von  c  b  s  zur  ten  Ordnung  hin  gleicl  u  ge  Pt  t  t  S  d 
nun;  =.0/, --0         /=0  bese  M  Öle  chungen  &o  setze  man  e  /  +      +*n'  "^f 

0  h  hen  wir  eme  Crle  ehung 

\  dt  dt"'    / 

aufzulösen,  in  weicher  t  eine  Zahlgrösee  ist,  hingegen  x  und  die  Funktion  f  aus 
it  Biiiheiten  nnmerisch  ableitbar  sind. 

Die  Lösung  dieser  Gleichung  bUdet  also  den  Gegenstand  dieses  Paragraphen. 
Zunächst  behandeln  wir  die  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung,  das  heisst,  den 
Fall,  wo  m  =  1  ist. 

492.  Aufgabe.  Die  Olekhung  f(t,  x,  Sx)  =  0,  in  welcher  t  eine 
ZahlgrÖsse,  x  und  f(tjX,  dx)  Grössen  sind,  die  aus  n Einheiten  ableitbar 
sind,  und  Öx  den  Differemialquotienten  von  x  nach  t  bezeichnet,  su  inte- 
griren;  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  sich  f(t,  x,  äx)  nicht  aus  weniger 
als  n  Einheiten  ableiten  lasse. 

Auflösung.  Es  seien  e,,  .  . .  e,  die  Einheiten,  aus  denen 
X  ^  x^Ci  +  •  •  •  +  x^Cb  und  f  =  Gj/",  -[-■■■+  ß«/«  numerisch  abgeleitet 
sind.     Es  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Gleichungen 

f.-O,  ...,  f.-O, 
welche  in  /"^O  enthalten  aüid,  nicht  Ton  einander  abhängig  sind, 
das  heisst,  dass  keine  derselben  aus  den  übrigen  sich  mit  Nothwendig- 
keit  ergebe.  Denn  dann  würde  sich  in  der  Gleichung  /"=  0,  ^  aus 
weniger  als  n  Einheiten  numeriach  ableiten  lassen,  was  oben  ausge- 
schlossen wurde. 

Es  sind  hier  /\,  ...  f„  Funktionen  der  Zahlgrössen,  t,  x^,  ...  Xn, 
dxi, ...  dx^.  Man  bestimme  aus  einer  der  Gleichungen  /'|  =  0, . ..,  /'„  =  0 
eine  der  Unbekannten  äx,^,  ...  SXn  und  setze  den  gefundenen  Werth 
in  die  übrigen  Gleichungen  ein;  mit  den  so  erhaltenen,  und  überhaupt 
mit  den  jedesmal  noch  übrig  bleibenden  Gleichungen,  so  fern  sie  noch 
eine  der  Variabein  ÖXi,  ...  Sx^  enthalten,  verfahre  man  ebenso,  so 
erhält   man    zuletzt   entweder    aus  der  zuletzt    übrig  bleibenden   Glei- 
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chmig  den  Werth.  der  letzten  jener  UnbekaimteD,  und  dadurch  dann 
nach  und  nach  alle  jene  Unbekannten  Öx^,  ...  äx„  als  Funktionen 
von  t,  Xj,  ...  x^,  das  heisst,  äx  als  Funktion  von  t  imd  x,  oder  es 
341  sind  aus  der  letzten  oder  auch  schon  aus  den  letzten  f  jh  Gleichungen 
die  sämmtlichen  Grossen  dx^,  ...  dx„  verschwunden  In  diesem  Falle 
bleiben  m  Gleichungen  übrig,  welche  nur  Beziehungen  zwischen  t, 
Xf,  ...  x„  ausdrücken,  und  zwar  müssen  diese  Gleichungen  ille  von  ein- 
ander unabhängig  sein,  weil  im  entgegengesetzten  Falle  auch  die  ;; 
ursprünglichen  Gleichungen  von  einander  abhängig  wären.  Diese 
m  Gleichui^en  bilden  dann  einen  Theil  der  gesuchten  Integralglei- 
chungen. Durch  sie  kann  man  m  der  Werthe  t,  x^,  ...  x„  durch  die 
übrigen  n  —  h!  -|-  1  ausdrücken,  und  dadurch  reduciren  sich  die  n  —  m 
ersten  Differenzialgleichungen  (vermittelst  welcher  man  n  —  m  der  Un- 
bekannten äxj^,  . . .  dx„  ausdrückte)  auf  n  —  m  Gleichungen,  in  welchen 
ausser  t  nur  n  —  m  der  Grossen  x^,  ...x„  und  die  entsprechenden 
n  —  m  der  Gr&ssen  da;,,  ...  dXn  vorkommen;  und  durch  welche  sich 
diese  letzteren  als  Funktionen  der  ersteren  darstellen  lassen. 

Somit  kommt  es  nur  auf  die  Integration  der  Gleichungen  von 
der  Form  dx  =  f(i,  x),  das  heisst  dx  =  /"(f,  x)dt  an.  Diese  Integration 
soll  in  den  nächstfolgenden  Nummern  behandelt  werden. 

493.  Wenn 

dx  =  f(t)dt 

ist,  wo  t  eine  ZaMgrÖsse  und  x  eine  aus  einem  Systeme  von  n  Einheiten 
ableitbare  Grösse  ist,  so  ist 

x  =  d-~^f(t)dt-i-  c, 
wo  c  eine  (ans  n  Einheiten  ableitbare)  willhürliche  Konstante  ist. 

Beweis.  Es  sei  d~^f(t)dt  gleich  y  gesetzt,  so  ist  {nach  478) 
(ly  =  f{t)dt,  alsoda;  —  rf(/=0, das  heisst  (nach  432,  433)  d(x--y)  =  0, 
also  (nach  475)  x  —  y  konstant.  Diese  Konstante,  welche  mit  x  vou 
gleicher  Gattung,  also  aus  n  Einheiten  ableitbar  ist,  sei  c,  so  hat  man 
a;  =  j;  -I-  c  =  d-'-f(t)dt  +  c. 

494.  Wenn 

(a)  dx  =  fix,    1 

ist,  und  man  überall  unter  ä  den  totalen  Bifj-eimmalguohmlen  nach  t  ver- 
steht (auch  X  als  von  t  abhängig  gedacht),   hingegen    untei   ^,   -r-   die 


partiellen  Differemialqiiotienten  in  Bezug   auf  deii    Verein  der  Variabein 
342«,  t,  von  denen  die  erste  eine  i"  extensivi  frioise,  dte  letztere  eine  Zahl- 
gr'üssc  darstellt,  so  ist 
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(b) 

und  wem, 
seist,  so 

M 

100  c  rme  lallluthehe  Konstante  tat,  »amhch  der  Werlk,  duii  a  amvnimt, 
wenn  t  null  witd,  ttnd  uo  lot atibgesetet  wird,  dass  die  Heilte  auf  der 
rechten  Seite  eme  achte  sei  Aus  det  Gleicliung  (c)  findet  wan  auch  c 
ah  Funltion  ton  ^  tmd  f,  namlxüi 


d'+>x_A,(i,i) 


w 


=  i-fei)i+/,fei)iT-/;(«.  oj-  +  - 


Beweis.  Die  Formülü  (b)  ergeben  sich  unmittelbai 
indem,  wenn  q>  eine  beliebige  Funktion  von  x  und  t  ist, 
von  (  abliängia  gedacht  wird, 


<^'P  ===  ,-1^  fp.dx  +  -^-  (p  .  dt, 
also   -  -,  das  heisst 

ist;  es  ist  aber  nach  (a)  Sx  =  f,  also  erhält  mau 

woraus  die  Formeln  (b)  hervorgehen,  indem  man  statt  tp  nach  und 
nach  dx,  ö^x,  ...  S''x  setzt.  Dann  aber  ergiebt  sich  die  Formel  (c) 
unmittelbar  aus  dem  Taylor'schen  (Maclaurin'schen)  Satze  (470). 
Setzen  wir  x  =  ^''(0?  ^^  können  wir  den  Taylor'schen  S;i.tz  auch 
in  der  Form  dai-stellen 

F(t  +  r)^x  +  fix,  l)r  +  f,(x,  t)^~  +  ---, 
oder,  wenn  wir  r  =  —  f  setzen, 

i^(Oj  =x-f(x,t)t-\-  f\  (x,  t)~~f,(x,t)~+--. 


F{0)   ist  aber  der  Werth  von  x  =  F(t)  für  t  =  0, 
ist  gleich  c,  somit  auch  Gleichung  (d)  bewiesen. 


(  heisst,  F{0)  343 
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Ania  Es  versteht  sicli  von  selbst  dais  die  -willkürliche  Konstiute  c  mit  j, 
TOD  gleicher  Gattung  ist  nnd  alsc  »i  namerisL-he  Kunstanten  emschliesst  wenii 
X  an«  emem.  Systeme  von  i  Einheiten  ibleitbai  st  Die  Integrationigleichung 
in  der  Form  (d)  ni  vcn  bpsonderem  Interesse  in  so  fem  m  ihr  eme  Punktion 
von  T  und  (  einer  Konstanten  gleich  gesetzt  ist  und  zwai  deijenigen  Eonstanten 
■nel  hei  j  gleich  wud  -wenn  /  =  0  und  worauf  ^ii  im  folgenden  Parigra|ihen 
3  Nr  517}  zurückkommen  v eilen 

Wir  haben  Dben  die  Differen7ialf[Uotienten  ä'  &  r  fortschreiten  1  jeden 
aus  dem  n^chstvorhergehenden  abgeleitet  Es  ist  von  Interpeee  auch  eine  un 
mittel!  are  D'iiste!lung  diesei  Diffeienzialtiuotienten  als  Punktionen  von  j  un)  ( 
zu  TPtsuühen  was  m  dem  folgenden  Satze  gee  heben  ist  dessen  sich  leicht  er 
gebenden  aler  etwas  umständlichen  Beweis  ich  dem  Lesei  uheilasse 

4:95.     ^^mn  in  dem  Sinne  ton  434 

ist,  so  ist 

wo  sich  die  Summe  auf  alle  möglichen  gangen,  aber  nickt  negativen 
Werthe  a,  a,  1),  b,  ...l  hezieht,  welche  den  Bedingungen  unterworfen 
sind,  dass 

f=l  +  (a-l)  +  (t,-l)  +  ..., 
dass  ferner 

«  + 0  +  6  +  6 +  •■■-•■, 
und  die  Summen  a  -\-  a,  ^  -f-  ^i  ■  ■  ■  ^'^^ß  grösser  als  Null  seien,  itml  wo 

=  _         fl(a  +  6-l)(tt  +  6  +  c-2)  ■■■ r! 

«o,a,6,6,...        (^r  -  a){r  -  a  —  h  -l){r  —  a  -h  -  c  -^)  . . ,     a\a\b\i\  ... 
ist. 

496.     Aufgabe.     Die  Differenticügleichung 

f{8'^x,  S"'-'-x,  ...  S''x,t)  =  0, 
wo  X  sowohl   als  f  aus  einem  Systeme  von.  n  Einheiten  [e,,  e^,    .,  e„} 
ableifbar  sind,  i  ei/iie  Zahlgrösse  darstellt,  S  den  totalen  Differeneialguo- 
tienten  nach  t  {x  als  von  t  abhängig  gedacht)  bezeichnet,  und  ä''x  statt  x 
geschriäien  ist,  mt  integriren. 
Auflösang.     Man  setze 

d''j:  ^p^,    Sx=pi,  ...,    S"'—^x  =pm— 1> 
so  wird  d"'x  =  öp,i,—  t,  imd  man  hat  die  m  Gleichungen: 
44{aj  "^^=^1,    äPi=}h,---,    <J^™-3=i',„-i 

und  die  Gleichung 

fi^P'n^i,  Pm~\,  ...  )h,  Po,  0  =  **■ 
Ans  der  letzten  Gleicbnng  bestimme  man  dp„i—i,  es  sei 
|b)  Sp.n-i  =  <p(p^,ih,  ■■■Pm-l,  t). 
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Nim  nehme  man  ausser  den  n  Einheiten  e,,  ...  e„,  aus  denen  x  abgeleitet 
ist,  noch  m  neue  Einheiten  e*"',  fc'",  ...  el"'~''  an  und  multiplieire  die 
obigen  m  Gleichungen  {  {a|  und  |b}  }  beziehlich  mit  (^°^,  c">,  ...  e*™"" 
und   addire.     Man  setze  ferner 

so  sind  p  und  I''  aus  den  »!»  Einheiten  e'''le,  (wo  )■  jeden  der  w  Werthe 
0  bis  m —  1,  ujid  s  jeden  der  n  Werthe  1  bis  u  annehmen  kann) 
ableitbar,  und  man  erhält  die  Gleichung 
dp  =  F(p,t). 
Diese  Gleichung  ist  nach  der  Methode  von  494  zu  integrireu 
und  liefert  eine  aus  nm  Einheiten  {e'-'''>e,)  ableitbare  -willkürliche  Kon- 
stante. 

Anm.  Hierdurch  ist  die  für  diesen  Paragraphen  Torgesteckte  Aufgabe  durch 
Anwendung  unendlicher  Eeihen  gana  allgemein  gelöst,  denn  auch  die  sogenannten 
besonderen  Auflösungen  sind ,  wie  dies  schon  die  Allgemeinheit  der  angewandten 
Beweismethode  zn  erkennen  giebt,  in  der  oben  mitgetheilten  allgemeinen  Atif- 
löenngBinethode  yoUatändig  mit  eingescWoasen.  Da  jedoch  diejenige«  Ditfereuzial- 
gleichungeu,  welche  in  Bezug  auf  die  abhängige  Vai-iable  {x)  und  deren  Diffe- 
renaiale  von  erstem  Grade  sind,  und  welche  die  unabhängige  numerische  Variable 
(t)  nur  in  Gliedern  enthalten,  in  denen  jene  Variable  nnd  deren  Differenziale  nicht 
vorkommen,  durch  Gleichungen  von  endlicher  Form  integrirbar  sind,  so  will  ii;h 
diesen  Fall  hier  noch  behandeln. 

498.*)     Die  Differentialgleichung 

(a)  äa,  +  Ax  =  0, 

m  iielche)   ö  und  %  die  Bedeutung  der  vorigen  Nummern  haben,  A  aber 
einen  Sutch  m>t  n  Nennern  (377  ff.)  darstdU,  wird,  wmn  m,,  ...  m„, 
die  wti  alle  v  n  emandei  versdmden  f  mraussetgen,  die  n  Haupkahlen  345 
des  Biuokes  A,  nnd  Oj,        a    die  zugehörigmi  Hauptgebiete  erster  Stufe 
({387},  388,  389)  smd,  integrirt  durch  die  Gleichung 

(b)  x  =  '^a<,a^e^"''', 

ivo  e  die  Basis  des  natürlichen  Logariihmensystems  ist,  und  ß,,  ...  «„ 
willkürliche  Jconstante  Zahlen  lemchnm,  und  die  Summe  sich  auf  a  =  1 
bis  n  heeieht.  Die  n  Werthe  m  =  m^,  ...  m„  sind  durch  die  Gleichung 
n-ten  Grades 

(c)  [(».-^)-]-.0 

bestimmt  und  die  n  Grössen  «j ,  ...  «„  durch  die  n  Gleichungen 

W (•».  -  4)*  -  »■ 

*)   { lu  der  Originalausgabe  ist  keine  Nr,  497  Torhanden. } 
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Beweis.  Dass  die  n  Hauptzahlen  m  =  m^,  ni^,  ■■■  m„  die 
n  Wurzeln  der  Gleichung  (c)  und  die  n  zugehörigen  Hauptgebiete 
a,,  ...  a«  durch  die  Gleichungen  (d)  bestimmt  sind,  folgt  sogleich  aus 
388,  womit  noch  die  Anmerkung  zu  383  { und  die  zu  506 )  zu  vergleichen 
ist.  Die  Hauptgebiete  «j, ...  du  haben  (nach  389)  die  Eigenschaft,  dass 
sie  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen  und  Aa^  =  ni,.(ir  ist. 
Es  muss  sieh  also  x  aus  Oj ,  ...  «„  numerisch  ableiten  lassen.  Es  sei 
(*)  X  =  I^x^aa 

der  Ausdruck  dieser  Ableitung,  so  verwandelt  sieh  die  Gleichung  (a)  in 

0  =  2JaJx^  +  2J[Aa„.Xa], 
also,  da  Am^  =  M'rör  ist,  so  erhalten  wir 

Da  hier  Sx^  +  m^Xa  eine  Zahlgrösse  ist,  und  «,,  ...  a„  in  keiner 
Zahlbeziehimg  zu  einander  stehen,  so  hat  man  (nach  28)  (ix^-i-maXa^^O, 
das  heisst,  dXe  =  —  maXadt,  also 

Xo,  =  ßf,e~"""  , 
wo  «,,  eine  willkürliche  konstante  Zahl  ist.     Setzen  wir  diesen  Werth 
in  die  obige  Gleichung  (*)  ein,  so  erhalten  wir 

x=^  a^e~"''''ac. 

Anm.  Es  sind  Mer  die  Hauptzahlen  des  Braches  -1  als  verschieden  von 
einander  voransgesetzt.  Sind  einige  derselben  gleich,  bo  gelangt  man  leicht  an 
dem  Resultate,  -wenn  man  in  bekannter  Weise  diejenigen  unter  ihnen,  welche 
gleich  werden  sollen,  zunächst  als  unendlich  wenig  von  einander  verschieden 
IGsetat,  dann  a:  nach  dem  -{-  obigen  Satze  entwickelt,  nnd  endlich,  nachdem  man 
die  unendlich  kleinen  Differenzen  aus  den  Nennern  weggeschafft  hat,  diese  Diffe- 
renzen ganz  verschwinden   lässt.     Oh  Wurzeln  imaginär  werden   oder  nicht,   ist 


in  498  haben. 
,  dieselbe 


für  die  ganze  Behandlung  gleichgältjg;   auch  i 
der  Bndresultate  leicht  in  reelle  Formen  umsetzen. 

499.     Die  Differentialgleichung 
(a)  äx-\-  Ax  =  f{t), 

in  welcher  ö,  o:,  A,  t  dieselbe  Bedeutung  wie 
tnan  auch  den  Grössen  m,,  ...  m«,  «,,...  a, 
wie  dort,  und 

(i)  rt«)-«.Ai  +  «.f, +  •■■  +  «./■., 

ferner  d~^f^e  '^  dt  =  y,.  seiet,  durch  die  Gleichung  integrirt 

(»)  «-2'(!'. +  «.)«"'""'«•. 

in  welcher  a^,  ...  k,  wiUhürliclie  honstante  [Zahlgrössen]  sind. 


1  Formen 
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Beweis.     Da  Oj,  ...  «„  {nach  3S9)   in    keiner   Zahlbeziehung   zu 
einandei'  stehen,  so  läsat  sicli  sowohl  /'  (wie  oben  geschelien),  als  auch 
X  a,us  ihnen  numerisch  ableiten.     Es  sei 
(*)  X  ^  Ha^x^, 

sü  hat  mau,  da  (nach  387)  Aüa  =  «»a«a  ist,  aus  der  Gieichung  (a) 

0  =  Saa(Sx„  +  m^Xa  —  f„), 
also   (nach  28)    dXa-{-niaXa  —  /«  ==  0,    wo   alJe   Grossen   Zahlgrössen 
sind,  das  heisst,  dxa -^  maXadt  =  fadL     SetM  man  hier 

^=  =  in«  +  a^Je^'""', 
wo  )/„  eine  Funktion  von  t  ist,  die  mit  i  n\\ll  wird,  und  Ko  konstant 
ist,  so  erhält  man,  indem  man  dies  in  die  vorige  Gleichung  einsetzt, 

rfj/n  =  fae'""  dt, 
also  inii,h   4-7" 

,/,  _(/-i/„e   "'dt, 
wie    I  ben      betit    man   dann   stitt  jg,    den    gefuudLnen  Weith    m    die 
Gleichung  C^)  ein,  ^o  erhalt  man  die  zu  erweisende  Gleichung 

ÄQm  Die  IntBgiitii.li  emei  Cleichung  ■»eiche  Difterenaialquotieaten  höiieier 
Ordttuiig  nid  (  mtliilfc  im  (TeTingen  iibei  die  Form  der  Gleichungen  408  und 
4Ü9  hat  leducirt  si  !i  nach  der  Mpthode  in  496  Auf  Gleii-hnngen  welche  gaiu 
diese  Form  dei  Wl  ichungen  498  und  499  haben  nur  dass  statt  dei  n  Einheiten 
e, ,  .  e  hifi  iiPnn  die  Diffeienziilgleiehung  v  n  w!  tPi  Hidnnng  lat  mii  Ein 
beiti-n  heiTuitr  tfo 

%  3.     Integration  von  Differenzialgleichungen,  ü4 

wenn  die  unabhängige  Variable  eine  extensive  Grösse  ist, 

500.  Die  Intiyiaiwii  jLilet  beliebigen  ^müdlen  Vifterenzialgleichung 
erster  Ordnung  las^t  üc/i  suntckfuhcn  auf  die  Integiation  einer  Diffe- 
renmalgleichtmg  det  Fotm  Xdx  =  0,  tit  weichet  x  eine  extensive  Grösse, 
Xdx  eine  ZaIüqroSbe  daf^tdlt 

Beweis    Wenn  Tj  %^  die  unabhängigen  Vaiiabeln  und  x^  die 

von  ihnen  abhangige  Variable  ist,  und  j.  x  ,  i  Zihlgrössen  sind, 
so  wird  jede  pirtielle  Difteieuziilgleichung  eistei  Oidnuug  zwischen 
diesen  Grossen  sich  in  toini  emei  Gleichung  darstellen  lassen,  welche 
zwischen  den  Grössen 

statttindet.     Bezeichnen  wir  die  Grössen 
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mit  j)j,  ...  j>,j,   so  können   wir  vermittelst  jener  Gleichung  eine   der 
Grossen  p^,  ...  p„,  zum  Beispiel  p^,   als   Funktion   der    sämmtliciien 
Grössen   x^,  ...  x^,   p,,  ...  pn~  i    darstellen,   und    also    der    au    inte- 
grirenden  partiellen  Differenziaigleiehnng  die  Form  geben 
(*)  pn  =  f{Xo,  x^^  ...  x^,  Pi,  p^,  ...  p„-i)  =  f. 

Nun  ist  dx^  ^p^dx^  +  f^dx^  -|-  ...  ■{■  p^dx„.  Und  umgekehrt, 
wenn  diese  Gleichung  erfüllt  ist,  so  sind  p^,  . . .  j)„  die  partiellen  Dii¥e- 
renzialquotienten  von  x^  nach  x^,  x^,  ...  x».  Setzt  man  daher  in  dieser 
Gleichung  statt  p„  seinen  Werth  aus  der  vorigen,  so  ist,  wenn  die 
Gleichung 

(**)  äXf,  ^p^dx^  +  ■■  ■  +  Pn—idx^—i  +  f^x„ 

erfüllt  ist,  auch  die  gegebene  erfüllt.  Jeder  Verein  von  Gleichungen 
also,  welcher  die  letztere  integrirt,  erfüllt  auch  die  erstere  und  es 
kommt  also  nur  auf  die  Integration  dieser  letzteren  an.  Setzen  wir 
nun  Cq,  «i,  ...  e«  als  ein  System  von  Einheiten  und 

X  ^  3:^6(1  -|-  a^jCj  +  ■  ■  ■  +  x^e^ , 
also 

dx  =  e^äXi;,  +  ßidx-^  -|-  ■■■  +  e^dxn, 

und  setzen  ferner,  wenn  l  eine  Lücke  darstellt, 

X-  p|g-j.,[ik,]  -ftPkj i)._.[i|e._,]-/[i|«.], 

,S48so  verwandelt  sieh  die  Gleichung  (**)  in 
Xdx  =  0, 
auf  deren  Integration  es  also  nur  ankommt. 

Anm.  Die  Integration  der  Gleichung  Xäx  =  0,  auf  welche  es  hier  an- 
kommt, ist  nach  der  berülxmten  Pfaff  sehen  Methode,  wie  sie  namentlich  durch 
Jaeobi  (Crelle's  Journal  Bd.  2,  p.  347  und  Bd.  n,  p.  138  {Jacobi's  Gesammelte 
"Werke  Bd.  4,  S.  19  und  101  ] )  vereinfacht  ist,  voUstandig  zu  läsen,  oder  genauer, 
auf  die  im  vorigen  Patagiaphen  behandelten  Integrationen  auriickzuf Uhren.  Die 
Daratellwng  und  Ergänzung  dieser  Methode  durch  Anwendung  extensiver  Grössen, 
durch  welche  sich  die  lösenden  Formeln  grösstentheUs  in  einet  erstaunenswerthen 
Einfaehheit  darstellen,  sollen  den  Hauptgegenstand  der  folgenden  Entwickeltmg 
bilden.  Doch  wollen  wir  zuvor  den  aufgestellten  Satz  auch  auf  partielle  DifFe- 
renzialgleichuiigen  höherer  Ordnungen  ausdehnen. 

501.  Die  Integration  jeder  heliebigen  partiellen  Bifferemialgleichung 
von  höherer  als  erster  Ordnung  Jasst  skh  zurückfiihr&t  auf  die  Integration 
einer  Differmeicdgleichung  der  Form  Xdx  =  0,  in  welcher  sowohl  x  «fo 
Xdx  extensive  Grössen  darstellen. 

Beweis.  Es  sei  s  die  abhängige  Variable  und  y,,...ya  seien 
die   unabhängigen  Variabein,  wo    a,  y^,  ...  g^   Zahlgrössen  darstellen. 
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Um  die  partiellen  Differeiizialquotienten  höherer  Ordnung  bequem 
bezeichnen  zu  können,  nehmen  wir  zunächst  ein  System  von  h  Einheiten 
Cj ,  . . .  c„  an  und  setzen 

Vih  +  fie%  ^ h  y«e„  =  y, 

so  werden  die  verschiedenen  {partiellen}  Differenzialquotienten  {voii  s] 
bis  zur  Hi-ten  Ordnung  hin  sich  ausdrücken  lassen  durch  die  Diffe- 
rentialquotienten ^  ^i  ^i" 
dy  '  dy^  '  dy"' 
Hier  stellt  jeder  dieser  Differenzialquotienten  einen  Ausdruck  mit  so 
viel  (unter  einander  vertauschbaren  (gebundenen))  Lücken  dar,  als  die 
Ordnung  des  Differenzialquotienten  beträgt,  und  zwar  in  der  Art,  dass 
der  Ausdruck  nach  Ausfüllung  dieser  Lücken  durch  die  Einheiten  von  y, 
einen  Zahlausdruck  liefert  und  zwar  jedesmal  einen  der  gewöhnlidten 
(numerischen)  [partieUefi]  Differemialquotienten;  zum  Beispiel  stellt 
■v-v  3  einen  Ausdruck  mit   zwei   vertauschbaren  |  gebundenen )  Lücken 

dar  und  zwar  so,  dass 

d'  d^ 

,  T  ^  .  e,  e.,  =  -. — j —  s 

ist,  lind  so  weiter. 
Es  seien  nun 

dy  dy  dy 

gesetzt,    so    wird    die    partielle    Differenzialgleichung    in    ihrer    voll- 
ständigsten Allgemeinheit  die  Form  annehmen 

Von  den  hierin  vorkommenden  Variabein  ist  nur  z  eine  Zahl- 
grösse,  alle  übrigen  sind  extensive  Grössen,  und  zwar  enthält  y,  ver- 
möge der  ihm  beigelegten  Bedeutung,  n  veränderliche  ZahlgrÖssen, 
und  jede  der  Grössen  p,,  ■..  Pm  so  viel  veränderliche  ZahlgrÖssen,  als 
es  Kombinationen  mit  Wiederholung  aus  n  Elementen  zur  so  vielten 
Klasse  giebt,  als  der  Index  jener  Grösse  beträgt.  Die  Anzahl  der  ver- 
änderlichen Zahlgi'Össen,  welche  in  den  sämmtlichen  in  der  obigen 
Gleichung  (*)  vorkommenden  Variabeln  enthalten  sind,  sei  r,  so  kann 
man  vermöge  der  Gleichung  (*)  eine  dieser  Variabein  durch  die 
übrigen  r  —  1  ausdrücken.  Es  bleiben  a\so  noch  r  —  1  Variabein 
übrig.  Jetzt  erweitere  man  das  System  der  n  Einheiten  e^^  ...  0„  so, 
dass  es  nun  r  —  1  Einheiten  enthält,  und  multiplicire  mit  Jeder  der- 
selben eine  der  r  —  1  veränderlichen  Zahlgrösaen,  und  setze  die  Summe 
dieser  Produkte  =  x,  so  enthält  x  die  sämmtlichen  r  —  1  veränderlichen 
Zahlgrösseii. 
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Nun  hat  niim  l'erner  vermöge  der  oben  aa  gegebenen  BedBiitung 
der  Grossen  p,,  ...  }>„, 

{**)  ^^='P\^y}  '^Pi  =  Pi'^y !  ■■■>  <ipm—i  =pm(^y, 

und  weim  diese  Gleichungen  erfüllt  sind,  und  zugleich  vermittelst  der 
Gleichung  (*)  eine  der  r  veränderlichen  Zahlgrösaen,  welche  in  jenen 
Gleichungen  (**)  enthalten  sind,  durch  die  ()■  — 1)  übrigen  ausgedrückt 
wird,  so  ist  damit  die  gegebene  partielle  Diffecenzialgleichung  (*)  erfüllt. 
Folglich  kommt  es  nur  darauf  an,  die  Gleichungen  (**)  zu  integriren. 
Von  diesen  ist  nur  die  erste  eine  Zahlgleichung,  die  folgenden 
enthalten,  da  dpj  mit  p^  von  gleicher  Grössengattung  ist,  und  so 
weiter,  jedesmal  so  viel  Zahlgleichungen,  als  iu  den  Grössen  Pi, ... Pm- 1 
veriiuderliche  Zahlgröasen  enthalten  sind.  Die  Anzahl  der  sammtüchen 
Zahlgleichungen,  welche  in  den  obigen  Gleichungen  (**)  enthalten 
sind,  sei  s,  so  ist  s  kleiner  als  r  (nämlich  um  so  viel  als  die  Anzahl 
50  der  veränderlichen  Zahlgrössen  f  beträgt,  welche  in  i/  und  p,„  zu- 
sammen enthalten  sind).  Man  bringe  diese  Zahl gleichun gen  auf  die 
Form,  dasa  die  rechte  Seite  null  ist,  und  multiplicire  sie  nach  der 
Reihe  mit  den  Einheiten  e^,  ...  e„  so  werden  sie  die  Form  haben 

e^X^dx^O,  e^Xsdx  =  0,  ...,   e,X,dx  =  0. 
Dann  sind  diese  Gleichungen  gleichbedeutend  der  einen  Gleichung 

CiX^dx  +  eg.X^dx  +  •  ■■  -|-  o^X^dx  =  0, 
diis  heisst  {mit  der  Gleiehmig] 

(e,Xi  +  e,X,  -I f  p,X,)dx  =  0; 

setzt  man  also 

e,X,  +  e^X^-\- ^e.X,  =  X, 

so  werden  jene  Gleichungen  (**)  gleichbedeutend  der  Gleichiuig 

Xdx  =  0, 
auf  deren  Integration  es  also  a,llein  ankommt. 

Anm.  1.  Ee  ergiebt  srnh  leicht,  dass  dio  Zahlen  r  uud  s  yüii  h  und  m  aai 
die  Weise  abhängen,  Aass 

(»  +  i)(«  +  a).,.(»  +  m)      ,     (»  +  i)(,.  +  a)...  (,.  +  .. -1) 

"^       1      .      3        ../    m        '     '  1.2       .:r    (m-I) 

ist,  ferner  dasa  in  dx,  wie  es  in  der  Gleichung  Xd^:  hervortritpt,  nicht  die  DifEe- 
lenaiale  aller  r  Unbekannten  enthalten  sind,  sondern  die  Difi'erenziale  der  zu  j»,_^ 
gehörigen  veränderliehen  Zahlgrössen  in  dx  nicht  erscheinen;  die  Zahl  der  nume- 
rischen Differenaiale,  die  in  dx  hervortreten,  ist  s-|-*i. 

Als  Beispiel  sei  die  partielle  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  zwei 
unabhängigen  Variabelu  gewählt.  Man  erhält  bei  dieser,  wenn  man  die  Beneich- 
ttui^  der  Unbekannten  ändert,  drei  Gleichungen  der  Form 
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(is  =  päx  -\-  ([dy 
dp  =  rdx  +  S(2i/ 
dg  ="  sdx  +  i<iy  , 

welchi)  dl«  acht  Vanabeln  z,  t,  y,  p,  3,  i,  s,  (  enthalten,  von  denen  eine  Ter- 
imttebt  dei  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  durch  die  uhiigen  aua- 
gedrückt  werden  kann,  fei-ner  kommen  in  ihr  fünf  Diflerenziale  vut  {tlx,  ihj, 
rfa,  dp,  dq) 

Anm  3  Man  sieht,  daia  die  Integration  der  Gleii-hiing  Arfj  ,  wenn  di 
und  Xdj,  extensive  Giüseen  daratellen,  die  aJlgemeinate,  ja  man  kann  sagen,  die 
einzige  Aufgabe  der  Integialrechnung  ist,  indem  auch  die  in  den  fruheien  Ab 
schnitten  behandelten  Aufgaben  der  Integrab-echnnng  sich  hieiauf  zurückfnhien 
lassen,  und  auth,  da  jede  ZahlgröBse  augleich  als  apecielle  GJattung  der  esten 
siven  Giöifcpn  erscheint,  die  vorher  (m  50")  behandelte  Aufgabe  in  ihi  enthalten 
let  Mit  dei  Losung  dieser  Aufgabe  wäre  man  also  am  Ziole  dei  Integialiechnnng 
angelangt 

Allem  die  Pfaff'sche  Methode  ist  fui  den  Fall,  wo  auch  iiJj,  eine  exten 
Bive  lirösbe  ist,  das  heib&t,  wo  mehreie  numen-iehe  Difierenaialgleichungen  hei 
voitieten,  nicht  meki  anwendbai,  und  die  Methoden,  welche  man  ffir  die  Auf 
lo&ung  c!ei  paitiellen  Ditferenzialgleickungen  -(-  hOkeier  Oidnnngen  anwnäet,  -ia 
und  welche  auch  für  die  Lösung  diesei  allgemeineren  Aufgale  fuiderhih  sein 
wmden,  haben  nur  eme  äusserst  heschi3,nkte  SphUie  Daher  werde  ich  nui  den 
Fall  ins  Auge  lassen,  wo  Xdj  eme  Zahlgiüsse  ist,  und  werde  auf  den  allge- 
meineien  Fall  nui  gelegentlirh  hindeuten 

502.     Wenn  die  Gleichung 

Xdx^O 

{in  zcelcker,  wie  im  Folgenden  überall  \dx  citie  ^aidg-)oi,i,€  T  etne 
Ftmldion  von  x,  und  x  mis  einem  Systeme  von  m  Finheiten  £„  e„, 
numerisch  ableitbar  ist)  durch  einen  Voein  von  w  Zahlgleiclnmgen 
j(j  =  c,,..,,  Jf„  =  c„,  wo  q,  ...  Cn  ivillküihdie  Konttanten  sind  inteqrirt 
toird,  so  lässt  sich  Xdx  auf  die  Form 

Xdx=  ü^dti,  +  .-    +  Udti 
hringen. 

Beweis.  1.  Es  sei  x  =  x^e^ -^  ■  ■  ■ -\- x„,em,  so  sind  u^,...i(„ 
als  Funktionen  von  Xi,  ...  x„,  aufzufasaea.  Da  nun  die  Gleichungen 
iii=  c^,  . . .,  M„  =  c„  einen  die  Gleichung  Xdx  =  0  integrirenden 
Verein  bilden,  so  beisst  daa  (nach  491),  es  muss  sich  aus  jenen  Glei- 
chungen die  letztere  ableiten  lassen,  das  heisst,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen  (Zw,  ^0,  . . .,  du^  ^  0,  welche  in  Bezug  auf  die  m  Diffe- 
renziale  dx^,  ...  dXi^  homogen  vom  ersten  Grade  sind,  n  dieser  letz- 
teren Grössen  durch  die  übrigen  ausdrückt,  und  diese  Ausdrücke  in 
Xdx  einführt,  so  muss  dadurch  Xdx  identisch  gleich  Null  werden, 
oder,  was  nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Theorie  der  Gleichungen 
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dasselbe    ist,    es    müssen    sich    Grössen   U,,   (J^,  ...  U„   floden   lassen, 
welche  die  Gleichung 

Xdx  =  Uidu,  -i h  U„du, 

erfilUen. 

2.  (Ich  füge  erneu  siietten  Beweis  hinzu,  um  zugleich  die  GriJsseii 
U,,  ...  V„  linden  zu  lehren)  Die  Funktionen  «ij,  ...  u„  können  als 
von  einander  unabhängig  aufgefasst  werden,  weil  sonst  die  gegebene 
Gleichung  schon  durch  einen  Theil  derselben  integrirt  werden  würde. 
Sind  aber  ^t^, . . .  «„  von  emandei  unabhängige  Funktionen  von  x,, ...  x^, 
so  lassen  sich  n  diesei  letzteren  GrÖssenj  zum  Beispiel  x^,  ...  x^,  als 
Funktionen  der  übiigen  und  der  Grössen  «,,  ...  !(„  darstellen.    Es  sei 

^i'^i  H h  ^«c,  =  ?/, 

und 

353 gesetzt,  und  seien  die  auf  den  Verein  der  Variabehi  iij,  ...  m„,  z  be- 
züglichen partiellen  DifFerenzialquotienten  erster  Ordnung  nach  dci- 
Reihe  mit  8^,  ...'d„,  d  bezeichnet,  von  denen  also  der  letzte  nach  der 
extensiven  Grösse  s  genommen  ist,  so  wird 

dy  =  ö"j»/ .  rf)(j  +    ••  -\-  ^i^l/  ■  dihi  +  d''J  -  de, 
und  also 

Xdx  =  X(dtj  +  de) 

=  Xd,y  .  du, -\-  ■  ■  ■  -j-  Xö^jj  .  du,  +  {Xdy  +  X)ds, 
oder  wenn  wir 

Xd^y  =  l\,  ...,  Xö^y^lf,, 
setzen,  so  wird 

Xdx  =  U,du,  +  .   •  +  U.dit,  +  (Xdy  +  X)dß. 
Da  nun,  wenn  man   »,,  ...  u,,   als  konstant  setzt,  Xdx  identisch 
gleich  Null  werden  muss,  und  da  dann  rfwj,  ...  d«„  gleich  Null  sind, 
so  hat  man  {X3y  +  X)ds  =  0,  und  also 

Xdx  =  Uidu^  H \-  Undu,. 

Änm.  Es  gilt  dieser  Satz  auch,  wenn  Xd.v  eine  estensive  GrÖase  ist^  und 
namentlich  gilt  der  zweite  der  oben  mitgetheÜten  Beweise  unmittelhar  aucli  für 
diesen  Fall. 

003.     Wenn  sich  der  Äusdnwh  Xdx  {in  dem  Sinne  von  502)  auf 
n  Glieder,   nämlich  auf  U-^du^  +  ■•■  +  JJ^dtt^  zurüdcßSireti  lässt,  aber 
nicht  auf  wenige  als  n  solclie  Glieder,  so  wird  die  Gleichung 
(a)  Xdx  =  0 

integrirt  dwrdi.  Vereine  von  je  n  von  einander  unabhängigen  Gldclmngen, 
und  mvar  hUden  die  folgenden  Vereine  von  je  n  Gleichungen: 
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w 


«1  — fl(«.+l, 


II,.),  ...,  n,  ~  ip,(«,+  ,,  •••  «.) 
+  K  ;,-^  <P,  +  C-,+  i  -  0 


+     ü.    —0, 


im  r  jeden  der  Wertke  0,  1,  2,  ...  n  annehmen  Jcann,  M«(? 

wiUkiirliehe  FunMionm  bemchnen,  das  volUtändige  System 

Vereine.    Wenn  ins  Besondere  r  ^ü  ist,  so  Jtat  man  den  Verein 


(») 

U^=  (7a  =  .--  = 

und  wenn 

r 

==  n  ist, 

den  Verein 

(■i) 

i 

i  =  e,,  it^^c^,  ... 

wo   Cj,  ... 

c« 

willkürliche  Konstanten  sind. 

Beweis.  Die  Gleichung  Xdx  ^  0  kann  nicht  durch  einen  Verein 
von  weniger  als  n  Zahlgleichungen  integrirt  werden,  weil  sonst  (nach 
502)  Xdx  auf  weniger  als  n  Glieder  der  Form  Udii  zurückgeführt 
werden  könnte,  was  mit  der  Voraussetzung  streitet.  Es  kommt  also 
darauf  an,  Vereine  von  n  Gleichungen  zu  finden,  welche  die  Gleichung 
Xdx  =  0  integriren  und  zwar  die  sämmtliehen  möglichen  Vereine 
dieser  Art. 

Es  mögen  die  n  von  einander  unabhängigen  Gleichungen  v^  ^  0, 
i;^  ^  0,  . . . ,  ÜB  =  0  einen  die  Gleichung  Xdx  =  0  integrirenden  Verein 
bilden,  so  lassen  sich  die  Fmiktionen  i;,,  ...  v„,  welche  ursprünglich 
als  Funktionen  der  m  Variabein  x,,  ...  x,a  angenommen  sein  mögen, 
zugleich  darstellen  als  Funktionen  von  w^,  ...  u„  und  von  m  —  n  der 
Grössen  x,,  ...  x^ ,  zum  Beispiel  als  Funktionen  von  üj  ,  ...  u„, 
x„^i,  ...  Xm-  W^enn  alle  jene  Funktionen  v^,  ...  v„  dann  niu:  w, ,  ...  u^ 
enthalten,  aber  von  a:„+i,  ...  x^a  unabhängig  sind,  so  ergeben  sich 
«(,,.,.«„  als  konstant,  und  es  tritt  der  besondere  Fall  (d)  ein.  Wenn 
aber  mindestens  eine  der  Funktionen  v^,  ...  «,,  zum  Beispiel  v„,  noch 
mindestens  eine  der  Variabein  Xa+i,  ...  x,„,  zum  Beispiel  ic,„,  enthält, 
so  lässt  sich,  vermittelst  der  Gleichung  w„  =  0,  x„,  durch  die  übrigen 
(«j,  ...M,,  Xn.\-i,  . . .  Xm-i)  ausdrücken.  Führt  man  diesen  Ausdruck 
in  die  übrigen  Gleichungen  v^  =  0,  . ..,  ««— i  =  0  ein,  so  ist  es  mög- 
lich, dasß  in  den  so  erhaltenen  Gleichungen  noch  mindestens  eine  der 
Variabein  a^n+i,  ...  3:^-1  vorkommt,  zum  Beispiel  a;„,_i  in  w„_i  =  0; 
in  diesem  Falle  drücke  man  fl;„._i  vermittelst  dieser  Gleichung  durch 
die  noch  übrigen  Variabein  %,  ...  u^,  a^^+i,  ...  3:^—2  ^us,  und  setze 
diesen   Ausdruck  in  die  übrigen  Gleichungen  ein;   und   so  fahre  man 
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fort,  bis  mau  endlich  entweder  alle  Gleicliuiigeu  v,  =■  0,  ...,  i\  =  0 
erschöpft  hat,  oder  bis  nur  noch  solche  Oleichungeu  übrig  bleiben, 
die  nur  «, ,  . . .  m,;  enthalten. 

Im  cr.steren  Fidle  mnss  (nach  4!)1)  der  Ausdruck 

ü^du^  H h  Undu, 

identisch  gleich  Null  werden,  also  U^  =0,  ...,  IJ„  ==0,  was  den  be- 
354  sonderen  Fall  (c)  hefert.  Im  letzteren  Falle  mögen  zuletzt  f  r  Glei- 
chungen i",  ^  0,  ...,  jJr  =  0  übrig  geblieben  sein,  welche  nur  die 
Varjabeln  »s, ,  ...  u„  enthalten,  so  können  wir  irermittelst  dieser  Glei- 
chungen T  der  Grössen  Wj,..,m„  als  Funktionen  der  übrigen  dar- 
stellen, zum  Beispiel  Hy,  ...  u,-  als  Funktionen  von  n^j^i,  ...  »«.  Der 
Verem  wird  in  diesem  Falle  stets  ein  integi'irender  sein,  wenn  nur, 
von  welcher  Art  auch  jene  r  Funktionen  sein  mögen,  durch  sie  der 
Ausdruck  U^dn^  -\-  ■•■  +  TJ„du„  identisch  gleich  Null  gemacht  wird. 
Da  wir  «,,  ...  Ur  als  li'unktionen  von  c^-i-if  ■■■  ««  dargestellt  haben, 
so  erhalten  wir 


als  die  nothw endigen,  aber  { auch  J  ausreichenden  Bedingungen,  damit  in 
diesem  Falle   U^du^  -f  ...  +  Uadun  identisch  gleich  Null  werde. 

Somit  haben  sich  die  Vereine  (b)  (von  welchen  (c)  mid  (d)  nur 
specielle  Fälle  darstellen)  als  die  sSmmtlicheu  möglichen  Vereine  er- 
geben, welche  die  Gleichtmg  X.dx  =  0  unter  der  Voraussetzung  des 
'^atze-.  mtegiiren 

Anm  Es  ist  diesei  Satz  aich  seiner  neu  Seit*  hin  in  dei  ing-'taht-fen 
iMandlung  Tacobi  s  (rrell^  i  Jouin-il  B  1  "  j  34S  L  e^ai  imelte  ^\  Pike  Bl  i 
b  20/)  ntchfjewiebeu  4.1ier  es  ist  doit  die  ichtigate  &Pite  iinseies  Sitzes  dasa 
LS  nftraluli  ausser  den  &le  chungsveremeii  (b!  keiien  Yeiem  mtegiiiendei  Clei 
chuBgen  gebe  nicht  nachgewiesen  Auch  ist  doit  nicht  gezeigt  i\oim  dei  ver 
athiedene  Chaiaktei  der  integiitendeii  Vereine  (b)  je  aa  h  dem  Werthe  des 
Indes  bestehe  obglei  h  Jaccbi  mehifaeh  auf  die  Veisebiedenheit  dieses  Cha 
lakters  hinweist  Ofienbai  wai  laeobi  auch  mit  dieser  Seite  nnseies  Sitzen 
voHkommen  vertimt  und  e?  lag  nui  in  dem  besonderen  Zwecke  lener  Abhand 
lungen    dass  er  siüh  damber  ni^ht    veitet  ausBpnobli 

Man  sieht  ihb  d  eaem  und  dem  voi hergehen  len  Satie  das«  es  daoselbe  ist 
zu  sagen  ei  lasse  sich  XJx  ^  li  dur  h  Vereine  von  je  n  (und  nicJit  wenigei 
ile  Gleichungen  mtegnien  odei  zu  sagen  es  lasse  sieb  \  Ix  (m  dem  'imne 
von  o02)  auf  eine  Summe  von  i  unl  nicht  nenigei  als  n)  Gliedern  dei  Form 
Üdu   zuruücfuhren     Also   kommt  es    darauf  &a      he  Bedingungen   aulzufinden 
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unter  denen  diese  Beduktion  möglich  ist,  und  wenn  diese  Bedingungen  erfüllt 
sind,  die  Methode  der  Beduktion  anzugehen.    Um  heides  auf  eine  leichte  Weise 
zu  erreichen,  ■wird  es  -|-  zweckmässig  sein,  die  folgenden  Bestimmungen  und  Sätze  35 
üher  Lückenauadrücke  { mit  gebundenen  Lücken }  aufzustellen. 

Noch  hemerke  ich,  dass  der  vorstehende  Satz  nicht  mehr  gilt,  wenn  Xd.v 
eine  estensive  Grösse  ist;  und  dass,  wenn  die  Reduktion  von  Xda:  auf  die  mög- 
lichst geringe  Anzahl  von  Gliedern  der  Form  Udu  vollzogen  ist,  doch  damit  noch 
Iteinesweges  die  Integration  der  Gleichung  Xdx  =  0  gegehen  ist.  Aber  ans  603 
folgt,  dasa,  wenn  man  die  sämmtliohen  möglichen  Beduktionen  dieser  Art  kennt, 
man  anch  die  Gleichung  Xdx  ='  0  zugleich  Tollatändig  integrirt  hahe.  Und  diese 
Betrachtung  scheint  mir  den  Weg  anzugeben,  auf  welciiein  man  hoffen  kann,  zu 
diesem  letzten  Ziele  der  Integralrechnung  zu  gelangen. 

504.  Erklärung.  Wenn  L  einen  Ausdruck  mit  n  {gebundenen) 
Lücken  gleicher  Gattung  darstellt,  für  welche  jedoch  nicht  Vertiiuach- 
barkeit  der  Lücken  TOrausgesetzt  ist,  so  verstehe  ich  unter 

[i»,0,  ...«.] 
den  Ausdruck,  welcher  hervorgeht,  wenn  mün  a,,  ...  a„  in  allen  mög- 
lichen Ordnungen  in  die  n  Lücken  von  L  eintreten  läast,  den  er- 
haltenen Ausdrücken  das  Zeichen  -|-  oder  —  vorsetzt,  je  nachdem 
das  kombinatorische  Produkt  der  Grössen,  welche  nach  der  Reihe  in 
die  n  Lücken  von  L  eintreten,  dem  Produkte  [a^a2  ...  «„]  gleich  oder 
entgegengesetzt  ist,  und  dann  die  Summe  der  so  erhaltenen  Glieder 
durch  deren  Anzahl  dividirt. 

Wenn  L  wenige)-  als  n,  zum  Beispiel  nur  )*  —  )■  Lücken  enthält, 

ao  verstelle  ich.  unter  ^ ,  ^ 

yiia^a^  ...  a„\ 

den  Ausdruck,  welcher  hieraus  hervorgeht,  indem  man  dem  L  noch 
)■  Faktoren  1  vwamteUt,  von  denen  man  jeden  als  Ausdruck  mit  einer 
Lücke  betrachtet,  indem  nämlich,  wenn  man  diese  Lücke  durch  eine 
Grösse  a  ausgefüllt  denkt,  aus  1  die  Grösse  1  .  a,  das  heisst  a,  her- 
vorgeht. I  Dabei  mögen  die  auf  diese  Weise  neu  hinzutretenden  Lücken 
der  r  Faktoren  1  als  die  erst&i  Lücken  des  entstandenen  Ausdrucks 
mit  n  Lücken  betrachtet  werden,  und  zwar  die  Lücke  des  ersten 
Faktors  1  als  die  erste  Lücke  des  ganzen  Ausdrucks,  die  des  zweiten 
Faktors  als  die  zweite  Lücke  und  so  weiter.  Die  n  — »  Lücken  des 
Ausdruckes  L  aber  mögen  ihrer  ursprünglichen  Rangoulnuug  ent 
sprechend  als  (r  +  l)-te,  (r  -\-  2)-te,  . .  .  ii-te  Lücke  des  neu  entstan 
denen  Ausdrucks  gelten.  Endlich  sollen  die  an  die  Stelle  der  Faktoien  1 
tretenden  Grössen  ff;  mit  einander  und  mit  dem  aus  L  durch  Aus- 
füllung seiner  Lücken  hervorgehenden  Ausdrucke  kombinatorisch  mul- 
tipliciert  werden. 

Durch  diese  Bestimmungen  ist  der  Fall  eines  Ausdruckes  L  mit 
weniger  als  n  Lücken  auf  den  vorigen  zurückgeführt.) 
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Wenn  ins  Besondere  L  ein  Ausdruck  mit  «  ^  1  Lücken  ist,  der 
durch  Ausfüllung  dieser  Lüclcen  eine  ZaMgrösse  wird,  so  wird 

[Ln^  ...«„]  =  \  («,[XA]  +  ■■•  +  a„{LÄ,;\), 

wo  Ar  (für  jeden  Index  r)  alle  Grössen  a,,  ...  a„,  mit  Ausschiusa  von 
ür,  als  Faktoren  enthält  und  [«r^ij  =  [% o^ . . .  «„]  ist. 

{Enthält  X  mehr  als  m,  etwa  m  Lücken,  so  soll  unter 
\La^a^  ■  •  -  fffl] 
der  Ausdruck  mit  m  —  n  gebundenen  Lücken  verstanden  werden,  den 
man  erhält,  wenn  man  das  ProdulEt 

[tßiOjj . . .  a„(tn+i  ■  ■  ■  "iii] 
nach  den  bisherigen  Angaben  entwickelt  und  dann  die  in  —  n  Grössen 
«n+i,  «n+a,  . . .  aVn  durcL  die  gebundenen  Lücken  /,,  l^,  ...  Im—n  er- 
setzt,   deren  Zeiger   zugleich   den  Rang    der    einzelnen  Lücken    in  dem 
hervorgehenden  Lückenausdruck  bezeichnen.} 

Ich  nenne  auch  diese  Produkte  (wie  überhaupt  alle,  welche  durch 

die  scharfe  Klammer  umschlossen  sind,  s.  Nr.  94)  bezügliche  Produkte, 

und  zwar  setze  ich  als  das  Hauptgebiet,  auf  welches  sie  sieh  beziehen, 

yaedas   Gebiet   der  Einheiten,   aus  f  welchen  die    sämmtlichen  Grössen, 

welche  in  die  Lücken  einzutreten  fähig  sind,  abgeleitet  werden  können. 

505.     Wenn   L   einen  Ausdruck  mit  n  [gebundenen]  iMclien   lie- 
mchnet,  und 
1)  [»,.,.«.]_[/,,,,.!..] 


ist,  so  ist  auch 


[ia,  ...«„]  =  Liö,  ...  h'\, 


und  wenn 

2)  [«,...  o..]-0 

ist,  so  ist  auch 

[ia,  ...«.]  _0. 
Beweis.  |  I.)  Wenn  zwei  der  Grössen  «,,  ...  ci^,  zum  Beispiel 
ür  und  öJs  einander  gleich  werden,  so  ordne  man  die  Ausdrücke,  welche 
(nach  504)  bei  der  Entwickelung  von  [JLa^...  nj  dadurch  hervor- 
gehen, dass  man  a^,  .. .  a„  in  allen  möglichen  Folgen  in  die  Lücken 
von  L  eintreten  läsat,  paarweise  so,  dass  je  zwei  derselben,  bei  denen 
sieh  die  Reihenfolge  jener  Grössen  nur  durch  die  gegenseitige  Stellung 
von  a^  und  a,  unterscheidet,  ein  Paar  bilden.  Dann  werden  die  Aus- 
drücke jedes  Paares  (nach  504)  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben. 
Wenn  nun  a,-  und  a^  einander  gleich  werden,  so  werden  diese  Aus- 
drücke, abgesehen  von  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen,  identisch; 
also  wird  ihre  Summe  null,  also  in  diesem  Falle  auch  [£«1  ...  er«]  =  0. 
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2.  Wenn  [a,  . . .  fij  =  0  ist,  so  heisst  das  (nach  66),  es  stehen 
die  Faktoren  a^,  ...  a^  in  einer  ZaMbeziehung,  das  heiest  (nacli  2), 
einer  derselben,  zum  Beispiel  n„,  wird  Hich  als  Vielfache nsumme  der 
übrigen  «,,  ...  fl„_i  ausdrücken  lassen.  Führt  man  diesen  Ausdruck 
für  ün  in  [iff,  ...  Os_iOj  ein,  und  löst  die  diesen  Ausdruck  um- 
Hchliessende  Klammer  auf,  so  stellt  sich  [Xn,  ...  (/„— lO,,]  als  eine  Viel - 
fachensumme  von  Äusdrückea  dar,  deren  jeder  zwei  gleiche  unter  den 
Grossen  a^,  ...  na~\  enthält,  also  (nach  Beweis  1)  null  ist.  Also ■  ist 
auch  jpne  Vielfachensumme,  das  heisst  [i«,  ...  ö.„],  gleich  Null. 

3.  Wemi  die   Reibe   der   Grössen  a^,  ...  a„  eine  einfache   hneale 
Äenderung  erleidet   (vgl.  71),  zum  Beispiel  Or  sieh  in  Or -\- ma,  ver- 
wandelt, wo  a  eine  Zahlgrösse  ist,   und  r  und  s  von  einander  f  ver-ü57 
schieden  sind,  so  verwandelt  sich  [//U,  ...  a^ör+i  ■■■  "J  i» 

[iffl,  ...  (T^ar  +  i  ...  rt„]  +  «[i«!  .  ..   a,._i«sffr  +  l  ■■■  ««]■ 

Der  zweite  dieser  Ausdrücke  enthält,  da  s  von  )■  verschieden  ist,  a, 
zweimal,  ist  also  (nach  Beweis  1)  gleich  Null,  also  bleibt  der  Aus- 
druck [X«i...a»]  von  unverändertem  Werthe,  wenn  die  Reihe  der 
Grössen  «,,  ...  (?■„  eine  einfache  lineale  Äenderung  erfährt,  also  auch, 
wenn  sie  wiederholt  einfache  lineale  Aenderungen  erfahrt,  das  heisst 
(nach  71),  wenn  jene  Reihe  sich  überhaupt  lineal  ändert. 

Wenn  nun 

Köa  ...  c„]  =  [?'i6a  ...  M^O 
ist,   ao    lässt   sich   (nach  76)   die    Reihe   5,,  h^,  ...  b„   aus    der   Reihe 
a,,  %,  ...  an  durch  lineale  Äenderung  ableiten,  wobei,  wie  eben  be- 
wiesen, der  Wertb  von  [La^  ...  «„]  unverändert  bleibt,  das  heisst,  es 
ist  dann 

[La,  ...a^-\  =  [Lb,  ...6,.], 

I  Anm.     Mau  kann  dalier  den  Ausdruck 

als  eiu  Produkt  ans  dem  Lückoaausdruokc  Tj  nnd  dem  kombinatorischen  Prodidtte 
[a,  ...  a^]  anffaBBen  (vgl.  Nr.  383  Anm.). ) 

506.  Erklärung.  Wenn  ein  Ausdruck  L  mit  «  |  gebundenen j 
Lücken  die  Eigenschaft  hat,  dass  er  mit  je  n  Grossen  öj,  ...  «„,  die 
in  die  Lücken  eintreten  können,  ein  Produkt  [if^ , . .  a,i\  liefert,  welches 
null  ist,  so  setze  ich  [i]  =  0.  Wenn  fernei'  ein  Produkt  [wj  . . .  f/„]  =  1 
ist,  und  L  n  Lücken  enthält,  so  setze  ich 
[L}-[La,...a.\. 

Anm..  Eb  ist  scton  früher  bei  der  Behandlung  dea  Potenawertliea  eines 
Bruches  Ö  (ß^-  383),  ohwoiil  nur  gelegentlich,  die  hier  gewählte  Bezeichnung  an- 
gewandt, indem,  wenn  e^^,  . . .  e^  die  «  Nenner  sind,  deren  Produkt  [«,-..  e^]  =^  J 
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ist   nad  a^  a    die  ziigehdrigen.  Zthler  unter  [Q  ]  Aas  Produkt  [ij         a^J  vei 

standen  wai  Di  nun  Q  als  Lucltenausdtuck  nut  emei  Lücke  lufgefaBBt  wurden 
kann  indem,  ndmlioh  (für  jedem  Index  )'!  Qe  =^  a  i&t  so  wird  Q  em  Ausdruck 
nut  n  Lucken  und  geholt  ah  [O"]  zu  den  hier  (in  506)  defimiten  Ausdrüi-ken 
Man  überzeugt  sich  leieht  daaa  auch  nach  d  eser  Eiklärung  "iub)  der  Au&diack 
[Q  J  =  [a^fl^  f!  ]  wild  uni  also  heide  Erklärungen  n  YolUcommener  Ilehei 
emstimmi  ug   stehen 

E?  hat  sich  mir  die  AUgememheit  der  hier  (m  504  und  506)  anfgeetellteu 
Begriife  und  ihre  weseutbche  Be  leutung  für  he  AnaljGi?  erst  wäliiend  dei  AiLeit 
ergehen  Sonst  wurde  ick  diese  Begiitfe  und  die  daraus  fliessenden  Satze  sogleidi 
in  ihier  Stelle  (im  eisten  Ka,iitel  dieses  Abschnittes)  behandelt  haben  Da  hiei 
diese  SJtze  den  (jimg  der  Ent  viokelung  unterbrechen  so  beschränke  ich  n  ich 
iif  d  eienigen  "^Itzp  welche  fir  die  folgende  DarsteUufflo  unentbehrlich  ei  hemen 
)0(      ^^enn  L  -"Uti  odei  mehiete  tettatiboIiba7e  Lucken  inthdt     oit 

m  -  (> 

58  Beweis.  Es  ist  zu  zeigen,  dass,  wenn  von  den  n  Lücken  \  von 
i  auch  nur  zwei  mit  einander  vertauschbar  sind,  allemal  [La^  ...  «J 
null  ist,  was  auch  a,,  ...  a„  für  Grössen  sein  mögen.  Denn  es  seien 
die  übrigen  Lücken  durch  beliebige  jener  Grössen  ausgefüllt,  so  geht 
ein  Ausdruck  mit  zwei  vertauschbaren  Lücken  hervor,  dieser  Ausdruck 
sei  P.  Sind  nun  Z*  und  c  zwei  beliebige  Grössen,  welche  in  diese  zwei 
Lücken  eintreten  können,  so  ist,  da  die  Lücken  vertauschbar  sind, 
{nach  485  Anm. )  _P6c  ^  Feh;  aber 

{Fbc\  =  \{Fhc~  Fcl), 
also  =  0,  also  auch  [jDi^i  .. .  (ij  =  0,  für  beliebige  Grössen  «„  ...  a„, 
das  heisst  (nach  506),  [i]  ^  0. 

508.  Wenn  A^,  ■■■An  Grössen  mit  je  einer  Lücke  derselben  Gat- 
tung sind,  welche  entweder  alU,  oder  dock  alle  bis  auf  eine  derselben, 
nach  Ausfüllung  dieser  Lüchen  Zahlgt vSben  weiden,  tind  _P  ein 
Ätisdruch  mit  heli^ig  vielen  Lücken  ist,  so  ist  äa^  FioduM 

[4,  ...  A,,F^ 
ganz  den  Gesetzen  der  kombinatorischen  Malttpltkatton  (Nr.  52  ff.)  unter- 
worfen und  ewar  in  dem  Sinne,  dass  Ai,  A^  als  einfache  hombina- 
torisdie  Faktoren  betrachtet  werden.  Namentiidi  sind  swci  FroduJcle,  welche 
sich  nur  durch  die  gegenseitige  Stellung  zweier  dtettCt  Faktoren  unter- 
scheiden, einander  engegengesetst,  das  heisst 

(a)  lA^  ...  Ar . . .  A, . . .  A„F^  ==  —  [A^  . . .  A, . . .  A,  . . .  A,F], 

wo  beide  Seiten  der  Gleichung  sich  nur  durch  die  gegenseitige  Stellung 
der  Fahtoren  Ar  w%d  A,  unterscheiden,  und  wenn  swei  jener  Faktoren 
gleich  werden,  so  ist  das  ProduJct  null,  das  heisst 

(b)  [A,  ...A,...Ar...A„F]^0. 
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Beweis.  Betrachtet  man  zum  Beispiel  nur  die  beiden  ersten 
Faktoren  A,  und  A.^  und  nennt  das  Produkt  der  Übrigen  Q,  und  setzt 
e, ,  ...  ii„  ala  Einheiten,  deren  kombinatorisches  IVodukt  1   ist,  so  ist 

Hier  solleji  (nach  504)  die  Faktoren  Cj,  e^,  e^,  ...  e„  in  allen  uiöglichen 
Ordnungen  in  die  Lücken  von  A^A^Q  eintreten,  und  das  Vorzeichen 
wird  positiv,  wenn  C[,  e^,  Cg,  ...  c„  entweder  in  dieser  Ordnung,  also 
e,  in  jIj,  e^  in  A.^  und  die  übrigen  f  Cg,  ...  t;„  nach  der  Reihe  in  0,359 
eintreten,  oder  in  irgend  einer  andern  Ordnung,  welche  durch  eine 
gerade  Anzahl  von  Versetzungen  aus  jener  Ordnung  hervorgeht;  gann 
dieselbe  Bedeutung  hat  aber  {A^A^Qe^e^^e^  ...  e,j],  indem  auc-.h  hier 
das  Zeichen  positiv  wird,  wenn  e^  in  A^,  e.^  in  A^,  und  i;,.,  ...  c„  m 
dieser  Keihe  in  Q  eintreten,  und  so  weiter,  also  ist 

[A^A^Qeip^e^  ...  e,i\  =  [A^A^Qe^Cie^  ...  e„\, 
letzteres  ist  aber,  da   (nach  55)   [^16163  ...  ej  =  —  [''i^h'^s  ■■■  '■'"1    '^''t 
(nach  505  {Anm.  und  nach  46 [)  gleich  —  [A^AyQe^e^"?,  ■■■  '^»J?  ''■^"'* 

[A,A,Q] [A,A^<J]. 

Werden  yl,  und  A^  einander  gleich,  so  folgt  aus  dieser  letzten  Formel, 
dass  dann  [A-yA^(^  null  wird.  Dasselbe  gilt  nun  aus  demselben 
trrunde,  wenn  man  statt  der  beiden  ersten  Faktoren  des  Ausdruckes 
iA,A^  ...  A„X*]  irgend  zwei  andere,  Ar  und  A,,  betrachtet. 

Somit  gelten  die  Formeln  (a)  und  (_b),  und  auf  ihnen  Ijerulieu 
die  übrigen  Gesetze  der  kombinatorischen  Multiplikation. 

509.    Wenn  A  ein  Ausdruck  mit  einer  Lücke  [ist]  und  B  ein  Aus- 
druck mit  m  —  1   Lücken  derselb^i  Gattung  ist,   { neklier  nach  Ausfül- 
lung dieser  Uicken  eine  ZaHgrosse  wird),  und  [u.enn  enditth]  at, . .  .a,„ 
Grossen  jener  Gaitung  sind,  {welche  in  die  Lücken  emUet^n  sollen,}  so  ist 
[ABai .  . .  «J  =  A[Bai ...«,] 

wo  Aa  alle  Faldoren  a^,  .  .  .0,,,,  mit  Ausnahme  des  i'aktors  «„,  miliüll, 
und  swar  so,  dass 

laaÄt,]  =  [«i«2  . . .  «,„] 

ist,  und  wo  die  Sumtne  sicli  auf  die   Werthe  a  ^  1, .  • .  m  iesiekt. 

Beweis.  1.  Um  den  Ausdruck  [ABai . .  .  a»,]  zi  entwickeln, 
rauss  man  in  die  Lücken  von  AB  nach  und  nach  alle  möglichen  An- 
ordnungen der  Faktoren  «i,  .  , .  a,„  eintreten  lassen;  dabei  mitss  also 
in  A  nach  und  nach  jede  dei'  Grüsseji  ai, . . .  a,,,  eintreten. 

ßrasamanii,  Wriko.    I.  ä.  "JJ 
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Wenn  nun  zuerst  in  A  die  Grösse  «j  eintritt,  so  müssen  in  B 
die  übrigen  Faktoren,  also  die  Pairtoren  von  Ai  in  allen  mÖgliclien 
Folgen  und  zwar  gleichfalls  mit  dem  Zeichengesetz  eintreten,  dass 
zwei  so  hervorgehende  Ausdrücke  gleiches  oder  entgegengesetztes  Vor- 
zeichen haben,  je  nachdem  die  beiden  Reihenfolgen  ein  gleiches  oder 
entgegengesetztes  kombinatorisches  Produkt  liefern.  Die  so  hervor- 
gehenden Glieder  werden  also  ^  Aa^  [BA,]  liefern.  Hier  ist  jedoch 
das  + -Zeichen  zu  wählen,  weil[(7i.4t]  =  [«[«2  ...  «„,]  ist.  Aus  gleiche]u 
äO  Grunde  f  ist  die  Summe  der  Glieder,  bei  denen  in  A  die  Grösse  a., 
eintritt,  =  -|-  Aci^\_B Ä2],  und  so  weiter;  also  wird,  da  man  diese 
Summe  noch  durch  die  Anzahl  ihrer  Glieder  dividiren  mnss, 

[ABa, . . .  «„,]  =  ^-_2'-4«„[«y]„|. 
2.  .l'eruei'  ist  (nach  504) 

yll«ßi .  .  .  «,„]  =  lA'^a^\BA,-\ 


=  i2/^''"f^^J 

LS9] 

=  {ABa,...a,„-\ 

[Beweis  1], 

{Ann.    Wcim  B  \nu\ 

A   bei  Ausfüllung  ihi'er  Lücken  nicht  i 

n  Zalil grossen, 

sontiern  in  estensive  GrösKCii 

übcrgelieu,  so  tritt  an  die  Stelle  dei*  -■ 

;weiti;u  Ferinel 

von  eoa  die  Ponnel 

1*1                                V^^Bc.^- 

-■""J^™2'[^-*''"^t-'*^"]J' 

wilhrend  die  ei'ete  Formel  von  609  iliie  Gültigkeit  verliert.  Sollte  wenigstens  A 
bei  AnsfüUnng'  seiner  Lücke  eine  /ahlgtöise  werden,  so  kann  man  auf  der  vecliteii 
Seite  der  Formel  { * }  die  seharte  Kl  immer  hmter  dem  Summenneiclien  weglassen.  [ 

610.  Wenn  C  ein  Ausdruck  mit  suei  Lüchen  gleicher  Gatiung  ist, 
welcher  durch  Ausfüllung  setiiet  hucken  eine  Zahlgrösse  wird,  und  a  eiwe 
Grösse  jenei-  Gattung,  B  aber  ein  Produld  von  2n  —  1  solchen  Grösse«, 
und  2«  die  Anzahl  der  Einheiten  ist,  aus  welchen  die  Grossen  dieser 
Gattung  ableitbar  sind,  so  ist 

\Ca[C"~'B'\]  =  [C'aB'] 
\C[C''~'Bja]  =  [C''B(>]. 

Beweis.  [C"«B]  drückt,  da  die  n  Paktoren  C  alle  einander  gleich 
sind,  und  nach  Ausfüllung  ihrer  Lücken  Zahlfaktoren  werden,  also 
untereinander  vertauschbar  sind,  aus,  daas  a  in  eine  Lücke  eines  der 
Paktoren,  zum  Beispiel  des  ersten  Faktors  C,  eintritt,  während  die 
2n  —  1  Pattoren  von  B  in  die  andere  Lücke  jenes  Faktors  und  in 
die  übrigen  Faktoren  eintreten.  Dieselbe  Bedeutung  besitzt  aber  der 
Ausdruck  rCrt[C~'£]  ,  also  sind  beide  gleich. 

Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich  die  zweite  Formel. 
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511.     Wenn  Xdx  (in  dem  Sinne  imi   i02}  auf  n  Glieder  der  Form 
Udu  ziirüclcführbar  sein  soll,  das  Aass/, 

Xdx  =  U^dii,  +         -\-U  Uin 
sein  soll,  so  niuss  nothivendig 


■eis.     E«   sei    lj,du^  -\ h 

Ijezeichiiet,  so  ist 

UJu.    der    KO 

rze    wegen 

■dx, 

iiiii 

X-2"' 

l"-^ 

d 

+^^-.i«. 

IJa  -r-i  Ua  ein  Ausdruck  luifc  zwei  vertausehbaren  Lücken  ist  (451) 
{und  da  (wegen  446)  die  Vertäu schbarkeit  der  Lücken  aucli  dann 
nicht  aufbort,  wenn  man  die  Lücken  als  gebundene  auffawstj,  so 
tiiüiien  wir  bei  der  Substitution  von  -r-  X  in  den  Ausdruck 

(na.cli  507)  die  Glieder 
weglassen,  und  erhalten 

■Vr„       d  d       TT  A  ^       TT  <^  1 

wo  die  Anzabl  der  Indices  a,b,  i,  .  ■  .  gleich  ji  -|-  1  ist.  Da  aber  n 
mir  n  verschiedene  Indices  hat,  so  müssen  unter  den  Indices  a,  b,  . .  . 
iLotliwendig  mindestens  zwei  gleiche  vorkommen;  also  werden  auch 
initer  den  Grösse]! 


nothwendig  zwei  gleiche  vorkoramen,   also  ist  (nach  50S)  jedes  Glied 
der  obigen  Summe  null,  also  die  Summe  selbst,  das  heisat 
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Anm,  Ich  werde  im  Folgenden  zeigen,  dtiäs  diese  Bedingongsgleicliimg  zu- 
gleich die  vollkommen  ausreichende  ist,  so  daaa,  wenn  aie  erfüllt  wird,  auch  alle- 
mal die  Reduktion  auf  n  Glieder  der  Form  Üdu,  also  auch  (nach  5Ü3)  die  Inte- 
gration durch  Vereine  von  n  Gleichungen  möglich  ist.  Ea  ist  daher  diese  in  der 
3S  That  wunderbar  einfache  -|-  Formel  von  sehr  weitreichender  Bedeutung. 

Der  Beweis  derselben  ist  oben  so  geführt,  dass  auch  die  Art,  wie  dieselbe 
gefunden  ist,  unmittelbar  hindurchleuchtet.  Auch  hält  es  nicht  schwer,  die  ent- 
sprechenden Formeln  für  den  Fall  zu  entwickeln,  dass  Xäx  eine  extensive  Grösse 
ist;  und  ich  habe  diese  letzteren  Formeln  hier  nur  deshalb  nicht  aufgestellt,  weil, 
wie  schon  oben  angedeutet,  die  Behandlung  dieses  allgemeinen,  die  ganze  Integral- 
rechnung abschliessenden  Falles  hier  unterbleiben  musste.  Dagegen  werde  ich 
die  oben  mitgetheilte  FormeJ  in  der  folgenden  Nummer  in  die  gewöhnliche  Ana- 
Ijaia  kleiden. 

612.     Aufgabü.     Die  Bedingungsgleichung  ans  fill,  nämlich 

durch  Zcätlgleichimgm  m  ersetzen. 
Auflösung.     Es  sei 

X  =  X^e^  -j-  -  .  .  -]-  Xr„e,„, 
wo  <;,,-■.  e,„  das  System  der  Einheiten  liiiden.     Daiui  ist 

dx  =  c^dx^  +  ■  ■  ■  +  e„,dx-„,\ 
und  es  wird 

Xdx  ^Xe^dx,-\ h  Xe^dx^  =  X,dx^'\ 1-  X„4x„„ 

wenn  wir  die  Zahlgrössen  Xe^,  .  .  .  Xc,„  bezieblieh  mifc  X^,  .  .  .  X,,, 
bezeichnen.  Die  obige  Beding ungsgleichung  sagt  dann  (nach  506),  da 
X  eine  und  -j—  X  zwei  Lücken  entlüilt,  aus,  dass 

sei,  und  auch  bleibe,  wenn  man  statt  e,,  e^, . . .  ßin+i  beliebige  2n-\-  l 
unter  den  m  Einheiten  ej, .  .  .  e„,  setzt. 

Ist  m  =  2n  -\-  1,  so  tritt  keine  andere  numerische  Bedinguugs- 
gleichung  als  die  Gleichung  (*)  hervor;  ist  «»  <  y«  +  1,  so  tritt  gar 
keine  hervor,  weil  dann  je  2n  +  1  Grössen,  mit  denen 

ninltiplicirt  werden  mag,  in  einer  Zahlbeziehung  stehen,  also 


iiit   ihnen  niultiplicirt  (nach  505)  Null  liefert,  also   (nach  ÖUö) 


Mi^r: 
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von  selbst  null  ist.  Wir  nehmen  daher  jetzt  an,  dass  m  >  2)!  -|-  1 
sei;  und  suchen  unter  dieser  Voraussetzung,  in  der  Gleichung  (*)  X 
und  X  durch  die  Zahlgrössen  Z, , .  . ,  X„„  ai, , . . ,  ar,„  zu  ersetzen. 

Nun  ist  nach  dem  Obigen  f  Xe^  =  X^.    Fasst  man  daher  in  dem  36 

Ausdrucke  ^-  X  die  Lücke  der  Funktion  X  selbst  als  die  erste  Lücke 
dx 

auf  und  die  durch  Dift'erenziation  in  den  Ausdruck  hineingekommene 

Lücke  als  die  zweite  Lücke,  so  wird 

dx  '        dx  '        dx^ 

(nach  451),  folglich  verwandelt  sich  die  obige  Formel  (*)  in 

wo  man  die  Indices  auf  alle  möglichen  Arten  zu  vertauschen  und  dem 
jedesmal^en  Gliede  das  Zeichen  +  oder  —  vorzusetzen  hat,  je  nach- 
dem die  Anzahl  der  Vertauschungen,  durch  die  es  hervorging,,  eine 
gerade  oder  ungerade  war.  Bezeichnen  wir  nach  Jacobi's  Vorgange 
(Crelle's  Journal  2,  S.  351    (Werke  4,  S.  23}) 


ait  (2,  3),  und  so  weiter,  oder  allgemein,  setzen  wir 


da: 


so  können  wir  die  vorige  Formel  auch  schreiben 

0  =  ^+  ^i(2,  3)  (4,  5)  . . .  (2«,  2n  +  1), 
wobei  die  Vertauschungen  je  zweier  in  einer  Klammer  stehenden  Indices 
ausgeschlossen  bleiben.  Ebenso  können  wir,  ohne  die  Bedeutung  der 
Gleichung  zu  ändern,  festsetzen,  dass  der  erste  der  beiden  in  Klam- 
mern geschlossenen  Indices  von  einem  Faktor  zum  nächstfolgenden 
nur  wachse,  nie  abnehme.  Denn,  da  die  Ordnung  der  Zahlfaktoren 
(2,  3),  .  .  .  gleichgültig  ist,  so  können  wir  ihnen  immer  jene  Anord- 
nung geben.  Wir  bezeichnen  in  diesem  Sinne  (mit  Jacobi  a.  a.  0. 
S.  355 f.  {Werke  4,  S.  27})  die  Summe 

^+(2,3)(4,5)...C2«,2«+1) 

(2,3,4  5,  ...2«,  2n+  1), 

so  verwandelt  sich  die  obige  Gleichung  in 

0  =  ^+  Xi(2,  3,.,.2»  +  1), 
das  heisst    in 
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0  =  X,(2,  3, ...  2»  +  1)  —  X,(l,  3, ...  2»  +  1)  + 

+  Z,(1,2,4,...2«+  1) , 

was  Jac-i]lji  ii.  a.  0.  S.  356   (Werte  4,  S.  28]  schteiM 
(••)  0-^i,(2,3,...2>.+  l). 

Solcher  G-leicliungeii  giebt  es  so  viele,  als  es  Kombinationen  olnie 
Wiederholung  aus  m  Elementen  zur  (2w  +  l)-ten  Klasse  giebt.  Abei' 
diese  Gleichungen  sind,  weon  m  >  2m  +  1  ist,  nicht  unabhängig  von 
einander.  In  der  That  können  wir  zeigen,  daas,  wenn  die  Gleichung  {*), 
864  deren  Transformirte  die  f  Gleichung  (**)  ist,  für  alle  Kombinationen 
ans  Ci, .  ,  .  e,«  zur  (2ii  +  l)-ten  Klasse,  in  denen  eine  Einheit  e,  vor- 
kommt, deren  zugehöriges  Xer  =  X^  nicht  null  ist,  als  geltend  ango- 
noraiaen  wird,  sie  auch  für  alle  übrigen  Kombinationen  (in  denen  c, 
nicht  vorkommt)  gelten  muss. 

In  der  That,  es  sei  X,  ^  0,  und  gelte  die  Gleichung  (*)  für  alle 
Koiiibiiiationeii,  in  denen  c,  vorkommt,  das  heisut,  es  sei  allemal 

wemi  E,-  eine  beliebige  Kombination  ohne  Wiederholung  aus  fj.»  ■  ■  ■  "m 
zur  2)i-ten  Klasse  ist,  so  ist  zu  zeigen,  es  sei  anch  allemal 

[^(äl.^)"".-^-]-», 

auch  wenn  f,  eine  beliebige  iu  E,-  nicht  vorkommen ile  Einheit  !jo- 
zp.;cbneL.     In  der  That  i.'it  (nach  508) 

allemal  null,  alh^o  ist  (nach  506)  aucli 

das  hüiM«L  oy  ist 

ivo  die  Hunime  sich  auf  die  vej'schiedenen  Ghedor  bezieht,  welche  aus 
dem  unter  dem  Snmmenzeichen  stehenden  dadurch  hervorgehen,  dass 
man  e,  nach  und  naoh  mit  jeder  in  e^E,.  vorkommenden  Einheit  vor- 
täuscht (und  da^  A'^oiKeichen  imdert);  allein  alle  diese  Glieder  sind  null, 
wi'il  dann 

mit  einer  Kombination  von  Einheiten  multijdicirt  ist,  unter  dcucn  c, 
vorkommt,  und  diese  Produkte  nach  der  Voraussetzung  null  sind,  also 
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Büdin^um^'  l'ÜL-  ilit!  ZiirLiiLkriilirlmrkeil.  von  Xdx  aul'  ■/(  lilieiici'. 

bleibt  das  unter  dem  SummenKeiclien  stehende  Glied  idieiii  übrl; 
lieisst    es  ist  ,.      ,  ,      .  ^ 

Nun  ist  gleichfalls  vorausgesetzt,   dass  die  Zalilguösse   Xe, 
von  Null  verschieden  sei,  also  erhält  man 

was  zu  zeigen  war.  36 

Wir  fassen  nun  das  Resultat  in  einen  Satz  /iiwamitimi: 
513.    Wenn  der  Äusdriwh 

X^dx,  -\ 'r  ^'..dx„„ 

in   welchem  X,,  . . .  X,,,  Funktionen  der  Variabein  x^, . . .  x,„  siiul,  tiich 
auf  n  Glieder,  nämlich  auf 

U^dii,  + \-  U„dUn, 

soll  reduciren  lassen  liönnen,  oder,  andeis  ausgcdtücicf,  ivmn  die  Gleichung 

X^dx,  +  ■-    -j-X^äx^  =  0, 
sich  soll  durch  Vereinte  von  je  n  Gleichungen  integtiten  la-'sen  Könne»,  öo 
muss  erstens,  tvenn  m  =  2)i  +  1  ibf,  die  ctne  Sedmguii<j>>glnrhimg 

^X,(2,3,  2«-hl)=0, 
welche  die  in  512  beschriebene  Bedeutimg  hat,  eifulU  neiden,  wenn  aber 
awettens  m>  2n  -\-  1  ist,  so  treten  bo  viele  solcher  Glctchungen  Jmvoi, 
als  es  Kombinationen  aus  m  El&nenten  mi  (2«  +  Xyten  Klaste  aidt 
tndtm  man  namhcJt  statt  dei  Indwes  1,  2,  2n -\-  1  m  obigei  Gleichum/ 
jede  andere  Gruppe  lo«  ebenso  vielen  Indices  setzen  lann  doch  teichl 
tmter  diesen  Gleichungen  sduyn  eine  geringere  Anzahl  au»,  indem,  wenn 
^am  Beispiel  X^  ungleich  Null  ist,  es  ausjetcliend  tat,  nenn  man  m  det 
obigen  Gleiclnmq  statt  der  G>uppe  det  Indices  2,3,  2h  +  1,  jede 
andere  Kombmatton  aus  dm  Indica  2,  3,  m  zw  2n  ten  Kla^'^e  setzt 
So  bleiben  nur  boviel  hedmgungsgkichungen  übrig,  als  es  Komhmationm 
ohne  Wiedeihohitig  aus  m  —  1  Ehmentm  rntr  2«  ten  Klasse  giebt 

Antn  Für  Jen  emiacliBten  Fall,  wo  m  ^  2m  -j-  1  ist,  hut  Jacobi  (a.  a.  0. 
S.  3Ö6  {Weike  4,  ?  28  ( )  die  Bedingungsgleichung  aufgestellt.  Für  tien  Fall,  wo 
«  =  1  ist,  prhitlt  man  dip  bekannten  Bedingungsgleiohungen  der  Integrabilität, 
welelie  (nach  oll)  m  dei  Crleiohung 


lengefasst  ersoheiiieii.  Es  kommt  nun  d^iiif  ii  lii,  Z  luirkti  hiiuf,  a  n 
Xdoi  auf  n  Glieder  der  Form  U du  sobald  nui  dn  Bedingung  glei  huug  (,511) 
Für  die  Möglichkeit  dieser  Znrückfiilirung  orfdllt  ist  auch  wirkh:,h  zu  voUziehpn. 
Za  diesem  Ende  lösen  irir  nach  Pfatf  a  Voigangt  die  fotgtinde  Aufgabe 


y  Google 


360  Aj.     AU-idiniU  II.    Kiiiiitcl  4.   ^3.    Ni'.  514. 

514.     Aufgabe.     Die  Zahlgldchung 

(a)  Xdx  =  0, 

in  ivcldier  X  eine  Funhüon  lon  j-,  und  x  =  XyC^  +  +  ^  t  ,  mi-^ 
einem  Systeme  von  m  Uinhetten  abgeleitet  i',fj  auf  dte  ^o>m  m  htingev, 
dass  die  hervorgehende  Gleichung  nui  m  ~  1  inandeihihe  /alilqro->ben 
enthalte. 
66  Auflösung.  Es  kommt  zu  dem  Eude  iiui  Jariut  an,  j.  ilb 
Funktion  einer  aus  vi,  —  1  Einheiten  ableitbaien  Vei anderlielien  a, 
und  einer  veränderlichen  Zahlgiosae  t  m  dei  Ait  darzustellen,  diss, 
wenn  man  diese  Ausdrücke  fiii  i  in  die  gegebene  Gleu-hung  emtuhrt, 
dann  der  Koefticient  von  dt  m  dei  entwickelten  rrleiobung  null  wird, 
und  der  Koeffieienfc  von  da  entwed*>i  t  gar  nicht  raehi  enfcbalt,  odei 
nur  in  einem  Zablfaktor  N,  so  dass,  wenn  man  die  Gleichung  mit  N 
dividirt,  die  so  hervorgehende  Gleichung  t  nicht  mehi  enthält 

Bezeichnet  man  mit  S  dis  Diffeienznl  iiith  a,  wobei  t  kon%l  lut 
gesetzt  ist,  und  mit  S  den  Differenzialquotienten  nach  t,  wobei  a  kon- 
stant gesetzt  ist,  so  erhält  man 

dx  =  ö'x  +  dx  .  dt; 
folglich  müssen,  wenn  die  verlangte  Aufgabe  gelöst  sein  soll,  iHc  beiden 
Gleichungeji  erfüllt  werden 

(b)  X$x  =  0 

(c)  *^^  =  0, 

indem  die  letztere  ausdrückt,  dass  XS'xiH  nicht  mehr  von  t  abhängig  i^t. 
Die  letzte  dieser  Gleichungen  giebt,  wenn  man 

(.»  f-^ 

setzt, 

(e)  ixä'x  =  d{Xd'x)  =  sx .  d'x  -\-  Xdä'x, 

Difl'erciizirt  man  auch  die  Gleichung  (b)  nach  a,  so   crliält   man 

(f)  0  =^ö'X.dx-i-  Xd'öx. 
Subtrahirt    man  die   zweite   dieser    Gleichungen    von   der    ersten,    so 
erhält  man 

(g)  IXö'x  =  dX  .  d'x  —  S'X  .  Öx 

^    ,      X  .  Ö' X  .  ÖX  —  T~  ^  ■  ^^  ■  ^'■'^ 
(h)  IXS'x  =  2[/^  X.S'x.  dx]. 
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Znmdcfahnmg  von  Xiiit  =  0  auf  m—  1  ZalilgrÖKSUU.  1361 

Hier  ist        X  ein  Ausdruck  mit  zwei  Lücken;  und  zwar  ist  hier 
tils  erste  Lücke,  das  heisst  als  diejenige  Lücke,  in  welche  der  zuerst 
gestellte  Faktor  (im  ersten  Gliede  ä'x)  eintreten  f  soll,  diejenige  Lücke  367 
anfgefasst,  welche  in  X  enthalten  ist,  nnd  als  zweite  die  durch   die 
Differenziation  nach  x  und  Division  mit  dx  hinzutretende. 

Die  Gleichung  (h)  wird  nun  offenbar  erfüllt  sein,  wenn  für  jede 
Grösse  c,  die  mit  x  (also  auch  mit  d'x)  von  gleicher  Gattung  ist, 

(i)  /iXc  =  2[~X.c.Öx] 

ist.  Ich  zeige  nun,  dass,  sobald  diese  Gleichung  (i)  für  jede  Grü.^se  c 
erfüllt  ist,  auch  die  beiden  Gleichungen  (b)  und  (c)  erfüllt  sind,  und 
also  die  verlangte  Aufgabe  gelöst  ist,  vorausgesetzt,  dass  1  von  Null 
verschieden  ist. 

Es  ist  d'x  mit  x  von  gleicher  GrÖssengattung,  muss  also,  wenn 
die  Gleichung  (i)  allgemein  gilt,  in  dieser  Gleichung  statt  -;  eingesetzt 
werden  können,  wodurch  man  die  Gleichuug  (h)  erhält;  also  gilt  auch 
die  Gleichung  (g),  da  sie  mit  (h)  gleichbedeutend  ist.  Ferner  ist  auch 
Öx  von  gleicher  Gattung  mit  x,  kann  also  statt  e  in  Gleichung  (i) 
eingesetzt  werden.  Dann  wird  aber  die  rechte  Seite  derselben  (nach 
505)  null,  also  erhält  man  KXdx  =  0,  also  da  A  ^  0  (nach  Voraus- 
setzung), so  ergiebt  sieh  XSx  =  0,  das  heisst,  die  Gleichung  (b)  gilt. 
Dann  aber  gilt  auch  die  daraus  abgeleitete  (f).  Durch  Addition  der 
Gleichungen  (f)  und  (g)  geht  aber  die  Gleichung  (e)  hervor.  Setzt 
man  nun  log  N  =  ä~^i.dt,  so  wird  auch  die  Gleichung  (d)  erfüllt, 
und  indem  man  den  daraus  fliessenden  Wertb  von  l  in  (e)  einsetzt, 
auch  die  Gleichung  (c),  und  es  wird  dann 

die  aus  Xdx=^^  transformirte  Gleichung,  welche  ruir  noch  a,  also 
eine  ans  m  —  1  Einheiten  ableitbare  Grosse  als  Variable  enthält,  und 
die  Aufgabe  ist  gelöst. 

Dies  in  einem  Satze  dargestellt: 

Wenn  die  Zahlgleichung 
(a)  Xdx  =  0, 

in  wel(Aer  X  eine  Fti-nktion  von  x,  und  x  aus  m  Einheit&i  dbl^tbar  ist, 
angenommen  v)ird,  und  man  x  als  FunMion  einer  aus  m  —  1  { Einheiten  | 
abhitbaren  Variabehi  a  und  einer  v^ändm-lidien  Zahl  t  so  bestimmt,  dass, 
wenn  d'  das  Differensial  nach  a,  icobei  t  konstant  gesetst  ist,  und  S  den 
Differemialquotienten  f  nadk  t,  tvohei  a  konstant  gesetzt  ist,  öe^eicÄweM,  368 
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utid  0  eine  beliebige  mit  x  gleichgattige  Grösse,  X  aber  eine  noeli  unbc' 
kannte,  jedoch  von  Null  verschiedene  ZahlgrÖsse  darstellt,  die  Gleichung 

(i)  XXc=2[^f-^X.edx\ 

{für  jedes  c]  eifiUU   sei,   so   wird   die  Gleichung  (a)    ersetzt   durch  die 
Gleichung 

in   welcher   —jt^  nicht  mehr  von  t  abhängt,  und 

(1)  logN  =^d-ndt 

hl. 

ijl5.  Foi'tsot/.iing.  Es  kommt  /m  ich  t  lartuf  in  in  I  i  ^et  m 
douen  Gleichung  öl4i  die  Grösse  8  luf  Line  '^eik  Hein  zi  ■^cliafteu 
Wir  thim  dies  zunächst  unter  der  Voraussetzung   da-is  m  ^  2n  sct 

Jene  Gleichung  enthält,  wenn  man  statt  c  nach  imd  nich  lie 
Einheiten  Cj,-..e38  setzt,  2n  Zahlgleichungen  durch  welche  sich  die 
Grössen  dx„  . .  .  6x2«,  welche  in  öa.  =  e  Öx^  +  -^  e^  öx  ent 
halten  sind,  im  Allgemeinen  ausdihcken  lassen  Es  g  liiigt  dies  lut 
eine  sehr  einfuche  Weise,  sobald  voi lu'.gesetit  wnd     li*- 

seien. 

In  der  'l'hiii  hat  man  dann,  um  6x,-  an  finden,  mir  in  514  i  statt 
c  den  Werth 


an  setaen,  wo  [o-.K  |  "-^  1  ist  und  i,',-  als  Faktoren  die  2«  —  1  von  e, 
verschiedenen  Einheilen  enthalt.     Da  nämlich 

im  Ganzen  ■2n  —  2  LnckeJi  enthält  und  1'!,-  ein  Produkt  von  •Jn  —  1 
Einheiten  ist,  so  wird  (nach  504) 

eine  Vielfaehensumme  der  Einheiten,  aus  denen  x  abgeleitet  ist,  also 
mit  X  von  gleicher  Gattung  und  bann  also  statt  c  in  die  Gleichung 
Ü14i  eingesetzt  werden.     Dann  verwandelt  sich  diese  in 
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Zuriicklulirung  von  Xila;  =  0  auf  )/j  —  1  ZatigrÖMSon,  wobu  vi  =  in.  363 
Wandelt  mau  die  linke  Seite  dieser  Grleichung  (nach  509)  und  die 
rechte  (nach  510)  um,  indem  man  bedenkt,  dass  '  X  ein  Ausdruck 
mit  zwei  Lttcken  ist,  und  so\yohl  Z  als  ^  X  nach  Ausfüllung  ihrer 
T.ikkeii  Zahlgrössen  werden,  so  verwandelt  sich  jene  Gleichung  in 

Setzen  wir  hierin  statt  Öx  seinen  Werth  c, iJa.',  +  ■■■  +  c^n^x^,,,  so 
bleibt,  da  [ZiVc»],  wenn  r  von  s  verschieden  ist,  gleiche  Faktoren  ent- 
hält, also  {nach  505}  das  Produkt 

uull  wiril,  iiiul  Ja  (iiiujli  58)  [-E,i!,|  —  —  [tyJi  |  —  —  I   isl, 

Wenn  nun  die  Vergleichungen  (a)  und  (b)  erfüllt  sind,  inid  man 

(•1)  —'■■■[d-A]-" 

setat,  Mu  ei'iiillL  man 
also    wird 

das  heisst  (nach  ÖO-i  und  506), 

(e)  S^-ÄAL^T\ 

oder  (nach  2) 

(0  ■>-«^[xGtx)-']. 

Es  bleibt  noch  zu  zeigen,  dass  der  Werth  hx  aus  der  tileichung 
(e),  in  welcher  p  die  durch  (d)  ausgedrückte  Bedeutung  hat,  in  die 
Gleichung  514  i  eii^esetzt,  diese  für  jede»  bdiebigen  Werth  c  identisch 
macht. 

Setzt  man  zunächst  statt  f  c  eine  der  Einheiten,  zum  Beispiel  ';,,370 
HO  wird  die  rechte  Seite  der  Gleichung  514  i 

2[Az..„*.]-24Ax.4x(Ax)-']]. 

Da  Ider  Ausdruck) 


nach  Ausfüllung  seiner  2n  —  1  Lücken  eine  Zahlgrösse  wird,  so  können 
wir,  ohne  die  Bedeutung  des  Produktes 
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KU  ändern,  (nach  504)  innerhalb  der  seliarfeii  Klammev  ala  ersten 
Faktor  noch  eine  Lücke  l  hinzufügen,  welche  mit  den  übrigen  Lücken 
von  gleicher  Gattnng  ist.     Dann  wird 

(_üacli  508),  und  dies  wieder  (nach  509) 

v^o  Ha  die  von  c„  verschiedenen  Einheiten  zu  Faktoren  bat,  und 
[cpiVI  =  l  ist;  also  erhält  man,  da  Xe«  eine  Zahlgrösse  ist,  also  in 
dem  Produkte  beliebig  gestellt  werden  darf, 


■-x.,,.s.  .-:2^x>.^x.,,il^xr  -EA 


(oder,  wenn  man  jetzt  wieder  die  Lücke  l  weglässt  mid  dann  Nr,  510 
anwendet,) 

—  :2'^«.[(Ä^r«'^-]        r»!»! 

Da  nun  Ea  alle  von  e,,  verschiedenen  Einheiten  als  Faktoren  ent- 
hält, so  enthalt  es,  wenn  a  von  r  verschieden  ist,  auch  e,-;  dann  aber 
ist  [erEa]  (nach  60)  null,  also  auch  (nach  505)  der  ganze  Ausdruck, 
in  welchem  e^E'o  vorkommt,  also  reducirfc  sich  die  obige  Summe  auf 
das  Glied,  für  welches  a^r  wird;  da  aber  [e^B,-]  =  1  ist,  so  erhält 
man  dann  den  obigen  Ausdruck  Inach  506} 


■-:-M{l4l 


Set/,t  man  hierin  statt  ft  seinen  Werth   aus   (d),    so   wird   der   let/.te 
Ausdruck 

=  XXer. 

Somit  gilt  die  Gleichung  514  i  für  jede  Einheit  e^,  die  statt  c  ge- 
setzt werden  mi^,  also  auch  fflr  jede  Vielfachensumme  dieser  Einheiten, 
371  das  heisst,  für  jede  Grösse  e,  die  mit  x  f  von  gleicher  Gattung  ist. 
Also  ist  bewiesen,  dass  der  Ausdruck  (e)  für  dx  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  die  Gleichung  514  i  allgemein  löst. 

Anm.  In  der  erwähnten  Abhandlung  hat  Jacobi  (Grelle  S,  S.  354  |  Werke  4, 
S,  25j)  die  hier  gemachten,  durch  die  Vergleichungen  (a)  nnd  (b)  ausgedrückten 
VoraussetEungen  atillschweigend  gleichfalls  angenommen,  und  itie  übrigen  Fälle, 
wo  diese  VorausHetzimgen  nicht  eintreten,  gar  nicht  bebandelt. 

Die  resultixenden  Formeln  (e)  oder  (f)  liefern  in  Form  der  gewöhnlichen 
AJialysis  gekleidet,  dieselben  Gleichungen,  welche  Jacobi  dort  (Crelle  2,  S.  364 ff. 
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1  kt  1 


ung  * 


L     \/j 


-  0  auf  )j(  —  1   ZaMgrö 


365 


{Werke  4  &  261t  ,)  aufstellt  ohne  jedoch  den  Beweis  mitEutheileu.  Die  De- 
termmacte  welche  T.ua  den  in  514i  enthaltenen  2m  Zahlgleichungen  direkt  ab 
geleitet  wird    enthalt  doipelt  so  viel  Faktoren,  als  die  zur  Lösung  der  Gleichungen 

lieuendeu  Auedrucke  erfordern  es  läsat  sich  diese  Determlaante  aber  als  Quadrat 
emes  Auadiuoka  darstellen  der  zugleich  auch  in  den  aämmtliehen  Zählerdeter- 
minanten  der  Brüche  dj  ^^a«  ^'*  Faktor  auftritt.    Dieser  Ausdruck  heht 

aich  daiier  aus  den  betieftenden  Brüchen  weg,  und  es  bleiben  in  deren  Zählern 
Ausdrücke  ilbiig  iie  in  jedem  Gliede  nur  halb  so  fiel  Faktoren  wie  die  m- 
«prönghLhi-n  Zahler  enthalten     und  welche  mit  den  oben  in  (d*)  niitgetheitten 


Aub 


genau   üheroiiiatn  inxen      AU     d 
windte  Methode   welch        t 

Der  Ausdrüok  für  d«  t  It  i 
dlngungagleichung  TOn  N  1  w 
Ls  bleibt  noch  uhiig  d  M  th  d 
chigen  "V  eigleichungen   {)        d   {b 


Lmg    taltun     n         111 

d        1 

Ib  t  darb    t  t                d  n 

n             kwürd           B       1 

g         d      B 

f           h   d       &    nl         teh 

b             1 

t       1  n  P  11               1      n     1 

d       lur  h  d 

1         t  nt       V    a       t    ne 

ht       f  Ut 

516.      Fortsetzung,     Wenn   zwar,   wie  in  der  vorige] 
aber 

0)  [Gl  41  =  » 

istj  so  liefert  die  Gleiclmiig  515c,  welche  von  den  Vorai 
Ö15a  und  b  unabhängig  ist,  für  A  den  Werth  Null.  Also  haben  wir 
nicht  mehr  auf  die  Gleichung  514  i  ziirückzugehen,  da  diese  nur  für 
den  Fall,  dass  A  ^0  sei,  zu  einer  Lösung  der  Aufgabe  führte.  Es 
zeigt  sich  aber,  dass  {auch]  dann  (noch)  die  Gleichung  {5l5e,  also 
die  Gleichung! 


für  die  man  i 


dx  - 


J- 


'"^MM' 


setzen  kann,  die  Auflösung  der  Aufgabe  514   ergiebt,  iJas 
üleichungen  514  b  und  c  identisch  macht. 
Denn  dann  wird 


Ferner  wird  : 


Xix~0 
gleichem  Gfniule    wie  in  öjf), 


|609] 
löOS], 
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=  0 
nacli  der  zweiten  Voraussetzung  (b).  Diese  Gleichung  gilt  für  jede 
Einheit  e^  ==  r,, . . .  es,,  also  auch  für  eine  beliebige  Vielfachenaumiue 
dieser  Einheiten,  also  auch  für  6' x,  da  dies  mit  x  von  gleicher  Gat- 
tung, also  auch  ans  den  Einheiten  e^,...ei„  numerisch  ableitbar  ist. 
Es  wird  also 

\f  X.S'x.Sxl^i), 
das  lieisst, 

Ji.  .6' x.öx  ^  -r-  "K.öx  .d'x  ^^i). 

Es  ist  aber  ^X-*,'^  =  dX  und  /  X-^'?  =  (J'X,  {wobei  die 
hinzugefügten  Nenner  l^  andeuten  sollen,  dass  die  FuUgrÖssen  6x  und 
d'x  in  die  zweite,  das  heisst,  in  die  durch  DifFerenziatiou  entstandene 
Lücke  eintreten  sollen};  also  bat  man 

dX.Ö'x—  d'X.öx^O. 

üili'erenzirt  man  nun  die  Gleichung  (d)  nach  a,  währejid  l  ah 
konstant  gesetzt  ist,  so  erhiilt  man,  da  3'  das  zu  dieser  DÜfereiiziation 
gehörige  Zeichen  war, 

d'X.dx-^  Xdd'x  =  0. 
Addirt  man  diese  Gleichung  zu  der  vorigen,  so  hat  man 

dX.d'x  +  Xdd'x'^0, 
das  heisst, 

(e)  ä(Xd-x)  =  0, 

das   heisst,  es  ist  XS'x  von  t  unabhängig,   und  also,   da  (nach  514) 
Xdx  =  XÖ'x  -{-  Xdx  .  di  war,  und  Xöx  =  0  ist, 

Xäx  ==XS'x, 
wo  der  letzte  Ausdruck  von  t  unabhängig  ist,   also  nur   von  2«  —  1 
Variabein  abhängt. 

Anm.  Die  Gleichung  (b)  ist  also  (unter  der  Voraussetzung  (a))  die  Be- 
373  (lingungsgleichung  dafür,  dasa  der  Ausdruck  X-dx  sicli  vmniiittelhar  -\  {ohne  liiii- 
zuUeten  eines  Fakfore)  in  einen  Ausdruck  tranaformiren  lasse,  der  nur  noch  9h  —  1 
veränderliche  ZahlgrÖssen  enthält;  wenn  dagegen  die  Gleichung  (b)  nicht  erffillt 
ist,  so  gelang  diese  Transformation  nur  vermittelst  eines  veränderlichen  Faktors, 
dessen  reciproker  Wertk  oben  mit  N  bezeichnet  war.  Wenn  ins  Besondere  «  =  1 
ift.  das  heisst,  Xilx  die  Form  X^  dx,  +  X,  d.r,   hat,  so  ergiebt  sich  die  Gleicliiing 


A-    _, 
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als  Bedingungsgleicliimg  dafür,  dass  sicli  X,  da:,  -j-  "S^da:^  in  einen  Differenzial- 
ausiiruck  Udu  mit  nur  einer  veränderlichen  Zalilgröase  {«)  verwandeln,  also  aieb 
allseitig  integriren  Msst.     Die  ßleiohung 

sagt  aber  aus,  dass  —  X  zwei  vertauachbare  {gebundene}  Löclcen  enthü.lt,  wa.s 
mit  Nr.  486  stimmt. 

Ehe  ich  nun  zeige,  wie  die  Aufgabe  zu  lösen  ist,  wpnu  lucli  die  Ver- 
gleichung  (a)  wegfUllt,  will  ich  noch  durch  Integration  der  (jleii-hung  5156  die 
angedeutete  Transformation  wirklich  vollaiehen,  wobei  ii,h  niKh  dei  Metliode 
Jaeobi'a  {in  Grelle  17,  S.  138  (Werke  4,  S.  101))  bediene 

517.     Fortsetzung.     Die  Kongruenz  odei  Gleichung 

(a)  Öx-[x(-f--Xy~']     oder     öx -^  ii[x{-f-X)"~'] 

bestinimt  nur  die  Verhältnisse  der  Differenzialquofcienten  äx,, ...  ÖXi„] 
wir  können  also  einen  derselben  willkürlich  annehmen,  das  heissfc,  wir 
können  t  beliebig  wählen. 

Setzen  wir  (  =  iCsn,  so  wird  Öx^n  =  1-  Setzen  wir  dann  für  den 
Äugenblick  x^e^  -\-  ■  ■■  +  a;a^_ieä„_i  =  ?/,  ao  wird  x  ^  y  -{-  let„  mul 
öx  =  dy  -\-  €3,1,   dann  erhält  man 

Hier  bestimmt  sich  n  aus  der  Voraussetzung  dx^,^  =  1;  setzt  mau 
in  dieser  Gleichung  statt  öxsn  seinen  Werth  aus  filfid*,  so  erliält  man 
znr  Bestimmmig  von  fi  die  Gleichung 


M^A- 


isl;  somit  erhalten  wir 

,,j  _  2»[x(Az)-]  :  [xilxy'E,.]      -  e... 

Hier  ist  die  rechte  Seite  eine  Funktion  von  x,  also  vo]i  y  und  (; 
und  es  kann  daher  diese  Gleichung  nach  der  Methode  494  iutegrirt 
werden.     Es  ergab  sich  y  (nach  494c)  in  dei-  Form 

J/  =  a  +  t^9>  ■i^ 

wo  ip  noch  wieder  eine  Funktion  von  a  und  i,  das  heissfc  von  x  ist, 
und  wo  a  der  Werth  ist,  den  »/,  und  also  auch  x,  für  t^O  aimimmt. 

Die  Formel  494  d  lehrte  zugleich  u  als  Fuhktiou  von  y  und  t, 
das  heissfc,  hier  als  Punktion  von  x  finden.  Dann  wird  ä'x,  da  ä' 
die   Ditieren«iation  nach  n,  wobei  t  konstant  war,   bedeutete,   gleich 
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S'y  =  da  -\-  tS'tp.  Also  wird  ^S'x :  N,  was,  wie  gezeigt,  vou  t  uii- 
abhäiigig  ist,  gleich  X(da  +  tS'tp)  :  N.  Weim  wir  daher  statt  X  uiid 
N,  um  sie  als  Funktionen  von  X  zu  bezeichnen,  ji.(x),  H{x^  sehreibeii, 
KO  erhalten  wir 

"N      ~  ~"Np" 

Da   aber  der  Ausdruck  links  vou  t  unabhängig  ist,  so   musa   es 

auch  der  Ansdrack  rechts  sein,  also  muss  er  denselben  Werth  behalten, 

den  er  für  (  =  0  hat.    Da  in  diesem  falle  y  -^  a  wird,  und  also  auch 

X  (=■■-  y  ~\-  te-i^  gleich  a  wird,  so  erhält  man 

XSy  ^  X(a)  du 

"N   "    ~      "N(n) 

Nun  Wiir,  da  XSx  =  0  ist,   Xdx  =  Xd' j:  ----  0,    also  erhrdt   man 
X(a)da  ^  0, 
ilb  die  lianstoimirte  von  Arfj.  ==  0,  und  zwii  ist  in  jenei  a  au6  den 
Einheiten  e,,        e  „_i   ibleitbar    aKo  nui  von  2n  — \  \ei  uideiliclien 
Zihl^rossen   ibhdugig   wa6  veilangt  war 

Aura  Wu  hatten  dem  Satze  in  iH  den  wir  hitr  1  enutiten  fui  den  I  lei 
vorliegenden  Ztveii  auch  die  Form  geben  kjnueii  Wenn  aus  mehreren  { 
Einheiten  ableitbar  lat  und  d%  f{-X)  gegeben  ist  -iO  wird  diesp  Kongruenz  in 
tegrirt  durch  eine  Tunktioii  F{t)  von  a,  wekhe  emei  aub  n  —  1  Einheiten  ib 
löitbaren  Konatanten  a  gleich  gesetzt  ist  und  ms  Besondere  1  ann  mii  dicaei 
integrirenden  Gleichung  F(i)  =  a  (welche  m—1  Zahlgleiuhungen  enthält  die 
Forra  geben  dasB  o  detjenigp  Werth  wird  welchen  's  für  den  lall  annimmt  ilass 
eine  der  Ableitzahlen  von  x    zum  Beispiel  J       null  wird 

In  diesei  Form  werde  ich  den  Satz  m  der  Folge  benutzi-B  indem  ja  dei 
Beweis  des  Satze  m  dieaei  \era)iderten  Form  ganz  in  lern  oVen  desagten  e  t 
halten  ist  Um  nun  die  vorliegende  Aufgabe  auch  fiii  den  bisher  ausgefiihlosseuei 
lall  Ijsen  zu  Ivunuen    will  ich  noch  emen  Hultssatz  Toi-uiistelleii     welehei    lu  li 


icl    von  Intel e 


(Ä^)J  = 


ILl^)    1-0- 

Beweis,  l.  Die  Lücken  des  ersteren  dieser  Ausdrücke  werden 
durch  2m +1,  die  des  letzteren  durch  2n -\- 2  Faktoren  ausgefüllt. 
Ich  zeige  nun  zuerst,  dass  der  zweite  Ausdruck  nach  Ausfüllung  seiner 
Lücken  durch  beliebige  2«  -(-  2  Faktoren  Wj,  a^, ...  ae„+2  sich  als  Viel- 
fachensumine  von  Ausdrücken  der  ersten  Art  darstellen  läest. 

Ich  gehe,  um  beide  Arten  von  Ausdrücken  zu  vermitteln,  von 
dem  Ausdrucke 
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x»,[G|x)"+'».»,...«,.+J 

aus.  Tch  will  zn  dem  Ende  mit  F,-  das  Produkt  der  von  a,-  verschie- 
denen Grossen  «j, ...  «sii  +  a  bezeichnen,  und  zwar  dies  Produkt  so  ge- 
nommen, dass 

sei,  und  ebenso  mit  Fr,s  das  Produkt  der  von  «,.  und  (/,  verschiedenen 
unter  jenen  Grössen  und  zwar  so,  daas 

sei.     Uanu  wird  der  obige  Ausdruck 

Hierzu  können  wir,  da  [«i-fj,  wenn  6^1  ist,  nothwendig  den 
Faktor  a,  zweimal  enthält,  also  in  diesem  Falle  (nach  505)  der  obige 
Ausdruck  null  wird,  sobald  wir  a^F^  statt  ciiF^  und  gleichzeitig  Xüb 
statt  Xa,  schreiben  würden,  noch  beliebig  viele  Ausdrücke  dieser  Art 
hinzufügen;  und  wir  erhalten  den  obigen  Ausdruck 

wo  sich  die  Summe  auf  alle  Werthe  i  ^  1,  ...  2«  +  2  beziehen  soll. 
Dieser  Ausdruck  ist  aber  {(nach  510) 


und  das  ist  wieder  (nach  504) } 


X     « 


wenn  J''i,,  a  die  oben  angegebene  Bedeutung  hat,  das  heissfc, 

also  [«li'^ii,  o]  =  Ff,  ist,  woraus  folgt,  dass  Q  von  6  verschieden  sein 
muss  und  daher  (für  jeden  der  2n  -\-  2  Werthe  von  6}  nur  2n  -\-  1 
verschiedene  Werthe  annehmen  kann. 

Fassen  wir  jetzt  (nach  509)  den  ersten  und  dritten  der  unter  dem 
Summenzeichen  stehenden  Faktoren  zusammen,  { das  heisst,  führen 
wir  bei  festgehaltenem  a  die  Summation  nach  b  aus,)  so  erhalten  wir 
den  gefundenen  Ausdruck  (nach  509) 


-2[Ä^-".«.][^(;i^r^v 


wo  {a  jetzt  alle  Werthe   1, . . .  2»;  +  2   zu  durchlaufen  hat,  und  wo) 
das  Minus-Zeichen  zu  setzen  ist,  weil  aus 
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folgt,  dass 

[ffln«bF6,aJ  =  —  [«!«£  ...  a^n  +  a] 

ist,  und  also  nach  dem  Princip  der  obigen  Bezeicluiung  J^n  =  ^ —  ["c-fi^,  u] 
sein  muss.     Die  gewonnene  Formel  ist  also 

(a)        X„.[(AX)-'.,^J  ^  -^[A  Z,«.<..][X(/^X)>.], 

WO  nach  dem  Obigen  l''a  ein  Produkt  ist,   dessen  Faktoren  aus   einer 
beliebig  gewählten  Faktorenreihe  «i,  «g, .. .  aas  +  ä  genommen  sind,  und 
zwar  so,  dass  ausser  ««  alle  Faktoren  dieser  Reihe  darin  Yorkommen 
und  [doi^'o]  =^  [flit^fa  ■  ■  ■  «2™+a]  ist. 
2,  Wenn  nun 

ist,   so  ist  auch   die  rechte  Seite  der  Formel  (a)  null,  also   auch   die 
linke.     Also  müsste  entweder  Xa^  oder 


null  sein.  Sollte  das  erstere  der  Fall  sein,  so  könnte  mau  statt  % 
irgend  eine  andere  der  Grössen  Oj,  öj,  - .  ■  «än+s  setzen;  und  wenn  auch 
nur  für  eine  derselben  a,-  das  Produtt  Xa^  ^  0  wird,  so  ergiebt  sieh 
schon  der  zweite  Faktor 

gleich  Null.  Sollten  aber  Xa^,  Xa^, ...  Xa^n^^  sÜnimtlicli  null  sein, 
so  würde  auch   -j-  (Xa^  für  jeden  Index  r  null,  also  auch 

-^X.a,as 
jnull  für  jeden  Index  )■  und  s,]  also  auch 

[(/i^r"<'i---°"+"] 

gleich  Null.  Dieser  Ausdruck  ist  also  für  jede  Faktorenreihe  «, ,  ... 
«sn+a  gleich  Null,  also  (nach  506) 

selbst  gleich  Null. 

519.     Fortsetzung  der  Aufgaben  514—517,     Es  sei,  wie  in 
514,  die  Zahlgleichuug 
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(a)  Xdx  =  0 

betrachtet,  iu  welcLer,  wie  dort,  x  aus  einem  Systeme  von  in  Einheitea 
ableitbar  ist.  Immer  wird  sich  ein  Wertb  n  von  iler  Art  angeben 
lassen,  dass 

sei. 

Denn  die  Vergleichung  (c)  wird  immer  erfüllt,  wenn  Ji  =  1  ist, 
wo  sie  sich  auf  [X]  ^  0  reducirt;  und  die  G-Ieicbung  (b)  wird  immer 
erfüllt,  wenn  2w-f-l>»*  ist;  denn  dann  wird  zwischen  jeden  2n-\-X 
Grössen,  welche  die  Lücken  des  Ausdruckes 

auszufüllen  vermögen,  eine  Zahlbeziehung  herrschen,  weil  sie  aus 
weniger  als  2«  +  1,  nUmlich  aus  m  Einheiten  numerisch  ableitbar 
wären,  folglich  giebt  jener  Ausdruck  mit  jeden  2«  -f-  1  Grössen,  die 
seine  Lücken  füllen,  naultiplicirt  (nach  505)  Null;  also  ist  er  selbst 
null  (nach  506).  Dies  tritt  also  stets  ein,  wenn  2«  -|"  ^  >  "*j  <^*s 
beisst,  M>  {m  —  1)  ist,  folglieh  muss  es  zwischen  1  und  —(«»+1) 
{bei  geradem  m  sogar  zwischen  1  und  -5-"*?  ^^^  Gränzen  stets  mit  ein- 
geschlossen,} einen  Werthw  geben,  für  welchen  die  obigen  Vergleichungen 

(b)  und  (c)  erfüllt  sind.    {  Du  endlich  aus  dem  Verschwinden  des  Ausdrucks 


aiigenscbeiulicb    das    Bestehen    der   Gleichung    (b)    folgt,    so   wird    es 
auch  nur  einen  solchen  Wertb  n  geben,  |    Dieser  Werth  sei  für  n  an- 


Nun  kommt  es  (nach  514)  darauf  an,  die  Gleichung 

2\-f-X.eJx~\  —  XXe,  =  0 
Läoü  J 

für  jedes  s  von  1  bis  m  zu  erfüllen;  indem,   sobald   diese   erfüllt  ist, 

uiul  k  nickt  mal  ist,  die  Gleichung  (a)  durch  die  Gleichung 

ersetzt  wird,  in  welcher  die  linke  Seite  nicht  mehr  von  t  abhängt  und 
N  durch  die  Formel  514(1)  bestimmt  ist. 

Bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  mit  G^  den  Ausdruck 

G^  =  2\-f--X.e,Sx\  —  IXe,, 
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SO  lEÖiineii  wir  die  obigen  Grleiehuiigeu  schreiben 

0=  (?i  =  Gä -G™. 

Nun  zeige  ich,  äass,  wenn  m>2n  ist,  swiscken  jeden  2w  +  1  der 
Grössen  G^,  .  .  .  Om  eine  Zahlbezieimng  heiTscht.  Angenommen,  es 
78 herrsche  zwischen  den  2n  Grössen  Gj,  .. .Gä«  f  noch  feeine  Zahl- 
beziebmig,  so  zeige  ich,  dass  jede  der  übrigen  Grössen,  zum  Beispiel 
Gm,  sich  aia  Vielfachenaumme  von  G,,...Gs„  darstellen  lasse. 

Bezeichnen  wir  mit  B  das  Produkt  [fl^eg . . .  eg^cj  und  mit  F^  das 
Produkt  aller  von  ea  verschiedenen  Faktoren  des  Produktes  U,  und 
zwar  in  dem  Sinne,  dass  [coJ^d]  =  ^  sei,  und  bezeichnen  wir  endhct 
mit  Ua  den  Ausdruck 

so  wird,  wenn  man  die  folgenden  Summen  auf  die  Werthe  1,2, ...  2n 
und  m,  welche  a  nach  und  nach  annehmen  soll,  bezieht, 

waa  nach  dem  Begriffe  der  durch  die  scharfen  Klammem  bezeichneten 
Produkte 

_  -  2(2»  +  l)[({'-^x)-^'Sx .  e]  -  U2n  +  1)  [x  (_,^  x)'e] 
ist.     Nun  ist  (nach  b) 

[AM]-". 

und  also  (nach  518)  auch 

also  wird  die  ganze  rechte  Seite  gleich  Null,  a.lso  auch 

2:a„Ga  =  0, 
das  heisst,   zwischen  den  Grössen  G, ,...Ga,   und  G^   und  überhaupt 
zwischen  jeden   2n -\- 1    der   Grössen  G^,...G,^  herrscht  eine   Zahl- 
beziehung.  Es  werden  also  unter  ihnen  2n  angenommen  werden  können, 
etwa  Gi,...Gsfl,  aus  denen  die  übrigen  numerisch  ableitbar  sind. 

Wenn  also  die  Gleichungen  G,  =^0, ...,  G^2,  =  0  erfüllt  sind,  so 
werden  auch  die  übrigen  bis  G,„  =  0  erfüllt.  Also  können  wir  auch 
vou  den  Grössen  Sxt, ...  Sxm,  deren  Verhältnisse  aus  den  Gleichungen 
Gl  ==  0, ...,  G«,  =  0  bestimmt  werden  aollen,  die  Grössen  Sx^a+i,  ■■■ 
Sx,„  willkürlich  annehmen,  zum  Beispiel  alle  gleich  Null,  das  heisst, 
wir  können  x^n+i,  •■■'^,a  hi  Bezug  auf  die  durch  8  ausgedrückte 
Differenziation  als  konstant  ansehen.  Dann  haben  wir  also,  immer 
unter  der  Voravssetstmg,  dass  i  ^  0  sei,  die  Gleichungen  Gi  =  0,  . .  ., 
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Gän  =  0  mit  nur  2«  Variabelii  (indem  wir  x^„^.i, . ..  x,,,  noch  als 
konstant  setzen)  -[-  und  mit  der  Bedingung  079 

Dann  erfialten  wir  also  (nach  515) 

(,i)  äx^[z(,^x)-V,...„.] 

oder 

""-i^mäA'"'^  ■■■"■] 

als  eine  Grösse,  die  die  Gleichungen  G^  =  0,  ...,(?:!«  =  0,  und  also 
auch  (wie  soeben  gezeigt)  die  Gleichungen  Ci  =  0, . . .,  G^  ^  0  erfallt, 
und  also  auch  den  Ausdruck  Xd'x :  N  von  (  unabhängig,  und  Xdx 
null  werden  las  st. 

Integrirt  man  diese  Kongruenz  nach  der  Methode  von  Nr.  517 
(vergl.  Anm.)  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  F(x)  =  &,  wo  h 
den  Werth  bezeichnet,  welchen  x^e^  -i-  •  •  ■  -\-  Xan^i^sn—i  für  t  =  X3„^0 

annimmt,   und  setzt    a^b -^  x^^+iB^n+iA {-*m6,B,   so   wird,   da 

X2n+i,  ■■■  Xm  von  t  unabhängig  sind,  a  der  Werth,  den  x  für  i  =  0 
annimmt;  und  da  dann  vermöge  der  Gleichungen  Gj  =^  ■  ■-  =  Gm  =  0, 
die  Grösse  Xd'x  :  N  von  t  unabhängig  wird,  so  erhält  man  aus  dem- 
selhen  Grunde,  wie  in  517,  X(ajäa  =  0  als  die  Gleichung,  welche  die 
Gleichung  Xdx  =  0  oder  X{x')(1x  =  0  ersetzt,  und  welche  nur  noch 
von  m  —  1  veränderlichen  ZahlgrÖssen,  nämlich  von  den  Zahlgrössen, 
durch  welche  a  aus  den  Einheiten  e,,  ...  f3„_i,  e^^+i,  ■  ■  ■  c,ii  ableitbar 
ist,  abhängt. 

Es  war  auch  hier  noch  vorausgesetzt,  dass  2^0  war.  Diese 
Voraussetzung  können  wir  ersetzen  durch  die  Voraussetzung,  dass 

sei.  Nämlich,  man  kann  aus  den  Gleichungen  G^  ==  G^  -=  ■  ■  -  ^  Gs,  =  0, 
ganz  wie  in  515,  die  Gleichung  (die  dort  mit  (c)  bezeichnet  war,  nämlich) 

ableiten;  setzt  man  ins  Besondere  /■  =  2«,  so  wird  dx,-  =  dx^^  =  1, 
und  man  erhält 

Ist  also 

von  Null  verschieden    so  muss  auch  X  von   h  Null  verschieden  sein.    3S0 


y  Google 


374  A,.    Absclinitt  IL   Eapilie!  4,    §  3.    Nr.  519—52].. 

Eb  ist  also  iTOr  noch  der  Fall  su  berücksichtigen,  ivo 

[(Ä^)"]=» 

ist.  let  aber  diese  Gleichung  erfüllt,  so  ergietit  sieb  leicbt,  dass  die 
Gleichung  (d)  gleicbfalls  der  Aufgabe  genügt.  Demi  es  ergiebt  sich 
dann,  wie  in  516  d,  dass  jLSx'=  0  aei,  ebenso  ergiebt  sich: 

2[jfz...ä.]  =  2,[Ax...[z(Az)-'.,. .....]], 

was  sich  ganz,  wie  der  entsprechende  Ausdruck  in  615,  umwandelt  in 

wo  [cn^EnJ  ==  [ö|  . . .  ea„]  uud  £  jede  der  Zahlen  1, .  ..m  sein  kann.  Die 
rechte  Seite  ist  nach  der  gemachten  Voraussetzung  null.     Also 

Idx  J  ' 

■wo  statt  Cj  jede  der  Einheiten  e^,  ...?,„,  also  auch  jede  Vielfachen- 
Summe  derselben,  also  auch  S'x  gesetzt  werden  kann,  somit  erhält  man 

und  hieraus  ergiebt  sich,  wie  in  516, 

d{XS'x)  =  0    und     Xdx=X8'x. 
Also  hat  sich  der  Satz  ergeben: 

Wenn  in  der  Zahlgleichung 
(a)  Xdx  —  0, 

in  ivelcher  X  eine  FmikUcn  von  x,  und  x  avs  den  Einheiten  e^,...em 
durcli  die  Zahlen  Xi^,...Xm  ableitbar  ist,  die  Grösse  X  die  Eigenschaft 
hat,  dass  für  irgend  einen  Werth  n,  der  Heiner  als  -  -  ist, 

und 

ist,  so  lässt  sich  jene  Gleichmg  (a)  ersetsen  durch  eine  GMcImng 
181  (e)  Ada  =  0, 

in  welcher  a  atts  m  —  1  Einheiten  ableitbar  ist,  das  heisst,  mtr  m  —  1 
vermderliche  Zahlen  einschliesst ,  und  A  dieselbe  Ftmldion  v<m  n,  tvie  X 
von  X  ist.    Und  swar  findet  man  die  Grosse  a  durch  Integration  der 
Gleichung 
(d)  «j;-p[x(_'^x)"~'c,...p,.], 
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in  weither  d  den  Bifferensialguotienten  nach  einer  der  Variabein  x^, ... 
X2«,  swm  Beispiel  nach  Xsa,  hedeutet,  und  also  6x2^=1  ist,  wodurch 
sich  n  hesUmmt,  und  in  welcher  %«+!,  Xi„+i, ...  a™  als  lionslante  Grössen 
behandelt  werden.  { Dabei  wird  vorausgesetgi,  dass  die  Einheiten  ei,...  es„ 
so  gewählt  sind,  dass  der  Falctor  von  (i  auf  der  rechten  Seite  von  (d) 
nicht  verschwindet  \ 

Wenn  nun  in  diesem  Sinne  die  Gleichung  (d)  durch  eine  Gleichung 
von  der  Form 

(f)  F(x)  -  S 

inlegrirt  wird,  wo  h  den  Werth  hemchnet,  dm  x,e^  +  ■  ■■  +  ^2;i-i'?an-i 
für  a:^,  =  0  annimmt,  so  ist 

(g)  a  =  F(x)-\-  3:s„+ie2„+i  H h  x„,e,„, 

also  a  aus  dm  Einheilen  £[,.-.  Ca»—i|  ea,i+i, ...  ^m  ableitbar. 

530.  Zusatz  1.  TVeM«  in  der  vorigen  Nummer  nur  die  Ghi- 
chimgen  (a)  und  (b)  erfüllt  sind,  aber  nicht  die  Vergleichung  (c),  so  lässt 
sich,  mag  nun  m  ^2n  oda-  >  2n  sein,  gleichfalls  die  Gleichung  (a)  auf 
m  —  1  veränderliche  Zahlgrössen  mrUckßihren  und  zivar  auf  eine  Glei- 
chung der  Form  Ada  =  0,  wo  Ä  dieselbe  FunMion  von  a,  wie  X  von  x, 
und  a  aus  m  —  1  Einheiten  ableitbar  ist. 

Beweis.     Denn   wenn  auch 


IMfA-']-" 


aein  sollte,  so  iiioss,  da  doch  scUiesslieh  [X]  ^  0  ist,  sich  ein  Xahl- 
werth  n'  <.n  finden  lassen  von  der  Ai't,  dass  die  Vergleicliungen  (Ja) 
und  (c)  gelten,  sobald  man  n'  statt  n  setzt.  Da  nun  m  >  oder  =  2» 
war,  so  ist  iii  stets  >  2»',  also  kann  man  dann  nach  dem  vorigen 
Satze  die  Gleichung  Xdx  =~  0  gleichfalK  int  m  —  1  \ei^nd(ihjie 
Zahlgrössen  zurucifuhien,  und  so  weitei 

{Anm.  Bei  ungeiadem  m  kann  naili  bl)  auch  w  =  -  t»i  +  ii,  <l^^ 
m  ^=  2m  —  1  sein,  Ntii  fui  diesen  Fall  let  die  ^aiüokfuluuiig  dei  tiieicliun^ 
Xdx-^f}  auf  m  —  1  veiändeiliche  ZahlgrHssen  nicht  geleistet  sie  ist  nämlich 
dann,  wie  sicli  unten  (,525  Anm  )  zeigen  wird,  überhaupt  mekt  mnglich  | 

521.  Zusatz  2  Im,  Sesondete  lann  ma/n,  wmn  jh  =  2«  ist, 
stets  die  Gleichung  Xdx  =  0  auf  m  ~  1  verandethche  Zahlgios'ien  cu 
rüclcführen. 

Beweis.     Denn    dann   gilt   die   GVithnng  (b)   <itpis   (niih   'MO), 
und  wenn  dann  auch  die  Vergleichung  (c)  gilt,  so  findet  f  die  Zurück- 382 
führnng  (nach  517)  statt;  wenn  jene  Vergleichung  aber  nicht  gilt,  so 
geschieht  sie  nach  520. 
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533.    Wenn  die  Gleiehmigen  (a)  wnd  (b)   in  demselhen  Sinne  ivie 
in  519  gelten,  so  Icann  man  die  Gleichung 
Xdx  =  0 
allemal  auf  2n  ~  1   veränderliche  Zahlgr'össen  mrücJcführen,   und  ztvar 
auf  die  Form 

Ada  =  0, 

wo   A  dieselbe  FunlcUon  von  a,  ivie  X  von  x  ist,  und  a  aus  2»  —  1 
Einheiten  aMeWbar  ist,  das  heisst,  nur  noch  2n  —  1  veränderliche  Zahl- 


Beweis.  Es  soll  hier  nicht  bloss  der  Satz  erwiesen,  sondern 
auch  gezeigt  werden,  wie  die  neue  Variable  ra  als  IVnttion  von  x  ge- 
funden -werden  kann. 

Nach  520  kann  man  {wm«  m>2n  ist}  Xdx^O  durch  eine 
Gleichung  von  der  Form  A^düi^O  ersetzen,  wo  a^,  was  aus  m  —  1 
Einheiten  ableitbar  ist,  eine  bekannte  Punktion  von  x,  und  Ä^  die- 
selbe Funktion  von  a^  ist,  wie  X  von  x.  Da  nun  die  Gleichung  (b) 
für  jeden  Werth  von  x  gilt,  also  auch,  wenn  man  a,  statt  x  setzt,  so 
erhält  man 


[A(s: 


^i. 


Wenn  also  noch  m  —  1  (die  Anzahl  der  Einheiten  aus  denen  «^ 
ableitbar  ist)  gros^ei  als  2»  ist,  ao  kann  man  abermals  die  Methode 
in  519  oder  520  anwenden,  und  eihilt  dann  eine  Gleichung  der  Form 
A2da2  =  0,  v-o  02,  wa«  aus  tn  —  2  Einheiten  ableitbar  ist,  eine  be- 
kannte Funktion  von  a,,  also  auch  von  t  ist,  und  A^  dieselbe  Funktion 
von  ffa,  wie  A^  von  «,,  also  auch  wie  X  von  %  ist.  Auf  diese  Weise 
kann  man  fortfahren,  so  lauge  noch  die  Anzahl  der  übrig  bleibenden 
veränderlichen  Zahlgrössen  grösser  als  2n  ist;  ja  (nach  521)  aueh 
noch,  wenn  diese  Anzahl  ^  2n  ist.  Durch  dieses  Verfahren  reducirt 
sich  die  Anzahl  der  verandeihchen  Zihlgros^en  auf  2n  —  1.  Wemi 
dann  die  so  resultnende  Gleichung  die  Gleichung  Ada  ^  0  ist,  so  ist 
also  a  aus  2»  —  1  Einheiten  ibleitbii,  und  eme  bekannte  Funktion 
von  X,  und  ^1  ist  dieselbe  Punktion  von  a   wie  \  von   r 

j  Ist  m  =  ^«  —  1    so  be  itzt  die  voigelegte  Cfleiuhung  Xdx  ■■=  0 
schon  von  vomheiem  die  verlangte  Form  } 
83  Anm.     Diesbi  Sitz  enthält  rtie  aUgämümate  Ln^ing    1pi  in  514  begonnenen 

Aufgabe   dei'   Zurucl  iubiung    ^uf    Pine   mogli  h  t    >,Piinge  Aaühl    verändorlichtr 
Zahlgrössen.     Da        ^enn 


<)    '] 


ungleich  Kuli  (519c)  ist,  sich  iiuch  Xäx  nitht  <iuf'  woniger  als  2«  — 
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liebe  ii7hlgro3BPn  zumckfuhren  Hast  wei  le  ich  untun  gelegentlich  beweisen 
{ Tgl  Ni    626  Aam  ; 

Ndth  bemerke  ich  dass  nun  atitt  f  =  r  ,  zu  setzen  es  auch  gleich  irgend 
emer  Funtticn  Jei  verlndei liehen  Z'ihlgidssen  hitte  setzen  kennen  Dann  hätte 
man  nur  eine  dei  letzteren  zum  Beispiel  i^^  durch  (  und  die  übrigen  Variabein 
auszudntL.lcen  und  diesen  Anedruck  in  die  gegebene  Gleii-hnng  emzufflhren,  und 
dann  ganz  die  TOihei  angegeVene  Methode  zu  befolgen  Ins  Beacndere  kann  man, 
wenn  de  Integritiua  eine  Punktion  ergpben  wirde  die  tiir  %^^^0  unstetig 
■Wdie  t~  •''2  ~  '^  setzen  wo  c  eme  Konstante  bezeiclmet  indem,  dann  für 
t  —  O  j.^^  =c  c  wird  und  e  so  gewählt  werden  kann  dass  jene  Funktion  in  ( =  0, 
das  heiBst  in  r^^  =  e  stetig  tei 

631.  Aufgabe  Den  vumenscheti  Ausäntcl  Xdx,  m  uelchem  X 
eine  J/ankhon  det   ezkn-fttmi  Grosse  h  tsf,  untet   du   VoiauSbetcnng,  dass 

ist,  auf  die  Form 

Xdx'^:  Uidu^-\ h  U„du„, 

wo  üj, ...  Ua,u,,  ...ii,t  ZahlgrÖssen  sind,  suriidimfUhren. 

Auflösung.  Man  kann  (nach  522)  die  Gleichimg  Xdx  =  0  auf 
2n —  1  veränderliche  ZahlgrÖasen  zurüctführeHj  welche  bekannte  Funk- 
tionen von  X  sind.  Eine  beliebige  dieser  veränderlichen  Zahlgrössen 
sei  mit'  Ui  bezeichnet,  so  ist  Mj  gleichfalls  eine  bekannte  Funktion 
von  X.  Nun  sei  ti,  konstant  gesetzt,  so  bleiben  nur  noch  2n  —  2 
veränderliche  ZahlgrÖBsen  übrig.  Folglich  können  wir  (nach  521)  die 
erhaltene  (rleiehung  (welche  nach  den  obigen  Sätzen  stets  die  Form 
Ada=^0  hat)  auf  2«  —  3  veränderliche  Zahlgrössen  zurückführen,  welche 
bekannte  Funktionen  der  obigen  2n  ^  1  Veränderlichen,  und  also  auch 
bekannte  Funktionen  von  x  sind;  eine  derselben  sei  mit  Mg  bezeichnet, 
und  sei  u.^  konstant  gesetzt,  so  hat  man  nur  noch  2«  ^  4  veränder- 
liche Zahlgrössen,  welche  sich  auf  2n  —  5  solche  zurückführen  lassen, 
und  so  weiter. 

Hat  man  diese  Methode  r  mal  angewandt,  so  nämlich,  dass  man 
nach  und  nach  die  Grössen  %,  «g, ...  m,,  welche  sämmtlich  bekannte 
Funktionen  von  x  sind,  konstant  gesetzt  hatte,  so  bleiben  mir  noch  38 
2{n  —  r)  —  1  veränderliche  Zahlgrössen  übrig.  Setzt  man  also  )■  =  w  —  1 , 
so  bleibt  nur  noch  eine  veränderliche  Zahlgrösse  übrig  und  die  resul- 
tirende  Gleichung  hat  die  Form  U„du„  =  0,  wo  Ua  nur  von  der 
variabeln  Zahlgrösse  m„  abhängt.  Setzt  man  also  auch  u„  gleich  einei: 
Konstanten,  ao  werden  jetzt  alle  Differenzialgleichungen,  also  nament- 
lich auch  die  erste  Xdx  =  0  erfüllt,  wenn  die  Funktionen  ?(,,  ii^,  ...?(„ 
Konstanten  gleich  gesetzt  werden,  also  läast  sich  nach  der  Methode 
{von  Nr.j  502  {der  Ausdruck}  Xdx  in  der  Form 
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darsieOen,  und  die  Aufgabe  ist  gelost. 

534.  Der  numerische  Änsdruch  Xdx,  m  ivelcJiem  X  et-ue  Funltion 
der  extensiven  Grösse  x  ist,  ist  dann  und  nur  dann  auf  eine  fiumme  von 
n  Gliedern  der  Form  Udu,  tvo  ü  und  u  Zalüq^o^sen  loistellen,  ziniitl- 
fiihrhar,  wenn 

ist. 

Bewois.  Wenn  die  Gleichung  (a)  erfüllt  ist,  ao  ist  die  genannte 
Zuvilckführung  von  Xdx  auf  n  Glieder  der  Form  Udu  (nach  523) 
ausführbar,  tmd  wenn  umgekehrt  diese  Zurückfülirung  möglich  ist,  so 
wird  (nach  511)  die  Gleichung  (a)  erfüllt. 

525.  Zusatz.  Wenn  x  aus  2«  Einheiten  ahleithar  ist,  so  iässt 
sich  Xdx  allemal  auf  n  Glieder  der  Form  Udu,  wo  U  und  u  Zahlen 
sind,  mirückführen. 

Beweis.  Denn,  wenn  x  aus  2«  Einheiten  ableitbar  ist,  .so  ist  die 
Gleichung 

(nach  519)  stets  erfüllt,  imd  also  Xdx  (nach  524)  auf  n  Glieder  der 
Form  Udu  Kurückfühi'bar. 

Anm.     Es  folgt  aus  diesen  Sätzen  sogleich,  dasa,  wenn 


WÄ^ 


von  Null  verschieden  ist  sich  auth  die  GleiLtung  \da:  =-  0  nitiit  auf  weniiTPi 
als  2«.  — 1  Teräjidcrluhe  ZahlgtOssea  zurückfiihien  Jasse.  Denn  hesse  tie  sicl 
aucli  nur  auf  2»  —  J  solche  zuiuokfuhren ,  und  wäie  Ada  —  0  diP  so  eihaltene 
385  Gleichung,  so  Hesse  suii  (nach  535)  Ada  auf  f  »  —  1  Gliedei  cter  Form  Udu 
zurückfahren.  Aber  da  dit  Gleichungen  \da.^O  und  Ada=^0  sieh  gegenseitig 
ersetzen,  so  können  sie  sich  nur  durch  eimn  Zahlfaktor  unterscheiden.  Es  sei 
Xdx^fiAda,  so  wird  nun  <iuch  \da,  auf  n  —  1  tlieder  dei'  Form.  Udu  zurück- 
geführt sein;  also  (nath  511) 

[-(Ä -)"-']  =  » 

sein,  was  mit  der  Voraussetzung  streitet.  Also  Hast  sich  unter  der  gemachten 
Voraussetzung  die  Gleichung  Xdx  ^  0  nicht  auf  weniger  tils  tn—  1  veränder- 
liche ZahlgröSECn  zarückffihren. 

Es   bildet   diese   Bemerkung    eine    schon    obeu   { Nr.  52-2  Aura. }   angedeutete 
Ergänzung  zu  dem  Satze  522. 

536.     Aufgabe.     Dte    Zahlgleichung    Xdj,  ^  0,    in    welcher   X 
FunMion  der  extensiven  Grosse  *  w/,  vollständig  gu  iniegriren. 
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Der  Ausdruck  Xdx.  —  Integration  yon  Xdz  =  0,  379 

Auflösung.     Es   lässt  sich  (nacli  519)   stets   ein   {eindeutig  be- 
stimmter |  Werth  n  Yon  der  Art  angeben,  dass 


MM 


sei.  Dann  lässt  sich  {nach  523,  524)  Xdx  stets  auf  n  (aber  nicht 
auf  weniger  als  ?i)  Gheder  der  Form  Udu  {wo  ü  und  u  Zahlen  sind) 
zurückführen.     Es  sei 

Xdx  =  t/ii?«.,  H h  ÜJu„  =  0, 

so  suche  man  zu  der  Gleichung  Uidit,  -)-...-[-  ü^du„  =  0  (nach  503) 
die  sämmtlichen  integrirenden  Vereine  von  je  n  Gleichungen,   so  in- 
tegriren  diese  Vereine  auch  die  mit  jener  identische  Gleichung  Xdx'=0. 
537.     Zusatz.     Die  Gleldmmj 

ist  die  noihwendige  aher  auch  ausreichende  Bedingungsgleicimng  dafür, 
dass  sich  die  Gleidiung  Xdx  =  0  durch  Vereine  von  je  n  Gleichungen 
integriren  lasse. 

Anm.  Nach  500  ist  mit  der  vollstSadigen  Integration  der  Zahlgleiehung 
Xdx  =■  0  zn^Ieich  die  der  partiellen  Differenzialgleichungea  erster  Ordnung  voll- 
endet; wahrend  die  Integration  der  partiellen  Differenzialgleichungen  höherer 
Ordnung  (nach  501)  auf  die  Integration  der  extensiven  Gleichung  Xdx  ^™  0  zu- 
rückfährte,  welche  wir  hier  ausgeschloseen  haben. 


y  Google 


*6  Alphabetisclies  Yerzeichniss 

der  gebrauchten  Kunstausdrücke  mit  Angabe  der  Nnramer,  in 
welcher  sie  erklart  sind. 


Abgeleitete  FuiLktion 

4^5 

linheiteu  III  tei  Stute 

77 

Ableitung  numerische 

I 

Fntgegengesetzt  geoidnet 

56 

von  Fnnktijn  u 

12 

Lutspiecheiide  PioduHe 

43 

Ableitung&zalilen 

G 

Faktoren 

43 

Absolute  Eiaheit 

i 

tiginzung  der  Emlieiten 

S9 

f^bBurd«  Eeihen 

i  rt 

der  rwHssen 

90 

6 

Frsetaende  Gleichungen 

27 

Aechte  Reihen 

i  i 

Exten'.iTe  Funktionen 

349 

Apusseie  Multiplikation 

,S 

Gro^-aen 

5 

AJgebraische  Multiplikation 

b4 

Fllchengebilde 

393 

Allseitig  normal 

1^2 

Fläohentheil 

.    .     267 

mtegrubai 

Funktion 

.    ,      348 

Beetjmmun^H  Ipidiuagen 

4S 

„          Zahl-,  eiiteneive  .    . 

.    .     349 

Bezugh  he?  Prcdukt 

14 

.    .      441 

Yia  Lu(,Un 

Gebiet  einei  Grosse 

77 

ausdrucken                                5U 

1     06 

,       P  ter  Stufe 

14 

Bmch  mit  ii  Ninnpin 

J   - 

„      gemein schaftltches  iti 

1^ 

PirtulBie   \eiideiunE: 

1   4 

Gebikle 

i93 

Detprimnante 

b2 

Gemelns^.hiltl^tlle^  Gebiet 

lo 

Difteiena  einfi   Funktion 

i  8 

Gemi'ichtes  Produkt 

114 

höherer  Orctnuiit; 

444 

Gleichgeoidnet 
Glosse 

,(. 

Diflerenzial 

429 

hchetei   Oidnmg 

444 

erster  Stuft 

^ 

DifEerenzialquotient 
partieller 

435 
43b 

„       H  ter  Stufe 
Giöasengattung 

77 

höherer  Oi  Inun^      i  i 

1  452 

Hauptgeliiet 

S6 

Dniiion  mit  Zahlen 

11 

„           dea  Biui-hps 

J87 

mit  Funktionen 

4  7 

Hauptzahl  de%  BniiheB 

3S7 

Doppelahstand 

145 

Llentiache  Gebiett 

!-> 

t  benengebild 

JH 

Incidente  Gebiete 

15 

Einfache  Faktortn 

) 

Innere  Multiplikation 

l-i7  ^3(1 

Cros    n 

-7 

IntegTibibtdt 

483 

Normahyst  m 

tji 

Integril  von  t(t)dt 

477 

1  unkte 

li 

„        eines  bei   Ansdiuils 

483 

i,mhutin 

J 

Integiation  einer  Funktion 

177  481 

y  Google 


A.,    Yeti 

^Bich 

niss  der  Kim  at  aus  drücke. 

381 

I      gr     on     n    V       t.     o    D  ft 

^ 

1        ukt    B  t       Lu  k  a 

N 

miz  algl    eil  ng  n 

4ai 

Bh    Muti    katun 

Komb  naho  en  (mul   pbkat  TB 

bi 

P  og  e^e  ve  Mnlt  pl  kat  on 
Za  eklet  ng 

i  lU 

Eon  tantea  Gl  ed  e  ne   F  okt  o 

4b2 

4r8 

Pu   kte    { unendl    h  entfe  nt 

]                8 

Konve  gente  Ee  lie 

456 

T  elfacke 

^ 

Konve  g  rea     1  h  c 

4  3 

Cv  ot  ent  mit      Nenn 

Körperthe  1 

65 

Reg  e  3  76  Mult  i    ka      n 

14 

Kre  sfunK  ou 

94 

Z  r    k      u 

Kre  STen  MU  Uscl  T.ft 

40 

ße    e    I     1  kt 

^ 

t    vengeb  Ide 

39 

Eel  t  ye  F  nhe  ten 

L  npale     e  de  un 

1 

113  (   öc       ) 

lih 

Mult    Ika      n 

5 

bi&t  ABCI    ab 

4.0  "i- 

L  n  eng  b 

393 

Stee  m  t      h    Malt  jl  kat  o 

a            28k 

Lm  en  heü 

4 

■stet  g    n  r 

4  5 

Lückenaii  dru  k 

353 

3 

btet  gke  t    1      D  fi    enz  a 

4  9 

Mul  plkaton 

4 

Strecke 

21o 

algeb  ^sle 

b64 

Stufe   Gebet      te 

4 

äussere 

78 

U  osse  e  s 

bezügliche 

94 

4 

G  össe  f>  te 

innere 

H 

jü 

Stufenzahl 

14   i< 

kombmatoii  che 

o3 

Subtraktion  extensiver  Giosse 

n              7 

Imeale 

üO 

Syncykliscbe  Venvftnd'chaft 

40b 

iiut  Zihlen 

10 

System  TOnBestimmuuRsgleichwngen     4s 

planimetnsrliH 

"88 

„         yon  Einheiten 

4  162 

piogrP'.siYe 

94 

114 

Uebergangsreihe 

456 

legresBiye 

44 

114 

Uebergpordnet 

1,77  + 

stereometirische 

88 

Umkehrbai  er  Bruch 

377  388 

64 

Unendln-h  entteint 

228 

Noimal 

Normale  Einheiten 

ilO- 

152 
-413 

Unendliche  Eeihe 

454 
1:>  77 

ZurdcUeitung 
iNormal  j  teni 

164 

153 

Ursprüngliche  Binkoitec 
Verbindendes  Gebiet 
Versihwinden  mit  q 
Yertauschbare  Lucken         o5d 

420 

Null  werden  mit  j 

420 

48jAnm 

Ver«  andtsi-haft 

401 

Nunierisi,ker  (po  )  Weith    151 

Ifid 

414 

Vielfache  Punkte 

316 

Numeri    h  glpich 

gios^ei    klemfi 

151 
416 

Vollständig  integiiii  n 
Winkel  AB 

)4. 

PxriUelepipeduiQ 

42 

Piiillclogramm  ABC  ah 

39 

42 

Zahlbeaieliung 

Paitielle  Difterenziilquotienten 

436 

Zahlfunktion 

U't 

Hanimetnsclie  Multiplikation 

'S8 

Zurückkitung 

i-i  127 

Potenzwerth  dea  Biuchefc 

^93 

noimde 

11,4 

dei.  Ditterenznlquitient 

441 

,               prugieasive 

127 

Ircdukt    iBiiip., 

114 

regiessive 

127 

gemibobtes 

114 

Zusammengesetzte  Grussa 

77 

y  Google 


Inhalt. 


Erster  Absclmitt     Die  emfachen  Yeiknupfungpa  Pitensiver  Gtussen 
Ka).    1    Addition   Subtraktion   Veryielfichung  und  Tteilung  eiteneirei 
Giöaaen 
§  1    Begnffe  und  Keclmungsgesetae 

§  .    Zusammenliang  zwischen  den  lus  einem.  Sjbtem  vji  E  uLpiteu 
aWeitbaitu  Urosseu 

5  S    Die  Zahl  als  Quotient  extensiver  Giö^seu  und  Eisetzung  dei 

fTiBichungen  zwischen  extensiven  Gl  usaendurchZahlgleichungen 
Kap  "■    Die  Produktbildung  im  Allgemeinen 
§  1    Produkt  zweier  ttiosaen 

6  2    Produkt  mehrerer  C  ros-iPu 

§  S    Die  verschiedenen  Arten  der  irudukttili  ng 
Kap       Kombinatorisches  Piodukt 

ä  1    allgemeine  Gesetze  der  kombinatunschen  Multiplikiti  u 

§  _    D,ia  kombinatoiTJche  Pindukt  als  OrDs^e 

&  ä   Aeussere  Multii  likatiou  von  Grössen  hCheiei  Stufe 


1  Bezug  auf  ein  Hiuptgebiet 
1  Hauptgfbiet 
1  und  Auflosung  der  LJimmi 
i  gemischten  Prjdukt 


§  i   Eigt  nixmg  der  Grobi 
§  6    Piodukt  m  Beaug  auf  i 
ä  6    Verfauichung   der  Paktoif 

§  7    Zuruckleitung  und  Ersetzung 

§  8    Elimination   der  Unbekannten  aus   algelidiai-hen  Gle  chungen 

durch  koml  matoniche  Multiplitition 
Kap  4    Inneres  Produkt 

ä  1    Gri  ndf,eiotze  dPi  inneren  Multipbkation 

§  2    Begriff  des  Normdien  und  seine  Cirrelaten 

^  3    fteaetze  des  inneren  Pinduktee     \a  den  Begrift    les  N  malen 

geknüpft 
§  i   Besondere  Satze  über  die  innere  Multiplikation  zweier  (Jtussen 

erster  Stufe 
§  D   Finfuhrung  der  Kinkel 
Kap   5    4nnendungi,n  auf  lie  feoBiPtne 

fe  I    Adtition      Subtraktion      Vcmelfa  liing     ml    Ihelin^    lui 

Punkten  und  Strecken 
ä  2   Eaundiche  Geb  ete 
g  d    Komb  mtonschö  M  iltipl  kation  dei  I  un]  te 


14 

lli 

27 

2S 

28 

37 

28 

i3 

31 

48 

33 

38 

53 

38 

69 

46 

78 

56 

86 

61 

y* 

65 

114 

84 

127 

97 

134 

104 

112 

137 

112 

151 

118 

164 

120 

188 

140 

195 

142 

148 

21G 

148 

238 

157 

239 

164 

y  Google 


§  i.  Addition  TOn  Linien  und  Flachen  272  179 

§  6.  Planimetrie  che  und  stei  et  metrische  Jlultipl  kation  2SS  180 
§  6.  Besondere  tresetze  ftu  ein  gleich  Null  gesetzt p  ^lan  mptnstheh 

{ und  stereometrisches  ,  Produkt   Elene  {algebraische  }  Karren 

{ Algehraische  Fliehen  ,  SOG  190 

§  7.  Innere  Multiplikation  m  der  Gecmetrie  330  207 

Zweiter  Ahachnitt      FunUioiicnlehie  224 

Kap    1    Punkticnen  im   illgememPn  234 

g  1    Be^rift    der  Funktion     und   Redukti  n    mehierei    Funktionen 

meh  eier  \iiiahi,ln  luf  Eine  Funktion  Kmei  ^  anabeln  348  224 
§  3    üanze     Funktionen     und    Dlrstellung     ieispllen    Ttrmittel  t 

Inckenhaltiger  Produkte  353  228 

§  3    Algebriiache  Multiplikation  3S4  333 

§  4.  Ganze  Funktionen  ersten  Giadet      Quotient  377  S40 

§  5.  Die  Funktionen  als  extensive  Grössen  392  263 
§  6.  Verwindt Schäften  von  dem  liesichtspunkte  de    Funktiunsver 

knnpfung  aus  betra  htet  40J  270 

g  7.  Normale  Emhe  ten  und  Stetigke  t  dei  F  nkti  n  n  410  280 

Kap.  2.  KfFerenzialreolinung  289 

g  1.  Diflerenaial  erstei  Ordnung  428  289 

g  2.  Ditferenzialquotient  erster  Oidnung  435  292 

g  3.  Differenaiale  hoheiei  Ordnung  443  299 

Kap.  3.  Unendliche  Eeihen  303 

g  1.  Die  imeadliehen  Eeihen  im  Allgemeinen  454  303 

g  2.  Die  Reihen  ah  Funkti  nen  einei  Zahlgrosso  4G0  306 
g  3.  Entwtckelnng  der  1  inktionei  mphiei  i  Zahlgrosaen.  oder  Einei 

extensiven  Grosse  in  Eeiken  468  315 

Eap.  4.  Integialrechnung  321 

g  1.  Integration  von  Difterenzialansdnicken  471  321 
g  2.  Integration  Ton  Diffeienzialgleichungun  wenn  die  unabhängige 

Variable  eine  Zahlgrösse  ist  491  334 
g  3.  Integration  TOnDiffeienzialgleichmgen  wenn  die  unabhängige 

Vaiiable  eme  extensive  Grosse  ist  600  341 


y  Google 


Verzeichniss 

der  wichtigsten  Stelleu,  an  denen  die  vorliegende  . 
der  Ag  von  dem  Texte  der  Originalausgabe  abweicht*). 

S,  3,  Z.  13  T.  u.  (lU,  Z,  13  V.  u,):  31  fehlt.  —  S.  8,  Z.  1,  S  y.  o.  (VH,  Z.  19 
V,  u.);  „das  zweite  die  Lehre  von  den  Reihen,  das  dritte  die  Differenzialrechnung," 

—  S.  9,  Z.  9,  10  V.  o.  (Vm,  Z.  19,  18  T.  u.):    3"  statt  5"  und  p.  149  statt  Nr.  227. 

—  S,  9,  Z.  17  Y.  u.  (Vni,  Z,  3  T,  u.):  31  fehlt.  —  S.  9,  Z.  11  v.  u,  (K,  Z.  3  r.  o.): 
pag,  statt  g. 

S.  la,  Z.  2  Y.  u.  (3,  Z.  9  Y.  0.):  Hier  und  im  Folgenden  sind  die  Summea- 
aeicten  S  in  der  Originalausgahe  überall  oben  mit  wagerecliten  Strichen  Yer- 
sehen:  X  ,  deren  Länge  jedesmal  andeuten  eoli,  auf  welobe  Gflieder  sich  das 
Zeichen  21  erstreckt.  Wir  haben  diese  Striche  immer  weggelassen.  Dadurch  wurde 
es  freilich  nSthig  an  einzelnen  SteOen  Klammern  hinzuzufügen.  Um  jedoch  einem 
übermässigen  Anschwellen  der  ohnehin  schon  grossen  Zahl  der  Elammern  vor- 
zubeugen, haben  wir  dem  Multiplikationspunkte,  dem  Doppelpunkte  der  Division 
und  späterhin  auch  dem  Brgänzungs  striche  insofern  die  Kraft  einer  Klammer  bei- 
gelegt, als  wir  diese  drei  Verknüpfungszeiehen  zugleich  als  Gränzmarken  eines 
etwa  vorangehenden  Summenzeiohens  verwendet  haben.  Diese  Fefitsetzung  steht 
damit  im  Einklang,  dass  in  den  späteren  Kapiteln  des  Buches  diese  drei  Zeichen 
so  wie  Bo  zur  Zusammenfasenng  der  Faktoren  eines  Produktes  zu  Binzelprodukten 
und  zur  Abgränzung  der  Wirkung  eines   Differenzialz  eichene  benutzt  werden.  — 

*)  Die  zuerst  stehenden  Seitenzahlen  beziehen  sich  auf  die  vorliegende  Aus- 
gabe, die  eingeklammerten  auf  die  Originalausgabe;  dahinter  steht,  wemi  nichts 
Besonderes  bemerkt  ist,  der  Wortlaut  der  Originalausgabe.  Die  bei  der  Yorliegen- 
den  Ausgabe  im  Teste  gemachten  Zusätze  sind  hier  nicht  mit  aufgeführt,  da  sie 
dm'eh  Einschliessung  in  geschweifte  Klammern:  {  [  ausgezeichnet  sind.  Ebenso- 
wenig sind  die  Druckfehler  der  Originalausgabe,  die  unmittelbar  als  solche 
kenntlich  sind  und  deren  Berichtigung  unmittelbar  klar  ist,  aufgeführt. 

Am  Rande  der  vorliegenden  Ausgabe  sind  die  Seitenzahlen  der  Original- 
ausgabe angegeben  und  die  Seitenanfänge  sind  durch  das  Zeichen  ■{■  angedeutet, 
da  der  früher  benutzte  Strich  |  in  der  A,  als  Zeichen  für  die  Ergänzung  ver- 
wendet wird.  Die  gesperrt  gedruckten  Stellen  sind  fast  alle  schon  in  der  Original- 
ausgabe dm'ch  gesperrten  Druck  ausgezeichnet,  dagegen  sind  alle  cursiv  gedruckten 
Stellen  in  der  Originalausgabe  noch  nicht  durch  besonderen  Druck  hervorgehoben. 

In  der  Originalausgabe  sind  in  den  Seitenköpfen  nur  die  Zahlen  der  Num- 
mern angegeben,  in  die  A^  eingetheilt  ist;  die  Kopfüberechriften  der  vorliegenden 
Ausgabe  sind  neu  hinzugefügt. 
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Abweichungen  der  vorliegenden  Ausgabe  von  der  Originalausgabe  doi*  A,,     385 

S.  13,  17  und  18  (3,  7  und  8):  Die  Nummern  8,  16  und  18  sind  in  der  Original- 
ausgabe unrichtiger  Weise  als  Erklärungen  bezeichnet.  —  S.  22,  Z.  11  v.u. 
(14,  Z.  8  y.  0.):  „können"  statt  „könnte". 

S.  a3,  Z.  10  V.  o.  (U,  Z.  8  Y.  u.);  ,pia«]i  22"  statt  „nach  23".  —  S.  33,  2.  13, 
12  V.  u.  (15,  Z.  12,  13  T.  o.):  Sata  18,  23,  24  statt  Satz  19,  24,  25.  —  S.  24,  Z.  17 
und  13,  12  T.  n.  (16,  Z.  11  und  lö,  16  t.  o.):  26  statt  28  nnd:  „extensive  Grösse  a 
aus  einer  andern  ii".  —  S.  »1,  Z.  5  v.  o.  (19,  Z.  4  v.  o.):  „In  der  That  wird  die 
Gleichung  (a)  ersetzt"  —  S  31  Z  16  y  o  (2B  Z  S  y  n  1:  Vor  ß  fehlt  das  S.  — 
S.  32  (25):  In  Nr.  4&  a  eht  g  statt         ß     —  S    i4    Z   11  v   u  (27    Z   14  t.  u.): 

„Bedingungsgleichungen  statt  Beatimmungsgle  cbungen  und  so  später  mehr- 
fach. —  S.  35,  Z.  10  y  o  S  V  (  »  Z  v  u  4  3  t  u )  45  statt  42,  „welche 
x^  j  keinmal  oder  zweimil  enthalten  statt  wel  he  a,^  ^  nicht  enthalten".  ^ 
S.'ae,  Z,  9,  2,  1  V.  u   (  J    Z  1  y  n    30   Z  8    9  y  oj  überall  60  statt  51. 

S.  88,  Z.  10  T.  u  (3  Z  10  V  o  )  50  statt  61  ~  S  3<1  Z  8  16  '>6,  27  v.  o. 
(32,  Z.  7  y.  u.,  33,  Z  "  13  14  y  o  1"  4  *6  38  40  statt  1  3  45  7,  Anm.; 
S9.  _  S.  41,  Z.  12,  11  y  u  (35  2  13  1  y  u)  55  und  s  statt  54  und  r.  — 
S.  42,  Z.  12,  13  y.  o.  (36    Z   J    10  y   o )    5    statt  ^H  's   43   Z   3   16  y   o.,  2  y.  u. 

(36,  Z.  2  y.  u.,  37,  2  14  ^  o  38  Z  1  y  0 )  59  statt  60  die  Zahlen  statt  „den 
Zahlen",  65  statt  45  —  S  45  Z  4  y  o  (39  Z  13  y  o )  bO  statt  62  —  S.  49, 
Z,  15,  17  y.  0.  (43,  Zlvu  44  Z  yo)  dasselbe  statt  das  Gebiet",  „ein- 
fache" statt  „blosse'.  —  S.  53,  Z.  2,  16  y.  O.  (47,  Z.  -0,  7  y.  u.J:  73,  66  statt:  74, 
67.  —  S.  54,  Z.  15,  17  V.  o.  (48,  Z.  3,  2  v.  u.):  73,  74  statt  73,  76.  —  S.  55,  Z.  10 
y.  o,  (49,  Z.  6  T.  u.):  61  statt  60.  —  S.  56,  Z.  2  y.  u,  (61,  Z.  14  y,  u.):  „der  andern" 
statt  „des  andern".  -  S,  58,  Z.  10  y,  o.,  11  y.  u.  (53,  Z,  6  y.  o.,  11  v.  u,);  45,  34 
statt  42,  28.  —  S.  59,  2.  19  y  o  (54^  Z  18  v  u)  16  statt  28.  —  S.  60,  2.  17  y.  u. 
(66,  Z.  12  T.  u.):  „erzeugbar"  statt  „eizeugt"  —  8  61,  Z.  2,  15  y.  o.  (66,  Z,  10,24 
y.  o,):  „auch",  „wenn"  statt  „zugleich' ,  „wo'  —  S  61,  Z.  5  y.  u.  (57,  Z.  9  y.  o.):  44 
statt  39,  —  S.  63,  Z.  2  v.  o.  (58,  Z  19  y  n  1  „Stufen"  statt  „Stufe".  —  S.  63,  Z.  5 
y.  u.  (59,  Z.  16  v.  0.):  90  statt  89  -  S  65,  Z  21  y  o  (,61,  Z.  13  y.  o.):  „kleiner"  statt 
„grösser".  — ■  8.  66,  Z.  2  y.  u.  (62,  Z  6  y  u )  „Ä,  B,  C  '  statt  „Ä  und  B".  —  S,  67, 
Z.18, 12,  11  y.  u.(63,  Z.  18, 13, 12  v  u)  p  64,  kleiner,  <  statt  S.  12;  grösser;  >. — 
8.  68,  Z.  21,  14,  8  y,  u.  (64,  Z  211,  12,  7  l  u  j  90,  90,  >  sUtt  89,  89,  <.  — 
S.  68,  Z.  2  y.  u.  bis  69,  Z  4  y  o  (,65,  Z  1  —  5  y  o.):  „znaammengenommen 
=  2«.— ß  —  p  =  M — (a  +  ^^Hj  Nun  ist  a-\-ß  —  n  positiv,  da  k -|- |3  nach 
der  Annahme  grösser  als  n  ist,  somit  ist  k  —  (■«  + |5  —  «)<«,  also  die  Summe 
der  Stufenzahlen  von  A'  und  B  kiemer  als  «  Also  ist  nach  Beweis  1  |[.ä'B'j 
^=[A'B''j  =  [ÄB]".  Der  Fall  eines  geiaäen  n  ist  in  der  Originalausgabe  ganz 
vergessen,  und  daher  in  der  yorliegcnden  Ausgabe  auf  S.  69,  Z.  11  y.  o.  bis8 
besonders  behandelt.  —  S.  7U  Z  20—18  v  u  65,  Z  3—1  v.u.):  „Es  folgt  hieraus, 
dass  das  regressive  Produkt  al«  em  kombinatorisi-lies  u,  s.  w."  —  S.  71,  Z.  10, 
16  V.  o.  (66,  Z.  15,  8  y.  u.):  <f  und  91  statt  \ip  und  98.  —  S.  72,  Z.  5  v.  o.  (6 
Z.  14  y.  0.):  94  statt  97,  —  S  7d,  Z  16,  17  y  o  (68,  Z.  3  v.  u.)  ist  in  der  vo 
liegenden  Ausgabe  „das  lieisst  A  hinzugefügt  —  b  73,  Z.  17,  16  v.  u.  (68,  Z. . 
3  V.  u.):  a  statt  a,.  —  S.  73,  Z.  11  y.  u.  (69,  Z.  3  y.  o.).  Diese  Gleichung  ist  in 
der  Originalansgabe  nicht  besonders  bezeichnet.  —  S.  74,  Z,  8  y.  o.  (69,  Z.  17  v.  o.): 
a  statt  «,.  —  S.  76,  2.  11  v,  n.  (71,  Z.  4  y.  0.):  45  statt  4-2.  —  8.  76,  Z,  13,  9,  7 
T.  u.  (72,  Z.  3,  5,  7  T.  o.):  90;  99;  99  statt  90,  Zusatz;  97;  98.  —  S.  78,  Z,  15 
(74,  Z.  2  V.  o.':  „sind"  statt  „ist".  —  S,  79,  Z.  3,  8  v.  o.  (74,  Z.  19,  13  > 
_,(,  und  p",  „verbindende"  statt  „« -f  j5",  „gemeinschaftliche".  —  S.  79,  Z.  1' 
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¥.  u.  (76,  Z.  6—7  V.  0.):  „entgegengesetzt  ist,  d.  h.  für  die  ■E  =  [JE-B']S'  war 
Bezeichnen  u.  s.  w."  —  S.  79,  Z.  11  und  8,  7  t,  u.  (75,  Z  10  uad  14  y  o  )  „be 
zeichnet  lA"  und:  „ist,  d,  h.  so  dass".  —  S.  79,  Z.  6  y  u  und  8  HO,  Z  'i  v  o 
(75,  Z.  15  V.  0.,  17  T.  u.);  Diese  ttleichungen  sind  in  der  Onginal,iusgabe  nicht 
beaondei-3  bezeichnet.  —  8.  80,  Z.  8  v.  o.  (75,  Z.  14  v.  u.):  „kiemer"  statt  „giiisser" 
—  S.  80,  Z.  9  T.  o.  bis  S,  81,  Z.  11  t.  o.  (75,  Z,  12  t.  u.  bis  76,  Z  14  t  o  1  Im 
Original  iantet  diese  Stelle  wie  folgt: 
(75)  „Ea  sei  zoeret  [.4JB]  =  0,  so  müssen  (nach  109)  die  Gebiete  A  und  .B  em 

Gebiet  von  höherer  als  nnllter  Stufe  gemein  haben;  sie  mögen  ein  Uebiefc  y  ter 
Stufe  gemein  haben,  also  y  einfache  Faktoren,  dann  weiden  diese  Faktoren,  da 
lÄ  nur  diejenigen  Faktoren  enthält,  welche  in  A  nicht  yorkommen,  in  JA  fehlen, 
und  aus  gleichem  Grunde  auch  in  IB,  also  werden  lA  nnd  IB  von  einem  Qe 
biete  von  niederer  als  w-ter  Stufe  nmfasat,  somit  (nach  l"9l 

[lAIB]  =  0, 
also,   da  auch  [-i-SJ   null   war  und   die   Ergänzung   einer   Zuhl   (nacb   Sü)   dieser 
gleich,  also  die  von  null  selbst  null  ist,  so  ist 

I[AB}^[IAIB]. 
76  „Es  sei  zweitens  [AB'\  von  null  verschieden,  so  enthält  dasselbe  K  +  ß  ver- 

schiedene einfache  Paktoren  der  Keihe  a^  . . .  a^^,  es  sei  C  das  Produkt  der  übrigen, 
also  [ABC]  (nach  57)  dem  Produkte  [a,  . . .  a^]  entweder  gleich  oder  entgegen- 
gesetzt, also  da  das  letztere  gleich  1  ist,  so  ist  [J.£C]  =  +  1.  Da  nun  [BC] 
das  Produkt  der  in  A  nicht  vorkommeiiden  Paktoren  ist,  so  ist  nach  der  hier 
angenommenen.  Bc zeich rning 

IA=^[ABC].[BÜ], 

IB  =  [BAC].IAC]    und    1[AB]  =  [ABC]C  '. 
Also,  da  [ABC],  [BAC]  Zahlen  (=  +  1)  sind, 

[IAIB]  =  [ÄBC][BAO][BC.AC] 

^[ABC][BAC][BAC].  C  [107]. 

„Da  mm  [BAC\  =  +  1  ist,  so  ist  [B.40]  [B  J.GJ  =  1.     Also 

[lAIBl  =  [ABC] .  C^I[AB]  [*]." 

8.  83,  Z.  II  v.  o  14  V  u  (  S  Z  Ib  1  V  nj  vo  D  larateUbar"  statt 
„der  D/\  „darstellen  —  8  84  Z  8  v  u  (80  Z  14  v  o )  dasselbe"  statt  „die- 
selbe". —  8.  85,  Z.  1  v  o  (8')  Z  1  V  u}  95  statt  Jb  —  =!  »5,  Z.  7  v.  u.  bis 
S.  86,  Z.  7  V.  o.    Diese  Stelle  st  1 1  in  1er  Or  „  nalauagabe  a  f  S  J8,  Z.  4—16  v.  o. 

—  S.  86,  Z.  18  V.  0.  (81  Z  lü  V  n )  1  e  also  statt  also  1  e  —  S.  87,  Z.  16, 
15,  15  V.  u.  (82,  Z.  S,  7  b  V  u  )  E  E  dem  statt  C  C  ien  —  S.  87,  Z.  5  v.  u. 
(83,  Z.  4  V.  0,):  114  statt  11  —  8  8S  .^  20  12  v  u  (8o  Z  13  5  v.u.):  „kleiner 
als"  und  „nach  Bewe  s  1  statt  ^  nnd  nacl  lem  ersten  The  le  des  Beweises". 
~  8.  88,  Z.  7  V.  u.  bis  b  89  Z  14  V  u  In  de  Unginalausg  be  steht  diese  Stelle 
auf  S.  183,  Z.  2  V.  o.  b  s  5  T  ~  S  90  Z  17  IS  md  "0  v  o  (84,  Z.  9  und  7 
V.  «.):  „Faktoren,  deren  t  fenzahl  n  cht  null  t  enthalt  ao  at  und:  „A  und  B 
incidente  Faktoren  sinl      —  ^   JO   Z   14  v  n    (84    Z  1  v  u  j      aho"  statt  „aber". 

-  S.  90,  Z.  7  V.  u.  (85,  Z.  »  V.  o.).  „Em  gemischtes  Produkt  dreier  Grössen  [ABC] 
ist".  —  S.  91,  Z.  4  V.  o.  (85,  Z.  18  v.  o.):  105  statt  103.  —  S.  91,  Z.  10  —  12  und 
13  V.  o.  (85,  Z.  14,  13  und  12  v,  n.):  „Also  ist  das  Produkt  [BC]  dann  und  nur 
dann  nnil  (nach  109),  weim  D  und  G  ein  System  von  höherer"  und  „System" 
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stallt  „Gebiet".  ~  S.  92,  Z.  4  y.  o.  (SG,  Z.  17  v.  u.):  131  statt  122.  —  S,  93,  Z.  15, 
n  T.  o.  (87,  Z.  4,  2  y.  n.):  a  +  ß  +  y  statt  g  +  r +  S.  —  S.  94,  Z.  3  v,  u.  (89, 
Z.  17  Y.  u.)  „System"  statt  „Gebiet".  —  S.  9<i,  Z,  16,  IC,  17  v.  o.  (91,  Z.  3,  3,  4 
Y.  o.)r  58,  123,  58  statt  120,  124,  120.  —  S.  96,  Z.  18  Y.  0.  (91,  Z.  5  y.  o.):  „folgt 
aus  der  letzten  Kongmenz  wieder  die  erste".  —  8.  96,  Z.  19,  2  y.  u.  (91,  Z.  7  y,  o., 
17  Y.  u,):  [ABCi,  [BA]  statt  [BAC],  \BAC].  —  S.  97,  Z.  3,  4  und  G  y.  o,  (91, 
Z.  13,  12  und  10  y.  «.):  „mit  umgekehrter  Ordnung  in  Klammern  schliesst,  d.  ii." 

S.  97,  Z.  16  Y.  o.  (92,  Z.  2  y.  o.):  125  statt  119,  120.  —  S.  97,  Z.  10,  9  y,  u.  (92, 
Z.  14  V.  o.):  „Ordnung  iu  Klammei-n  schliesst".  —  S.  99,  Z.  14  y.o.  (94,  Z.  6  y,  o.): 
A^  statt  A^.  —  S.  99,  Z.  19—14  Y,  u.  (94,  Z.  13—17  y.  o.):  „m^J)  sein.  Aber 
dann  ist  (nach  90)  die  Stnfenzahl  von  [Oi  . .  -  «„,]  gleich  n  —  m  und  die  YOn  C 
gleich  n — p,  somit,  da  w  —  m^n — p  ist,  so  ist  die  Stufenzahl  des  Gebietes, 
auf  welches  zurückgeleitet  wird,  u.  s.  w.".  —  S.  101,  Z.  13,  8  y.  n.  (9S,  Z.  IG,  II 
Y.  u.):  „Nun",  127  statt  „Dann",  128.  —  S.  102,  Z.  16  y,  o.  (97,  Z.  14  v.  o.): 
„kleiner"  statt  „grßsser".  —  S.  102,  Z.  19  und  20  y.  o.  (97,  Z.  15  tmd  17  r.  o.): 
„Projektion"  statt  „Zuräckleitung".  —  S.  102,  Z.  10  y.  n.  (97,  Z.  12  y.  u.):  98  statt 
97.  —  8.  103,  Z.  7  Y.  13.  (99,  Z.  2  y.  o,):   77a   statt   77.  —   S.  104,  Z.  16—11   y.  u. 

(99,  Z.  10—6  v.u.):  „Zusatz.    Ist  ins  Besondere  Ä  =  a,£:^  +  a^E^ -\ ,  so  ist 

[AF;]^a^,  d.  h.  fAF,]  =  <t,,  [AF^]'^a^,...".  —  S.  105,  Z.  14  v.  o.  (100,  Z,  17 
y.  u.):  76  statt  60.  —  S.  106,  Z.  8  y.  u.  (101,  Z.  10  y.  u.);  79  statt  63.  —  S.  107, 
Z.  12  Y.  0.  (102,  Z.  13  T.  0.).:  98  statt  89.  —  S.  109,  Z.  10,  11  y.  o.  (104,  Z.  12,  13 
y.  o.):  „hezieklich  mit  ai,«^, . . .  et,,  multiplicirt;  d.  h.  die  n-te  Gleickung  ist  aus 
u.  s.  w."  —  S.  111,  Z.  9,  8  V.  u.  (106,  Z.  6,  5  v,  u.):  E,  und  S,  statt  je^  und  [e^ . 
—  S.  112,  Z.  5,  6  y.  o.  (107,  Z.  9,  11  y.  o.):   1854;  1845  statt  1853;  1847. 

S,  112,  Z.  5  Y.  u.  (107,  Z.  2  Y.  u.):  ß^B^  statt  P,„5,,,.  —  S.  113,  Z.  2  y.  o. 
(108,  Z.  5  Y.  o.):  100  statt  9Ü.  ~  8.  113,  Z.  3  y.  u,  bis  S.  114,  Z,  2  y.  o.  (109,  Z.  8 
— 10  y.  o.):  „Die  Elaaeenzahl  ist  dann  also  p  —  a,  im  zweiten  Falle  a  —  p,  in 
beiden  Fällen  also   d       i      t      n  D  ff  unl  ß     1    ch",  —  S,  115,  Z.  5 

V.  0.  (110,  Z.  12  Y.     )    144    tatt  14      ~  b   llö    Z   3   4  (110,  Z.  14,  13  t.  u.): 

„[i?,G£sS]  das  P    d  kt    11  p      gl    h      Bmi    t      und  gleich  der  u.  s.  w." 

— ■  S.  116,  Z.  19—17  (111    Z  4  )      E  [Jbl  (  ]  das  Produkt  aller 

itrspranglicben  Einh    te  d  gl      h   1  t     B=[Fff]     u.  s.  w."  —  8.  116, 

Z.  10  Y.  u.  bis  8.  118    Z  In    1       0   gl     1      g  1      (S   111,  Z.  9  y.  o.  hia 

8  y.  u.)  lantet  dies       t  11 

„149.    Wenn  L  T  C  E   h^t  l        1      dei  [Er]  noch  [EG]  mül  ist, 

so  ist  entweder' 

lEF\Ea]^{_F\ff],   oäffi-   [FE\GE]^iF\G-\, 
ersteres,  tvenn  F  von  hoke}et  Stufe  ist  als  G,  ht.tetes,  we««  ff  von  Mherer  Stufe 
ist  als  F.    Sind  beide  lon  gletchei  iStufe,  so  und  beide  Formeln  gültig. 

Beweis.  1.  Wenn  F  und  G  nicht  einander  mcident  sind,  so  sind  ancli 
[SF]  lind  [Etr]  nickt  einander  racident,  also  sind  dann  (nach  147)  beide  Seiten 
der  zu  erweisenden  Gleii-hung  null 

„2.    Wenn  G  dem  F  untergeordnet  ict,  so  sei  F^iGH].     Dann  ist 

[EF,EG'\  =  lEGH  JiG]  =  H  [148] 

=  [fffi"|G]  |"U8J 

=  [F,G\. 
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„3.    Wenn  F  dem  G  untergeordiiet  iat,  so  sei  G  =^  [HF] .     Dann  ist 

[fis  ge\  =  \fe\rff'\  ^  \h  [us] 

-  [f\e:f]  [148] 

-  [F\G]. 

„i.  Wenn  F  und  G  von  gleicher  Stufe  sind,  also,  bei  Ausschluss  des  Falles 
in  Beweis  1,  zusammenfallen,  so  ist  (nach  70)  sowohl  G  dem  F,  als  F  dem  G 
untergeordnet,  und  es  gelten  also  nach  Beweis  2  nnd  S  beide  Formeln." 

S.  119,  Z.  2  Y.  o.  (112,  Z.  10  V.  u.):  V'^T  statt  —  1,  —  S.  119,  Z.  4—2  v.  u. 
(113,  Z.  5,  4  T.  u,):  „Obergelit,  a,  nnd  ij  von  derselben  Länge  sind  wie  a  und  h 
und  gegen  einander  senkrecht  bleiben.  Es  bleiben  n.  3.  w."  —  S.  150,  Z.  li  v,  o. 
(114,  Z.13  ¥.0,):  aid  —  i/a  statt  q:(ic6  —  i/a).  —  8.120,  Z.  23  y.  o.  (114,  Z.  20  v.o.): 

[a,\b,]  =  [(xa  +  yb)\{a:b^ya)]  =  xy{b^~a^). 
S,  133,  Z,  4  V.  u.  (118,  Z,  16  Y.  0.):  „des"  statt  „der".  —  S.  134,  Z.  19,  10  t.  u. 
(119,  Z.  7,  17  T.  o.):  „auf",  159  statt  „zu",  161,  —  S,  125,  Z.  5  v.  u.  (120,  Z.  IS 
V.  u.):  117  statt  141.  —  S.  126,  Z.  16  t.  o.  (121,  Z.  8  v.  o.):  „und  zwar  sowohl  A 
als  B  jede".  —  8.  127,  Z.  16  v.  u.  (122,  Z.  14  v.  u.):  91  statt  89.  —  S.  129,  Z.  1,  3 
V.  0.  (124,  Z.  6,  8  V.  0.):  „4  auf  B",  145  statt  „B  auf  Ä'\  169,  —  S.  129,  Z.  18 
Y.  o.  (124,  Z.  le  V.  u.):  77b  statt  77.  —  S.  129,  Z.  17  v.  u.  bis  S.  130,  Z.  11  v.  o. 
Diese  Stelle  lautet  in  der  Originalausgabe  (S.  124,  Z.  10—5  v.  u.)  so: 

„Aber  [^,B,|.i,CJ  ist,  wenn  Aj,  B, ,  C^  Einheiten  höherer  Stufe,  d.  h. 
kombinatorische  Produkte  der  ursprünglichen  Einheiten  sind,  (nach  149)  gleich 
[B,  Oj.].  Dasselbe  findet  aber  (nach  168)  noch  statt,  wenn  jene  Grössen  kom- 
binatorische Produkte  der  Grössen  eines  einfachen  Normalsystems  sind,  also  in 
imaerm  Falle.    Somit  wird"  u.  s.  w.  — 

8.  131,  Z.  1  V.  o.  bis  4  v.  u.  (125,  Z.  17—10  v.  u.).  In  der  Originalausgabe 
lautet  die  Stelle  so: 

„Beweis  1,  Es  seien  die  einfachen  Paktoren  von  [AB]  alle  zu  einander 
normal.  Da  A  von  gleicher  Stufe  mit  A  ist,  so  ist  es  aus  den  multiplikativen 
Kombinationen  A,  A^  , ...  numerisch  ableitbar.    Es  sei  h  =^  nA  -{-  dfÄi  -f"  ■  ■  'i  ä**  ^*^ 

lÄB\kB]^[AB\{aA-{-ci,A,  -\ )B] 

^alAB]AB]  +  a,[_ÄB\A,B]-\ ." 

8.  131,  Z,  1  V.  u.  (8,  125,  Z.  7  v.  u,):  In  der  Originalausgabe  fehlt  das  Glied: 
o!^[A£\A^B].  —  S.  132,  Z.  5,  7,  11  v,  o.  (125,  Z.  1  v,  u,,  12G,  Z,  1,  G  v,  o.): 
In  der  Originalausgabe  fehlen  die  Glieder: 

a^^^[Bj|B],  a^A^,  [Ä^\A][B^\B].  — 
8,  132,  Z.  8  V,  o,  (126,  Z.  2  Y.  o.):  „weil  A^  mit  den  zu  ihm  normalen  Gios'ieu 
A,A,,  . . ,"  u,  s,  w.  —  S,  133,  Z,  14,  15  v,  o,  (127,  Z,  12  v  o)  „deren  Summe 
ungeändert  bleibt".  —  S.  133,  Z,  15  v.  u.  {127,  Z.  IS  y,  u,):  „Eaktorreihe,  aho  aui,h 
für  a,  ö,  .,,  d,  h,"  u,  s,  w,  —  8,  136,  Z,  8  y,  u,  (130,  Z,  2  v  u)  —  [ai6][a  [&] 
statt  —  [o|6'}[ftlo'],  —  S,  136,  Z.  4  Y.  u,  (ISl,  Z.  3  v.o.):  [abcd]'  statt  [abcd]^. 

—  8.  137,  Z.  16  Y,  0.  (131,  Z.  14  y.  u,):  „irgend  einer  (m-ten)".  —  S.  139,  Z.  12 
V.  n.  (134,  Z.  4  Y-  o.):  98  statt  100.  —  S.  141,  Z,  5,  4  v.  u.  (136,  Z.  IS,  14  y.  o.): 
Sß,a^  statt  ^(3,ö,.  —  S.  142,  Z.  1  v.o.  (136,  Z.  18  v.o.):  1S8  statt  152.  —  S.  143, 
Z,  2,  3  V.  0.  (137,  Z.  12  Y.u,);   „sin(a&c...)  den  Ausdruck,  welcher  numerisch". 

—  8.  14S,  Z.  3—1  T.  u.  (138,  Z.  17-19  V.  o.):  „so  ist  das  äussere  Produkt  der- 
selben,' abgesehen  Tom  ^  Zeichen,  gleich  dem  Produkte  der  numerischen  Wecthe 
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in  den  sinus  des  Zwischenwinkels",  —  S.  145,  Z,  8—6  v.  u.  (140,  Z,  13,  14  v.  0.): 
„Beweis.  Die  Formel  geht  ans  202  henor,  wenn  man  [_lk^^SO"  setzt."  — 
S.  146,  Z.  4  V.  u.  (141,  2.  13  y.  o.):  „dargestellt  ist"  statt  „dargestellte".  —  S.  147, 
Z.  3,  i  V,  o,  (141,  Z.  16,  15  V.  u,).    Die  Formel  lautet  in  dev  Originalauegabe  so; 

206.  ain  iAS  .»in  i  AB.  cos{i  AB  .AB)  ^  S  cos  iA^.A.  cos  /.  B,.  B . 
8.  147  (141,  142).  In  den  Hm.  308—211,  313,  '215  steht  mehrfach  cos  ac,  cos  be,... 
statt  cos/.ac,  coeibe,...  und  sin.  (ab)  statt  sin iab.  —  S.  147,  Z.  9,  8  v.  a. 
(143,  Z.  4,  6  Y.  o.)  „Ergänzungen"  und:  „sin  ac  .  sin  bd .  cos  (iab  .  C(?}"  statt  „er- 
gänzende Kombinationen"  und:  „Bin  /.  ac  .  sin  [_  db  .  cos  [_  (ac  .  ab).  —  In  der 
Originalausgabe  folgt  hinter  Nr.  313  noch  die  Anmerkung: 

„Änm.    Ebenso  wurden  sich  die  übrigen  Formeln  aus  §  3  haben  iimgesialten  ( 
lassen,  wenn  man  noch 

gesetzt  hätte  u.  s.  w." 

Wir  haben  im  Teste  diese  Anmerkung  weggelassen,  da  nicht  einzusehen  ist, 
was  Grassmann  eigentlich  damit  gemeint  hat, 

S.  148,  Z,  1  Y,  u.  bis  S.  149,  Z.  1  t.  O.  (143,  Z.  13,  14  v,  o.):  „durch  die  Sätze 
in  §  1  die  Geltung".  —  S.  149,  Z.  8  \.  o.  (143,  Z.  30,  31  v.  o,):  „die  senkrechten 
Projektionen  (normalen  Zurückleitungen)  you  EA".  —  S.  149,  Z.  11,  18  v.  O.  (143, 
Z-  16,  8  T.  Tl.):  „Lehrsatz"  statt  „Lehnsatz".  —  S.  150,  Z.  8  v.  o.  {144,  Z.  15  \.  u.): 
„von  den"  statt  „für  die".  —  S.  150,  Z,  15,  8  v.  u.  (144,  Z.  3  v.  U.,  1*6,  Z.  1  v.  O.): 
119,  118  statt  319,  218.  —  S,  152,  Z,  3  v.  o.  (146,  Z.  16  y.  o.).  Diese  Öleiclinng 
ist  in  der  Originalausgabe  nicht  besonders  bezeichnet.  —  S.  153,  Z.  15  t,  u.  (147, 
Z.  3  ¥.  o.):  218  statt  216.  ~  8.  153,  Z.  15  t.  n.  (148,  Z.  5  v.  o.):  222b  statt  2220, 

—  S.  156,  Z.  10  y.  u.  (150,  Z.  20  v.  u.):  „einer"  statt  „der".  —  S.  162,  Z.  i— 8  v.  o. 
(157,  Z.  3^7  Y.  o.):  „unendlich  entfernt,  so  ist  (in  231)  gezeigt,  dass  dann  n,  ii,  c 
drei  Einer  Ebene  parallele  Streeke»  sind,  d.  h.  (nach  228)  dass  a,  b,  c  unendlich 
entfernte  Punkte  sind,  die  in  Einer  unendlich  entfernten  Ebene  liegen".  —  S.  163, 
Z.  15,  16,  21  7.  0.  (157,  Z,  13,  14,  19,20  v.  o.):  s  =  — S,  S(D  ~  E),  J)  ~  A  statt 
e  =  —  i,  s(E—J}),  A-^D.  —  S.  163,  Z.  15  V.  o,  (158,  Z.  14  v.  o.):  D  —  A  statt 
A~D.  ~  S.  166,  Z.  IS  V.  0.,  1  V.  u,  (160,  Z.  16,  1  v,  u,):  „Lehrsatz",  „den"  statt 
„Lehnsatz",  „dem".  —  S.  166,  Z.  6  v.o.  (161,  Z.  17  v.u.):  221  statt  216.  —  S.  167, 
Z.  3  V.  0.,  33,  22,  16  v.  u.  (162,  Z.  16,  1  y.  u.,  163,  Z.  1,  7  v.  0.):  231,  „Umwand- 
lung" statt  230a,  „Aenderong".  —  S.  169,  Z.  11,  10  und  5,  4  v.u.  (165,  Z.  23,  22  und 
17,16  v.u.):  „ab  nnd  nli' gleichbezeichnet  und  in  derselben  Ebene  liegend",  „durch 
mehrmalige  Anwendnng  einer  einfaehen  linearen  Aenderung,  d.  h.".  —  S.  170, 
Z.  12  V.  u.  (166,  Z.  20  T.  u.):  „da  auch  ab  =  ¥  gesetzt  wai".  —  S.  171,  Z.  4  v.  o. 
(166,  Z.  5  v.  u.):  344  statt  264.  —  S.  17S,  Z.  12  v.  o.  (169,  Z.  3  v.  o.):  46  statt  40. 

—  S.  174,  Z.  21—18  und  9  v.  u.  (170,  Z.  7—10  und  21  v.  o.):  ,,aIso  auch  mit  AB 
parallel,  und  folglich  auch  mit  der  Ebene  ABC  ist,  so  sind  (nach  244)  die  Spate 
ABCD  und  ABGE  gleich  und  gleichbezeichnet,  d.  h.  die  Spate  abc  und  abe', 
d.  h.  der  Spat  abc  bleibt"  und;  „gieichbezeichnet.    Also  da  nach  dem  Obigen".  — 


175,  Z.  6  T.  0.  (170,  Z.  3  v. 

u.):  „Also"  statt  „Dann  sind".  —  S.  175,  Z,  2  v.  u. 

I,  Z.  9  y.  «.):   79  statt  80.  - 

-  S,  176,  Z.  15,   14  und  9  v.  u.  (173,  Z,  22,  21  nnd 

y.  U.): 

„  =  [4BC«Ö]                                                        [67] 

^a[ABCI)^                                                   [40]", 

1:  „das  Spat",  wofür  noch  ei 

iiige  Male,  der  sonstigen  Schreibweise  Grassmanns 
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entspreciend,  „der  Spat"  gesetzt  ist.  —  S.  179,  Z.  15,  4  v.  u.  (175,  Z,  15,  3  v.  u.): 
321,  251  statt  216,  257.  —  S.  179,  Z.  I  v.  u.  bis  S,  180,  Z.  2  v.  o.  (1T6,  Z,  2—6 
T.  0.);  „zweiter  und  dritter  Stufe.  Da  ferner  alle  Punkte  der  Ebene  sich  ans 
dreien,  aber  nicht  ans  weniger  Punkten  derselben  numerisch  ableiten  lassen  (233), 
80  ist  (nach  14)  die  Ebene  ein  Gebiet  dritter  Stufe,  und  ebenso  (nach  932  und  14) 
der  Kaum  ein  Gebiet  vierter  Stufe.  Nach  88  u.  s.  w.".  —  S.  180,  Z.  6  v,  u.  (177, 
Z.  1  T.  o.):  K[iJii]  statt  [aB.p].  —  S.  181,  Z.  1,  2  v.  o.  (177,  Z.  7  t.  o):  „dessen 
Länge  ip  +  q)  die  Summe  aus  den  Längen".  —  S.  181,  Z,  23  v.  u.  (177,  Z.  13,  12 
v.u.);  „gleiehbezeichnet  dem  eines  Parallelogrammes  ABCD  ist".  Diese,  der 
Nr.  239  widersprechende,  Bezeichnung  des  Parallelogramms  findet  sicli  noch  einige 
Male  nnd  ist  jedesmal  Terbessert  —  S.  181,  Z.  3  v.  n.  (178,  Z.  7  t.  o.);  [CD]  statt 
[XtC].  —  S.  182,  Z.  2,  &,  7  V.  0.  (178,  Z,  13,  lö,  17  y.o.):  „sei",  [flC],  [OD]  statt 
„ist",  \CD\  [PC\.  —  S.  183,  Z.  9,  18  v.  o.  (179,  Z.  12,  2  t.  u.):  „wo  A  ein  Pro- 
dukt, &  und  c"  und:  „welche  von  diesen  letzteren  im  Verhältnisse",  —  S,  183, 
Z.  13,  10,  5  V,  u.  (180,  Z,  9,  12,  17  v.  o.):  „ausserhalb  der  beiden  Ebenen  der 
Summanden";  277  statt  280:  „Prisma's"  statt  „Spates".  —  S.  185,  Z.  18  und  9—7 
Y.  u.  (182,  Z.  11  und  20  v.  o.):  „Erstores  giebt  (nach  322  und  253)  einen  Linien- 
theil"  und:  {S8]^[ABAB^  =  0  [80]".  —  S,  186,  Z,  20,  12,  7  v.  u.  (184,  Z.  10, 
20,  24  V.  o.):  104;  221;  104  statt  103;  230a;  103.  —  S.  187,  Z.  7  y.  o.,  13,  9,  4 
v.u.  (184,  Z.  4  V.  «.,  185,  Z.3t,  16,  II  v.u.):  255;  287;  (s,  o.);  287  statt  257;  119c; 
(naek  289);  119c.  —  S,  188,  Z.  3  v.  o.  (185,  Z.  4  v.  u.):  104  statt  103.  —  S.  189, 
Z.  19  V.  o.  (187,  Z.  18  V,  o.):  387  statt  119c.  —  S.  190,  Z.  9  v.  u.  (188,  Z.  4  v.  u,): 
„Ansdehuungen"  statt  „Ausweichungen".  —  S.  191,  Z.  10—14  v.  o.  (189,  Z.  16—18 
V,  o.):  „Die  Gleichung  einer  geraden  Linie  X,  die  mit  den  geraden  Linien  ,4  und 
ß  durch  denselben  Punkt  geiit,  ist  [XJIB]  =  0".  —  S.  191,  Z,  15  y,  o.,  14  v.u. 
(188,  Z.  18',  7  V.  u.):  301;  „drückt"  statt  295;  „sagt".  —  S.  192,  Z.  8  v,  o.  (100, 
Z.  18  V.  n.):  „nicht  identisch  =0  ist",  —  S,  194,  Z.  9  v.  o.,  13  v.  u.  (192,  Z.  9 
V,  u.,  193,  Z.  11  y.  o.):  119a  statt  119.  —  S.  196,  Z.  7,  3  y.  u.  (195,  Z.  14,  13  v.  o.): 
„heisset",  „Punkte  p"  statt  „heisse",  „Punkte  »".  —  S.  197,  Z.  8—11  v,  o.  (195, 
Z.  10—8  V.  n.):  „in  der  Porni 

{xeDc^Bax]  -  0  [104] 

schreibt.  Wird  x  =  c,  so  wii-d  \ca{cd)}  =  [ead\c,  und  dies",  —  S.  197,  Z.  IS- 
IS V.  0.  (195,  Z.  5—1  y.  u,)r  fünfmal  ee  statt  ec,  zweimal  bo  statt  (öc).  —  S,  197, 
Z,  18,  14,  1  V.  u.  (196,  Z.  2,  6,  20  v,  o.):  104;  123;  ,,ihr"  statt  103;  316;  „der 
Gleichung".  —  8.  198,  Z.  1  v.  o.  (196,  Z.  16  v.  u.):  „liegt"  statt  „liege".  —  S.  199, 
Z.  0  V.  o.  (197,  Z,  15  V.  0.):  „können"  statt  „kann".  ~  S.  201,  Z.  2  v.  o.  (199,  Z.  I 
y,  0,):  [rfc]  =  C  statt  [de\  =  C.  —  S.  301,  Z.  10  v.u.  (199,  Z.  16  v.  u,):  dreimal  C 
statt  [cd],  --  S.  202,  Z.  9  v.  o.  (199,  Z.  1  t.  u.):  „dann"  statt  „femer".  —  S.  303, 
Z.  7,  5  V.  u.  (201,  Z,  15,  17  y,  o.)r  323;  324  statt  325;  326.  —  S.  204,  Z.  6,  10  y.  o. 
(201,  Z.  13,  7  V.  n.):  *  und  *•*  statt  "  und  *'*'.  —  S.  204,  Z.  15,  10  v.  u.  (202, 
Z.  6,  11  Y,  o.):  325  statt  327,  —  S,  205,  Z,  16,  15  v, u.  (203,  Z.  10,  11  v.o.):  1;  —1 
statt  —  1;  -f  1.  —  S.  207,  Z.  13,  15  y.  o.  (205,  Z,  13,  15  v.  c):  „Gi-ades  liefert  von 
der  Form";  „und  welche  bei  jeder".  —  S.  308,  Z,  7  y,  u.  (306,  Z.  10  y.  u,):  101 
statt  90.  —  S.  209,  Z.  6,  8,  llf.  v.  o.  (207,  Z.  3,  tj,  10  y.  0.):  „d.  h."  statt  „also 
wirkUck";  „d,  h.  (nach  254)";  „parallel  ist,  also  [« |  6]  gleich  null,  also  o  zu  ö 
normal  ist.  Der  Begriff".  —  S.  209,  Z.  14  v,  u.  (207,  2.  18  v,  u,).-  „Beweis  1" 
statt  „Beweis  2  und  S".  —  S.  211,  Z.  10,  11  v.  o.  (209,  Z.  19,  18  v.  u.):  „von  der 
Lange  M  bilden".  —  S.  211,  Z.  15,  13  v.  u.  (209,  Z.  8,  1  y.  u.):  36;  137  statt  70; 
167.    —    S.  211,  Z.  13,  11  V.  u.  (210,  Z,  1  V.  0.):  «[aftc]  statt  «)/[^6c];  „aber" 
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statt  „ferner".  —  S,  212,  Z.  7,  8  v.  o.  (210,  Z.  13,  18  ¥.  u,):  .4  statt  a.  —  S.  213, 
Z.  20,  13,  3  V.  H.  (211,  Z.  16,  8  v.  u.,  212,  Z,  3  v.  o.):  99  statt  97;  „eiaen  vierten 
endlicb";  c  eUtt  [cd].  —  S.  214,  Z.  9—14  v.  o.  (212,  Z.  14—16  v.  o.):  „Sie  liefert 
hier  wie  oben  (164)  ■ingedeutet  wurde,  die  senkrechte  Projektion,  was  ich  hier 
jedoch  nicht  weiter  dailegp»  will  TJeberhaupt  werde  ich".  —  S.  216,  Z.  16  v.  o. 
214  Z  16  y  u)  aas  statt  19d  —  S.  217,  Z.  2,  7,  17  y.  0.  (215,  Z.  5,  llf.,  23  v.  o.): 
konstanten  dieser  Strecke  so  i''i"  statt  „festen";  „dieses  Abstandee";  „es 
wild  daher  8   218   Z   6   5    3    Iv  n  (217,  Z   6,8,  lOf  v   o)    „einen  Piachen 

räum,  lai,  dessen  numenarhei  Werth  1  i'<t,  und  welcher",  „dieiei  FUchPiiraum'-" 
Diese  Flächemaume  lufgefisst  als  Theile  dei  betreSenden  Ebenen,  d  h  als 
Urds^en  drittel  Stufe  —  =?  219  Z  4f  v  0  f217,  Z  Ibf  i  o)  Punkt  x  geht, 
aho  gleich  A    mal  dei  Hohe   oder  da  A   numenscli  gleich  1  ist,  gleich  der  Höhe" 

—  S  210  Z  13  T  o  (217  Z  13  V  n)  ,  und  B  numerisih  gleich  1,  p  abei  '  — 
S  219  Z  25— -20  >  u  (217  Z  7—2  v  a)  „Fl&chentheiie  Ä  ,  B  ,  annimmt, 
welche  numerisch  gleich  1  sind  und  mit  Punkten,  die  auf  dei  &eite  posi 
tivee  Produkt  and  q  der  numeiischc  Werth  dieies  Flächeat heiles  Nollte 
jedoch".  —  8.  219,  Z.  19,  18  v.  u.  (218,  Z.  1  v,  o.):  qB;  itfUx}  statt  [Kx]^  j[Ä«].  — 

S.  220,  Z,  3f.  und  llf.  T.  0.  (218,  Z.  16,  16- und  7  v.  u.):  „festen  Kreisen,  deren 

Mittelpunkte"  und:  „-pa  oder  um  («  +  |S  H )gi".  —  S.  221,  Z.  1  y,  o.  (219,  Z.  16 

y.  u.):  „die  konstiuite  Grösse"  —  S  '>''l  Z  18  16  15  v  u  (220  Z  6  8  9  v  o)- 
q;    „auf";    „liegen"    statt  qj       nach  ger  i-htet   sind       —    S   '22    Z    18  und 

17,  16  v.u.  (221,  Z.  6  und  8  v  o)  senkiecht  stehen  soll  Da  a  ein  Punkt 
und:  „also  soll  der  Fächenraum  auf  (  senkietht  —  8  2--  Z  li  v  u  -21  Z  9 
V.  o.):  „333)  {{db+  c)  &]  ==  0  oder  —  's  223  Z  8—10  v  o  ('21  Z  b  6  v  n| 
„dreier  Strecken,  so  ist  |&  em  Psodukt  zweier  Stiecken   als    [\b    T]  =  0  u  o  w 

—  8.  223,  Z,  1  V.  u.  (222,  Z   1  v  u )    12  statt  l'l 

S.  224,  Z.  10  V.  u.  (223    Z   4   3  v    i  >      wenn  auch  luseei  den    u  pi   nglichen 
Variabeln  noch   der  Wei-th'     —  S     26     Z   <l  v   o    (  25    /   14  v   u        Im   Original 

fehlt;  ;/  =  yiC,  H !-;/„/       —  8   '2"   Z  7t    Ijf  v  o  (2"6   Z  lo  7  6t  u)      und 

diejenigen,  aus  welchen  sich  die  abhangigen  VaiiaLeln  indem  man  hierin  die 
obigen  Werthe".  —    S.  233     Z    11   V     i    C'^i     Z    21  v    u  Bedmgungsglei 

chungen"  statt  „Beatimmungsglei  hungen  und  so  noth  mehrmals  ^8  3b  Z  7f 
13  T.  o.  (236,  Z.  4f,,  llf,  T  o)  Jede  aus  ihnen  ableitbaie  Glen-hunf  alle 
GUeder  einer  solchen  abgeleiteten  Gleichung  —  S  2äl  Z  14—18  \  o  (.iJ  Z  4 
^1  V.  u.):  „Erklärung,  tntei  dem  algebra  sehen  Quotienten  A  B  verstehe 
ich  denjenigen  Ausdruck,  nelchei  mit  B  ilgebiaiecb  mnltipliuit  A  giebt  d  h 
{A:B).B  =  A'\  —  8.  240  Z  Ib  T  o  (241  Z  4  v  o )  die  stitt  und  — 
8.  241,  Z.  13f.  T.  o.  (242,  Z  7  t  o1  aiataischen  Ich  weide  deshalb  auch  die 
Zähler",  —  8,  243,  Z.  10,  14  v   o   (244,  Z   1\  15  v  u)     1(7,  2,^,  statt  3  7,  A^i,. 

—  S,  244,  Z.  1,  5  V.  o,  (245,  Z.  9,  14  v.  o,};  „sie";  153  statt  „beide  Ausdrücke"; 
350,  —  S,  245,  Z,  3,  19  v,  o,  (240,  Z.  24,  7  v,  u.):  360;  60  statt  362;  55.  —  8.  245_ 
Z.  IS  und  11  T.  u.  (247,  Z.  6  und  12  v.o.):  „=  [a&  .  .  .]  [^B  . .  .]"  und;  „£,  [J.S...J 
^J-i,  E^\AB  , .  .'\^~  Ai,  . . .".  Die  Umstellung  ist  vorgenommen  worden,  weil 
Grassmann  in  Ä^  sonst  immer  Qci  schreibt,  wenn  Q  ein  Quotient  ist,  imd  weil  er 
selbst  nachher  schreibt;  [J,"'][a&...l.  —  8,  24(5,  Z.  4  v.  u.  (248,  Z,  10  v,  o.);  SSO 
statt  S78.  —  S.  248,  Z.  12,  2,  I  v.  u.  (250,  Z.  3, 13,  15  v.  o.)t  380;  ^g;  %>{)  statt  378; 
Qp\  Qp-  —  S.  260,  Z.  14  —  16  und  20  V,  o.  (251,  Z.  9—7  und  3  y.  u.):  „ableitbar 
sind;  dann  aber  lässt  sich  der  Bruch  p" —  Q,  dessen  au  den  Nennern  «,,...«„  ge- 
hörigen Zähler  (nach  a)  Ci,..,c,i  sind,  (nach  366)  auf,"  und;  „sei"  statt  „ist",  — 
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S.  250,  Z.  4  V.  u.  ('253,  Z.  18  v.  o.);  „diese"  statt  „solche".  —  S.  251,  Z.  6  t.  u. 
(353,  Z.  17  V.  u,):  389  statt  388.  —  S,  253,  Z,  C— 8,  10  v,  o.  (253,  Z.  5,  3  v.  u.): 
„eingesetzt  werden;  dann  wird  c,  =  (9  —  $)«!  =  eo,  —  §a,"  u,  s,  w.;  „Gleichung 
(a)  verwandelt  sich  in".  —  S.  252,  Z.  12—10  v.  q.  (254,  Z.  14—17  v.  o.):  „genügen, 
so  ist  aus  der  Theorie  . . .  bekannt,  dass,  wenn  man  . . .  darbieten  müsse,  d.  h.  es 
muss  noch".  —  S.  252,  Z.  3  v.  u.  (254,  Z.  15  t.  u.):  „ist.  Diese  Gleichung  g  sagt 
aus".  —  S.  353,  Z.  8—17  v.  0.  (254,  Z.  3—1  v.  u.):  „in  die  Gleichungen  (c)  und 
(d)  eingesetzt  werden,  so  dass  also  nun  c,.  p  ^  ^  (p  —  §)a,.  1  j^  gesetzt  werden  kann. 
Ferner  ist  dann".  —  S.  353,  Z.  14,  12,  9,  4  v.  u.  (255,  Z,  10,  12,  16,  22  v.  o.)r 
C  ,  ■  C  ,  ■  (c)'  und  zwar"  sHtt  c'  •  •  c',  ■  (c')-  etwa"  —  R  ''54  Z  5  t  u 
(356    Z20  )       d       bgGlhg—  '«aeZf     16—18      1—2 

(ÖOZflflf         )wlhdh3        Qtte         k  Pkt 

d  dklre  Ebl  dlhmtdh 

t  I      h         i  m      d      Cl     Ml    t    1      h    1      An     hm  11       (d    h 

twl=ll=  —  Id—  +  )dKgiii  wdlt 

h—         6Z0  OZf  )WtdKwg 

Q     =1  gl»        ä  h  t     1  tatt  —   -5     53    ^     0— 

(    1  Z  1  b     263  Z  6         )    i     d      Ong    al      gab    1    tet  d        bt  11 

Egtlmd  IhV  b  läAdgl 

drm       kmmlGa  wdm  Ih^  bllt         \    w 

dd4hld  11  tl  C  dm  \  b 

g  tw  d  I         Hl  lihtirl  4lg 


(hl  fi  ^        +    a,      i   =        ^ 

twähd  d/bd         Ud         IdSm         hQll  t 

1  +/=Hgw  IbdG  und         dl 

11    d         d        m  g    ä       t  11 

62  b,  =  xa,  -4-  yi% ,     6j  -  .ra,  —  yia^ 

sein,  wo  i  =  y — 1,  a:  und  y  beide  reell  sind,  und  x'  —  y^,  d.  h,  a:'  +  (i/i)'  =  l 
ist,  oder  andere  ausgedröckt,  die  Gleichungen  (h)  stellen  jede  circuläre  Aenderung 
von  «,  und  a,  dar,  wenn"  u.  s.  w.  —  S.  261,  Z.  5  y.  u.  (264,  Z.  llf.  v,  o.): 
(a,  a^f  <  (ß,  p,y  und  a, «,  <  ßi  ß, .  —  S.  262,  Z.  JO— 5  t.  u.  (265,  Z.  5—10  v.  0.) : 
„90  werden  also  die  zugehörigen  Zähler  Q,T,,  s^r^,  ..  ■  Q„i\,  und  die  Zähler  ., . 
Poten/werth  des  Bruches  q  —  Q  ist  (nach  383)  gleich  dem  .  .  ,  seiner  Nenner,  also 
gleich  . . .".  —  S.  264,  Z.  20f,,  26f.  t.  o.  (267,  Z.  8f.,  15  v.  0.):  „«-ten"  statt  „m- 
teu";  „in  der  Ebene,  und  sind  /;,  f^,f^,  /■,"  u,  s.  w.  —  S.  267,  Z.  3  und  11  v.  o. 
(270,  Z.  6  nnd  11  v.  o.):  „linearen  Abstandes"  und  „Ähstandes"  statt  „Doppel- 
abstandes". ~  S.  267,  Z.  4  T,  u.  (270,  Z.  1  t.  u.,  -271,  Z.  1  t.  o.):  „KreiBumfänge" 
statt  „Ebene".  —  8.  268,  Z.  24,  23,  19,  16  T.u.(271,  Z.  16,  14,  11,  7  y.n.):  „Linien"; 
P;  392;  „Definition"  statt  „Linie";  ß^;  22;  „Erklärung".  —  S.  269,  Z.  3,  30  t.  o. 
(272,  Z.  13  V.  o.,  7  y.  u,):  lY^^;  „dem"  statt  sy^l;  „einem".  —  S.  269,  Z.  15 
—12,  3  V.  u.  (278,  Z.  3—5,  12  y.  o.):  „dass  er  aus  den  «  Mittelpunkten  durch  die 
Zahlen  a^,  . . .  a^  numerisch  ableitbar  ist.  Dann  ist  Sa^ ] «^  =  0  und  das  zweite 
Glied  fällt  weg.  Dann  wird";  „den  Radius  (ß)  desselben  eriiält  man".  —  S.  270, 
Z.  8  V.  u.  (274,  Z.  15  y.  0.):  400  statt  401.  —  S.  372,  Z.  5,  8  v.  o.  (275,  Z,  5,  1  y.  u,): 
400;  46  statt  401;  45.  —  8.  273,  Z.  7  v.  0.  (277,  Z.  3f,  v.  o.):  „des  andern,  mit 
Ausnahme  eines  für  alle".  —  S.  274,  Z.  17  v.  o.  (378,  Z.  16  y.  0.):  „d.  h.  g  ist  mit 
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Ausnahme  eines  konstanten  Faktors  l  genau".  —  S.  277,  Z.  7  y.  u.  (382,  Z.  12  y.  o.): 

„Setzen  wir  dann  -^  =  jt',   so   entsprechen   sicli".  —  S.  378,  Z.  18  t.  u.  (383,  Z.  1 

y.  o.):  „ist"  statt  „lautet".  —  S.  279,  Z.  19,  7,  2  y.  u.  (284,  Z.  13,  21,  27  v.  o.): 
„Kreises";  „die  des";  „den  unendlich"  statt  „Hanptkreises";  „der  des";  „der  un- 
endlich", —  S.  281,  Z.  1  T.  u.  (286,  Z.  4  v.  u.):  nach  413  Anm.  —  S.  283,  Z.  2f. 
V.  o.  (287,  Z.  3  y,  u,):  „grösser  als  Null,  also  auch  die  linke,  d.  h.",  — -  S.  283, 
Z,  13  V.  u.  bis  S,  28i,  Z.  14  y.  u.  Diese  Stelle  steht  in  der  Originalausgabe  auf" 
S.  310,  Z.  5  T,  u.  bis  S,  311,  Z.  13  v.  u.  —  8.  284,  Z.  20,  27  y,  o.  (311,  Z.  16,  23 
y.  0.):  <  statt  ^.  —  8.  284  (288):  Hier  schreibt  Grassmann  f(qj,  wahrend  er 
im  Folgenden  fast  immer  bei  Funktionszeicheu  die  Elammer  wegläest;  wir  haben 
überall  die  Klammer  setzen  lassen.  —  8.  284,  Z.  4  v.  u.  (288,  Z.  6,  5  v.  ii,):  »und 
könnte  dennoch  /'(g)".  —  S,  287,  Z,  11  f.  y.  o.  (291,  Z.  13  v.  u.):  „für  jedes  endliche 
a  die  DifEerenz".  —  8.  288,  Z.  i  v.  u.  (293,  Z.  20  t.  o.)r  „beifüge"  statt  „beifägte". 
8.  291,  Z.  17,  16  y.  u.  (296,  Z.  10,  11  v.o.):  dy,  de  statt  d^y^  d^i- —  S,  294, 
Z.  10,  13—18  y.  0.  (299,  Z.  4,  7—9  y.  o.);  „5  eine  reelle  Zahl";  „null  wird.  Wen- 
den wir  dies  auf  d  fix)  an,  und  setzen,  da  in  rpix  -\-  qda:)  das  dx  willköriicli 
war,  dafür  das  obige  di,  so  erhalten  wir".  —  S.  294,  Z.  19,  14  y.  u.  (299,  Z,  10, 
14  V.  o.):  -f  Jfj  statt  — JT,.  —  S.  295,  Z.  3,  2  t.  n.  (300,  Z,  4,  3  y.  u.);   „also   da 

dj(x) 
(nach  Hjp.)  d^f(x)  also  auch  — —  (wenn  dx'^O  ist)  stetig  ist,  so  ist  auch".  ~ 

8,  296,  Z.  1  Y.  0.  (300,  Z.  3,  2  y.  u,):  g  —  O;  427  statt  9'=0;  125.—  S,  29li,  Z,  13, 
20  Y.  o.,  11  y.  u.  (301,  Z.  10,  16  v.  0.,  12  y.  u.):  „im  Satze";  „Nun  sind  nach 
Bew.  1  die  Grössen";  „und  f'(x)  ist  als  derjenige"  statt  „in  jenem  Satze";  „Nach 
Beweis  1  .  .  .  aber  die  Grössen";  „Damit  ist  fix)  als  derjenige".  —  S.  297,  Z.  2, 
3,  8, 10  Y.  o.  (302,  Z.  2,  4, 11  f.  v.o.):  „reelle";  sf'x;  Ax.fx  statt  „positive";  f'ix)z; 
/■'(a;)tia;.  — S.298,Z.6y.0.(303,Z.]Oy.o.):  [r(«)]'' statt  [/^(ar)"]  und  entsprechend 
im  Folgenden.  —  8.  299,  Z.  13  y.  o.  (304,  Z.  10  v.  u.):  429  statt  440.  —  S.  300, 
Z.  15  Y.  o.  (305,  Z.  3  V.  u):  435  statt  436,  428.  —  8.  301,  Z.  16,  14—12  V.  u.  (307, 
Z.  1,  3f.  y.  0.):  448  statt  4**;  „da  nach  der  Annahme  der  Beweis  für  den  angenom- 
menen Werth  m  gilt;  da  nun  (na«h  443)".  —  8.  303,  Z.  2,  1  t.  u.  (309,  Z.  15,  14 
y.  n.)r  „positiye  Zahl  <  1  YOn  der  Art,  dasB  fär  jeden  Index  r,  'n^'-f,  was  wir 
mit  a^'.  -  S.  306,  Z.  7, 4  y.  u.  (312,  Z.  14, 17  y.  0.) :  458 ;  „Vergleichung"  statt  419  c ; 
„Vcrgleichungen".  —  8.  306,  Z.  7—10  y.  0.  (312,  Z.  9—7  v.  u.):  „Der  nach  der 
ZahlgrÖEse  x  genommene  Differenzialqnotient  ...  ist  wieder  eine  ächte  Eeihe.  ^ 
S.  306,  Z.  8  V.  u.  (313,  Z.  6  y.  0.):  459  statt  419c.  —  S.  308,  Z.  3,  5,  9,  13  y.  o. 
(314,  Z.  24,  22,  IS,  14  y.  u,):  <  M;  468;  360;  „kleiner  als"  statt  num.<2li';  419 c; 
460;  „gleich".  —  S.  308,  Z.  15—17  y.  o.  [314,  Z.  11-9  v.  u.):  „müssen.  Und  es 
kommt  darauf  an,  ob  diese  ...  in  einer  ächten  Reihe  entwickeln  lasse".  Diese 
Ausdrucksweise  „in  einer  Reihe  entwickeln"  kommt  noch  mehrmals  yor.  —  S.  309fF. 
(S.  SlöfE.):  Iß  der  Originalausgabe  ist  das  G  in  dem  Zeichen  C[/(x)]  nicht  durch 
den  Druck  ausgezeichnet;  es  schien  aber  eine  schärfere  Herrorhehung  für  das 
Auge  wünschenswerth.  —  S.  317,  Z.  6,  ö  y.  u.  (324,  Z.  5  y.  o.);  „so  erhält  man". 
—  S,  319,  Z.  13,  17  r.  a  (3ä5,  Z.  5,  3  v.  u.):  468;  462  statt  419C;  468.  —  8.  319, 
Z.  12  Y.  u.  (326,  Z.  6f.  Y.  o.):  „da  er  noch  numerisch  kleiner",  — 

S.  322,  Z.  4,  6  Y.  o.  (328,  Z.  12,  10  T.  u.):  „verschwindet"  statt  „null  wird". 
~  S.  322,  Z.  14,  13  T.  u.  {329,  Z.  12f.  y,  o.):  „streitet;  es  mUsste  also  f'(,t)  dauernd 
negativ  sein;  allein  dann  wäre  MXA'J  (.^'^'^^  *'l)i  "^^  gleichfalls"  u.  s.  w. — 
S.  325,  Z.  20,  16  V.  u.  (332,  Z.  16,  17  v.  o.):    „Zusatz.    Es  ist";    „Wenn  /■(0)=-0 
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lat  BO  i-t  iui  jedes  t  wa«  zwischen  —  S  326  Z  7  v  u  (333  Z  14  v  u  440 
itatt  ir  -5    327    Z   13  V   c     tBU     l    i  \    o)       \ei«Lhwmdende      statt      null 

wPidende  —  S327Z54Syu  (B34  Z  14  lo  13  \  u)  /'|,a'|  ''tatt  /j,(f  fl 
—  8  12S  Z  17  T  o  (335  £  bY  o)  433,  4^1 1.  statt  433  S  328  Z  17  t  u 
bis  S  330  Z  14  T  o  (335  Z  11— äl  v  o)  Die  AmoeiLung  lautet  in  dei  Ongmal 
ausgäbe  folgenclennassen 

Anm  Eb  beisteht  iiih  von  selbbt  dass  wenn  Pine  der  Girüssea  a  oder  x 
(also  auch  dt)  eme  Zahlgrosse  ist  die  zugehöiige  Lücke  wegfällt  und  dabei  die 
UnterBcheidung  dei  Lucken  überflüssig  wird  elpnso  wenn  die  beiden  Lücken  vei 
tausdibai  sind  d  b  wenn  tteti  dABselbe  Lesult  it  hervorgeht,  sobald  von  zwei 
bebebigen  Grossen  (hiei  a  und  d  i )  dip  eine  m  die  erste  die  andere  in  die  zweite 
Lücke  eintritt  oder  umgekehit  jene  m  die  zweite,  diesL  in  die  erste  Noch  be 
melke  i(,h  naehtiBglich  dass  m  dem  ganzen  toi  hergehenden  Abschnitte  ubertU 
wo  Ton  einem  Luckenaus drucke  mit  u  Lucken  die  Rede  ist  ohne  das«  eine  niheio 
Bestimmung  hinzugefugt  ict  stett  die  n  Lücken  aU  vertauschbar  gesetzt  sind 
S  SSO  Z  20  T  0  64o  Z  b  T  u  1  Tel  schwindende  »itatt  null  werdende 
Dieselbe  Aenderung  ist  b  330  Z  24  t  o  (33'i  Z  2  t  u  i  anzubringen  —  S  330 
Z  11  10  T  n  (33b  Z  2  S  t  o  '1  iho  iiuch  das  ihnen  gleiche  /  (afj  statt  aloo 
gilt  dataelbp  gleich  F  {-c)  ist  —  '?  SJl  Z  9—13  -v  o  (336  Z  12—16  t  o) 
Da  1/  und  (  \on  emandei  unüthangig  sind  so  ist  wenn  d  und  rfj  die  auf  den 
Verein  dieser  beiden  V'mabeln  bezüglichen  Diffeienziale  sind  (naüi  437)  vtatt 
Da  /  und  t  lou  sind  (nach  4431  —  S  iJl  Z  1  ^  u  bi^  b  312  Z  1  v^ 
33t>  Z  9—7  T  u)  Hiei  sind  ;/  und  (  Funktionen  Ton  j  (n-lmlich  i^l/j,' 
j/ =  a;  yx^)  also  ist  F{y  t)  auch  als  Punktion  Ton  t  zu  fas'^en  und  sei  als 
solche  mit  F  c)  beaeii,hnet  so  haben  wii  also  m  jedem  Falle  statt  Bezeichnen 
wir  endlah  m  ipdem  Falle     —  S  332    Z  4  t  o   (336    7  4    3  t  u )      Ter 

schwindende  statt  null  weidende  —  "^  312  Z  10  t  o  (337  Z  4  \  o)  Ter 
schwindet  statt  null  wird  —  S  133  Z  lo  5  v  a  (338  Z  15  30  v  0 )  487 
wa6  wii  statt  477  das  wii  —  &  iäo  Z  19  t  u  (S40  Z  15  t  ol  da« 
Difl'erenzial  statt  den  Differenz] ahiuotienten  —  ^  IIb  Z  11  t  u  1,141  Z  10 
tu)  484  statt  4S2  43o  —  S  33b  Z  5—1  T  u  (,341  Z  4  T  u  bis  342  Z  2 
T  o )  ist  und  man  überall  mit  S  den  allgemeinen  Diflerenzialquotient«n  nach  f 
(aui_h  1,  als  Ton  f  abhängig  gedacht)  hingegen  unter  die  letztere  eme  Zah! 
grosse  darstellt  bezeichnet  so  ist  statt  ist  und  man  überall  daistellt  so 
ist  —  S  338  Z  16  14  und  11  10  t  u  (34S  Z  10  8  und  o  4t  u)  n  Wei 
chung  und  der  allgememe  Difierenzialquotient  statt  rl  Differenzialgleiehung 
und  den  totalen  Differenzialqaotient«n  —  S  339  Z  16  v  u  (344  Z  fi  t  u ; 
Gleichung  statt  Difieienzialgleicknng  —  S  339  Z  3  2  v  u  (34o  Z  lOf  v  o  ) 
bestimmt  und  die  h  (.TrOsben  a^  a    dmch  die  Gleichung 

d  «     [u-»r-'] 

Wir  hilen  diese  btelle  geändeit  weil  die  Formel  iA)  eu  \ue  sie  im  üi  ginale 
lautet  un^eiotandli  h  ist  In  dei  That  es  kommt  Alles  auf  die  Bedeutung  les 
Ausdruckes  ['jl  —  V}^)  ~  }  an  Die  bisherigen  tntn  iLkelungen  lassen  nur  eme 
Auffassung  diec.es  AusdruLks  zu  die  namhch  dass  ei  ein  Bruch  ist  dessen  Zählei 
und  Nenni-r  Gr(  ssen  («  —  1)  ter  Stufe  sind  (nach  383  Anm )  em  solcher  Bruch 
kann  abei  nicht  der  Grösse  a^  die  tdu  cutei  Stufe  ist  kongruent  sein  Ebenso 
wenig  Usst  sich  aus  den  sj^teren  Entwickelimgen  eine  Deutung  der  Glei  hung  |d 
ableiten    denn  auch  die  späteren  Frkl^ungen  es  kommen  hier  nui  die  Nummern 
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504  und  506  in  Betracht)  erlauben  nicht,  d.eji  Ausdruck  [(-^  —  »»r)"~']  ^'^  ^'^ 
deuten,  dass  er  eine  GrösBe  erster  Stufe  wird. 

g.  340,  Z.  3  f.  T.  0.  (345,  Z.  14f.  t.  o,):  „Gleichnng"  statt  „Gleioiwngcn";  38S 
und  38<i   ät'itt  3HS  f    ■!40    Z  1     7    ■'    1  ¥  u   ("46    Z    6—9    l''f     l'i  t   oV 

499     Wenn 
(a)  3^-+Ai  =  tt) 

ist  wo  Ä  a  A  t  die  BedeutuEg  wie  m  498  haben  so  wird  die  obige  Gleichung 
wenn  u  3  w  ist  und  d~^f  e  ''  dt  ^  1  gesetzt  wird  mtegnrt  duroh  die 
Gleichung         m  welchei   n^  a^   wiUkdriiche  Konstanten   sind      —  No:'h   ist 

zu  bemerhpn  daae  m  den  Nr  49&  und  499  der  Buchstabe  A  dei  als  Zeichen  fni 
einen  Bruch  dient  durch  fetten  Druck  ausgezeichnet  ist  was  m  der  Origmalaus 
gäbe  nicht  der  l-vll  ist  Iheee  4rt  der  HöTorhebung  estensiyer  Brüche  hätte 
eigenthch  schon  in  den  Nm  37ifi  eingeführt  werden  sollen  — Is  341  /  3  5  10 
19  V  o  (34b  Z  21  18  12  4  t  u)  lassen  3b9  veiBchwindet  497  statt  lasst 
j87      null  wild      4y6    — 

b.  343,  Z.  61.  -v  0  ('348,  Z  II,  10  t.  u.).  ,,bis  zur  wi-ten  Ordnung  hm  sich 
darstellen  lassen  in  dei  Form"  —  8.  344,  Z.  7  t.  o.  (349,  Z.  10  t.  u.):  „sind" 
statt  „wird".  —  S.  344,  Z  2,  I  v  n.  (350,  Z.  32—20  v.  u.)r  „Man  erhält  damit, 
indem  wir  die  Bezeichnung  der  Unbekannten  ändern,"  u.  s.  w.  —  S.  345,  Z.  14 
T.  u.  (3B1,  Z.  12  V.  o )  „konstant"  statt  „willkürliche  Konstanten".  —  S.  346,  Z.  8 
T.  u.  (363,  Z.  19  V.  o)  „oben"  ntatt  „eben".  —  S.  349,  Z.  4  v.  o.  (356,  Z.  If.  v.  o,); 
„über  Lackenausdrüctie  mit  nicht  vertauschbaren  Lücken  anfzustellen".  —  S.  349  ff. 
(355 ff):  In  den  Nrn.  504 — 510  sind  m  der  gegenwärtigen  Ausgabe  alle  Buchataben, 
die  Lückenausdrflcke  bezeichnen  sollen,  fett  gedruckt.  —  S.  349,  Z.  14—1  y.  u, 
(355,  Z.  11,  10  T.  u.)r  „hervorgeht  Hierdurch  ist  dieser  Fall  auf  den  vorigen 
zurückgeführt".  —  S.  350,  Z.  5  v.  u.  (356,  Z.  18f.  v.  o.):  „unterscheiden"  statt  „unter- 
scheidet". —  S.  351,  Z.  19  T,  0,  (357,  Z,  7f.  v.  o.):  „wiederholt  eine  einfache  lineale 
Aenderung  erfahrt".  —  S.  363,  Z.  5,  6  und  11  t.  0.  (357,  Z.  13,  13  und  7  v.  u.): 
„Definition"  statt  „Erklärung"  und:  „Theiles"  statt  „Abschnittes".  —  S.  353,  Z.  11 
V,  u.  (359,  Z.  19  T.  n.):  „dieser"  statt  „jener",  —  S.  354,  Z.  3,  2  y.  u.  (360,  Z.  11, 
10  V.  u.);  „eintreten.    Dasselbe  drückt  aber  die  Formel  .  .  .  aus,  also", 

S.  355,  Z.  9  T.  0.  (.361,  Z.  1  V.  o,):  I^  U^du^  ^  2 ^^'T-"^'^''^'  ~  ^'  '^^^' 
Z.  10  V,  u.  (361,  Z.  15  t.  u.):  {^j-.  U„  J-^)"-  —  S-  ^&6.  2.5,  3  v.u.  (363,  Z.  7, 

5  T.  u.):  [x(^x)'']  statt  x{^xY.  —  S,  356,  Z.  3  v.u.  bis  357,  Z.  1  t.  o,  (362, 

Z.  4  T,  u.):   „also   (nach   506)   selbst  null   ist".    —   S.  357,  2.  4— ü  t.  o.  (363,  Z.  1 

V.  o.):    „Xe„  =Z  ,  also    f-Xe^e,  =  ^X^e,^J-X,.  (nach  451),  folglich".  — 

S.  360,  Z.  1  T.  u.  (366,  Z.  4  v.  u.).  In  der  Gleichung  (h)  fehlt  im  Original  auf  der 
rechten  Seite  der  Taktor  2,  dessen  Hinzufügung  durch  die  Erklärung  in  Nr,  501 
nothwendig  wird.  Dieser  Faktor  fehlt  im  Original  auch  in  den  aus  5I4h  abgelei- 
teten Gleichungen  und  ist  daher  in  der  gegenwärtigen  Ausgabe  überall  hinzu- 
gefügt worden,  —  S.  363,  Z,  15  v.  u.  (369,  Z.  8  t.  u.):  (nach  509)  statt  (nach  604 
und  506),  —  S.  363,  Z.  3  t,  u.  bis  364,  Z.  4  v.  0.  (370,  Z.  5—8  t.  0.):  „so  könne" 
wir,  ohne  die  Bedeutung  desselben  zu  ändern,  ihm  noch  eine  Lücke  l  hinzufügen 
(nach  504),    Diese  Lücke  sei  mit  den  übrigen  von  gleicher  Gattung,  so  wird  (nach 
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60i)".  —  S.  365,  Z.  4— la  V.  o.  (371,  Z.  13—19  v.  o.):  es  läsfit  sich  diese  Determi- 
nante aber  als  Produkt  eines  Quadrates  und  einer  neuen  Determinante,  welche  nur 
die  einfache  Auzail  der  erforderlichen  Faktoren  enthält,  darstellen;  jenes  Quadrat 
fallt  dann  schliesslich  aus  den  Ausdrücken  für  Sx^, , ,  -^^su  hinweg,  imd  diese  neue 
Determinante  stimmt  mit  dem  oben  mitgetheilten  Auedrucke  \-t- X)  überein. 
Alle  diese"  u.  s,  w,  —  S,  36ä,  Z,  16,  15  v,  u  (371,  Z,  8,  7  y,  u.):  516  statt  515.  — 
S.366,Z.ll— Uv.o,(372,Z,16v.ii,):  „Eii&tiAeT  ^Xdx==d X  anä.  ^XS'x=3'X\ 

also  hat  man".  —  S.  366,  Z.  13,  13  v.  n,  (372,  Z.  7,  9  v,  u.):  „also,  da  (nach  504) 
Xdx  =  Xd'x  4-  XSx  war,  und".  —  S.  367,  Z.  7f.  t.  o.  (373,  Z.  12  t.  o.):  „zu  lösen 
ist,  wenn  die  Bedingungsgleichung  (a)  wegfällt".  —  S.  367,  Z,  13  v.  o.  (37S,  Z.  17 
V.  u.):  „das  Verhältniss"  statt  „die  Verhältnisse".  —  S.  367,  Z.  17,  16  v.  a.  (373, 
Z.  9  V.  u,):  „setzt  man  hierin  statt  Sx^^".  —  S.  367,  Z.  5  v.  u.  (374,  Z.  2  t.  c): 
„noch  wieder  eine  Funktion  von  y  und  t".  —  S.  367,  Z.  1  v.u.  (374,  Z.  7  v.  0.): 
„bedeutet"  statt  „bedeutete",  —  S.  369,  Z.  16—14  t.  u.  (375,  Z.  8  v.  u.):  „Dieser 
Ausdruck  ist  aber  (nach  509)".  —  S.  369,  Z.  10,  9  t.  u.  (375,  Z.  5  v.  u.) :  „[a„  F^_  J  =  F^ 
ist,  und  also  a  von  6  verschieden  ist  und  daher".  —  S.  370,  Z.  9  y.  u.  (376,  Z.  9 

V.  u.):  [-—Xa,«.]  statt  -r-X.a^a,.  —  S.  371,  Z.  9  und  13  t.  o.  (377,  Z.  4  and 
7  -V,  0-):  X  statt  [X]  und:   [x(^xVj  statt  x( j^  x)",    —    S.  371,  Z,   18  v,  o, 

(377,  Z.  13  V.  o.)r   „1  und  '"~—"  statt  „1  und  --^"  "■  —  S.  372,  Z.  13  v.  o.  (378, 

Z,  14  T.  0,).  In  der  Originalausgabe  fehlt  im  ersten  Gliede  der  Faktor  Sx.  — 
S.  372,  Z.  6,  5  V.  u.  (378,  Z.  7,  6  v.u.):  „deren  Verhältnisse  durch  die  Gleichungen 
Ci ,  . . .  e„,  =  0  bestimmt  sind,  die  Grössen".  —  S.  376,  Z.  17,  16  v.  u.  (381,  Z.  11, 
10  V.  u,):  X,  >  statt  [X],  <.  —  S.  376,  Z.  13  v.  u.  (383,  Z.  7,  6  y.  u,):  „wenn 
diese  Anzahl  =  3*t  ist.  Wendet  man  dann  dies  Verfahren  noch  einmal  an,  so 
redueirt"  —  S  377,  Z  17  v  u  (383,  Z  9  v  u)  Ada  statt  Ada-^0  —  S  378 
Z  14  V  u  (384,  Z  2  V  u)  „sei"  statt  wUre  —  S  379  Z  10  v  o  {iS5  Z  12 
tu)    „also"  statt  ,  auch"   — 

S  380f  (386 — 388)  sind  in  dem  \  erzei;,hnisBe  der  gebrauchten  Kunstaus 
drucke  vei'fchiedene  Druckfehler  der  OiiginalauBgabe  verbessert  die  anzuführen 
sich,  nicht  lohnt 

In  dem  Inhal t averz eichms se ,  S.  3S2f  las  in  der  Origmalausglbe  glei  h 
hinter  der  Vorrede,  auf  S  XI  und  Sil  iteht  haben  wir  dip  Kapitel  und  Para 
graphenubei Schlitten  m  genauere  Ueberemstm  mung  mit  denen  de=  lestes  gebracht 
ausserdem  haben  wir  auch  bei  jedem  Paragraphen  die  zugehörige  '^eitenzahl  hin 
zugefügt 
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Aamerlcungeii 

zur  Auadehnunsslehre  von  1862. 


DSt       hll       1  hti  lgl4       1) 

DAdh  Ih  86       J  hüaman     Vorgange 

k         1    A    b        hu       t  ägt      t      d      \        d    da    D  tum  d       9  A  guet  1861 
dt         tniJh  1         li  C  mnnhtte  fge  Kosten, 

in      A  tl  300  r     mj  1  d      k  n  las  d  g  b  1        der  Ver- 

lan tiandl     g  E     Im   m  B    Im        K  mm         n     d      T  h  M     86     auf  dem 

1  tel      t  j  d  nf  11  b     hh      11  n    h       E     k     lit       g  wählt  w    d 

W        1      ^     MItn        d      A     d  h  1  h  1  1844  an- 

1      t  -w  wi        fdVlmkng  Imggwätgn  Theile. 

b       Z         1  I       Abh     dl     g      mi  C      11       h      J  1    b        ken  sicli 

tdl/ugglgb        hK        n      d  Flk  li  f  di       g  te  höhere 

1     j     t      tat  1      El  1     m  R     m  d       f   1  h    d  Arten  dei- 

MltpliLt  S  dmwtBld  Ag-L         m    Abdruck 

1  ng 

3Z5  D  AngtpitlAh  wte      Auflage 

lAwd        ldrktwl(di        Agbl         b     i  —312) 

^5Z  D      Lhbkd      AtlimtLw  prulh  IHbO   bei 

Et.  ann        St  ttm  h  wurd      b      d  nn  b      En  1  k         K  mmi^sion 

g  b  d     h    It  T  t  1  m  t  d     Jai         hl        1      D    h  Ib  ist  die 

T  h         hl  1&60    d  d      Jgnl      gbd     A     thtg      drtwden 

S         Z        — 1  r       gpl     teB      btn      d      wihtgte     Zweige  dei 

lliyiit        ht  hl  D  mlihdAdhnglh  hn   ihrem 

C-wdbdFhgn       n        äht  t         k        Bhtng  fand, 

wltehC  m  famEh         n  Tahr       g  h  n  fruhei 

bgn  phlh       Arht  Af^hklihTgiil        ben   sieh 

m        plt      n  All    t  u-wAft      üb      Mb  mk  und  j        nei  über 

Fl    t    dyn  mik         1  Ak    tii      D  w    d  b  t  g       A  f    t  ua    dem 

Nhla         mwteunddttBdd  Igbblktwden 

S        Z-4  DO.  hBttdtt    Göttm  d      14  De 

mh  4        W      th    1        i  F  lg     d      m  t 

mGding  d         htg  AibtlhBh  durch- 

1     f  nd  gl     b       b        b  m    k        \       d     T  nl  nz  n  1       Ih      th     Iw   ise  deii- 
jgW  ]        <ni  id  llbtuntftnmh  Ibeii  Jahr- 
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hundert  gewandelt  bin,  und  wovon  freilici  nur  ein  kleiner  Theil  1831  in  den 
Comment.  der  GSttingiachen  Societät  und  noch  mehr  in  den  Göttingischen  Gelehrten 
Anzeigen  (1831,  Stück  64)  gleichsam  im  Vorbeigehen  erwähnt  ist,  nemlich  die 
eoncentrirte  Metaphysik  der  complesen  Grösaeu,  während  Ton  der  unendlichen 
Pruehtbarkeit  dieses  Princips  für  Untersuchungen  räumliche  Verkältniese  betreffend 
zwar  yielfältig  in  meinen  Vorlesungen  gehandelt,  aher  Proben  davon  imr  hin  und 
wieder,  und,  als  solche  nur  dem  aufmerksamen  Auge  erkennbai',  bei  andren 
Veranlassungen  mitgetheilt  sind.  Indessen  scheint  dies  nur  eine  partielle  und 
entferntere  Aelmlichieit  in  der  Tendenz  zu  sein;  und  ich  sehe  wohl,  dass  um  den 
eigentlichen  Kern  Ihres  Wertes  hei-ausznfinden,  es  nöthig  sein  wird,  sich  erst  mit 
Ihren  eigenthümlichen  Terminologien  zu  familiai'isiren.  Da  aber  dazu,  bei  mir, 
nothwendig  eine  von  andren  Beschäftigungen  freiere  Zeit  erforderlich  sein  wird, 
so  darf  ich  jetzt  nicht  länger  anstehen,  Ihnen  meinen  ergebensten  Dank  füi'  die 
gefällige  Uebersendnng  Ihres  Werkes  auszusprechen,"  .... 

Die  Stelle  aus  den  ÖOttingischen  Anzeigen,  auf  die  sich  Gauss  bezieht, 
steht  in  den  gesammelten  Werken  Bd.  II,  8.  175  ff. 

S.  9,  Z.  8f,,  IG  V.  0.  Der  genaue  Titel  der  Zeitschrift  lautet:  Annali  delle 
scienze  del  Regne  Lombardo-Veneto.  Uperi  penudica  di  alenni  eoUaboratorJ. 
Padova,  seit  1831.  Von  Bellavitis  smd  darm  zahbeiche  Aufsätze  enthalten,  von 
denen  jedoch  hier  nur  folgende  in  Betia<,ht  kommen 

Bd.  n,  1831,  S.  250:  „Sulla  Geometiia  denvita  ,  enthält  die  Darstellung  der 
Snmme  zweier  Geraden  durch  die  Diagonale  und  die  bekannte  Deutung  der  ima- 
ginären Grössen;  vermöge  dieser  lässt  'Jieh  aus  jedem  Satze  über  Punkte  in  einer 
Geraden  ein  solcher  über  Punkte  in  einer  Ebene  herleiten,  daher  das  derivata. 

Bd.  V,  1835,  S.  244—259.  Saggio  di  applicazioni  dl  nn  nuovo  metodo  di 
Geometria  analitiea  (Calcolo  delle  Equipollenze);  Memoria  di  Giusto  Bellavitis  di 
Bassano.  Der  Verfasser  hatte  die  Methode  bereits  im  September  1832  dem 
„Ateneo  veneto"  vorgelegt  und  zur  Ableitung  von  Eigenschaften  der  Kegelaolmitte 
benutzt,  veröffentlicht  im  „Poligrafo  di  Verona,  Gennajo  1833". 

Bd.  VI,  1836,  S.  126.  „Teoria  delle  figure  inverse  e  loro  uso  nella  Geometjria 
elementare".  Die  Theorie  der  reciproken  Radien -Vectoren  und  die  Aequipollenzen 
werden  als  besondere  Fälle  eines  allgemeinen  Uebertraguugsprincips  (Geometria 
derivata)  aufgefasst. 

Bd.  VII,  1837,  S.  243—261,  Bd.  VIH,  1838,  S  17-37,  85-121 :  „Memoria  sul 
Motodo  delle  equipoUenze",  Ausführliche  Darstellung  der  in  Bd.  V  skizzirten  Theorie. 

S.  9,  Z.  15—13  V.  u.  Diese  Abhandlung  hat  den  Titel:  „Memoire  sur  les 
sommes  et  les  diff^rences  geomötriques,  et  sui  leur  usage  pour  simplifier  la  Mö- 
canique". 

S.  9,  Z.  1  V.  u.  Die  ersten  beiden  Abhandlungen  haben  den  Titel:  „Sur  les 
clefs  algöbriquea",  die  dritte:  „Sur  les  avaatagee  que  präsente,  dans  un  grand 
nombre  de  questions,  l'emploi  des  clefs  algäbriciues".  Hierzu  kommt  in  Bd,  36 
noch  eine  Abhandlung:  „Sur  la  thöorie  des  moments  linöaires  et  sur  les  moments 
linöaires  des  divers  ordres"  und  in  Bd.  37  (1853)  eine  Abhandlung:  „Mömoire  sur 
les  difföentielles  et  les  variations  employ^es  comme  clefs  alg^briques",  auf  S.  38^ 
46  und  57—68. 

S.  10,  Z.  2 — 5  V.  o.  Die  betreffende  Sitaung  der  Akademie  war  am  17.  April 
1854.    Man  liest  in  den  Comptes  Rendus  a.  a.  0.  Folgendes: 

„Analyse  mathömatique.     Estrait  d'un  Memoire  de  M,  Grassmann. 

„„Je  prie  l'Academie  des  Sciences  de  vouloir  bien  pi-endre 
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Zur  Vori-ede,     Zu  Nr.  S,  48—51,  399 

la  röclamation  que  je  me  tronve  dane  le  cas  de  faire  ä  l'occaBion  des  articlea, 
bui  hs  cUfs  algebnqjies  par  M.  Cauchy,  et  De  l'ititerpretation  { g^omitrigtie )  des 
de}  at/ebn^tes  et  des  detetminants,  par  M.  de  Samt-Venant*),  insör^  dana  les 
Comptef  Sendus  tome  XXXVl,  pagea  70,  129,  582.  J'ai,  des  Tamile  1844,  publik 
les  pnnciiefi  «tabhs  dins  ces  articles,  et  les  resultats  qu'en  däduisent  lea  deux 
geomötcea  que  je  Tien^  de  nonimer.  J'ai  rhonneur  de  faire  hommage  ä.  l'Aca- 
denue  da  1  ouvrage  dans  lequel  ces  idöes  sont  conteaues  (1),  et  de  quelques  Mömoires 
puThös  ait'  eureme  t  r  le  m'me  ijet  (2),  et  je  serais  heureus  si  TAcadöniie 
d      S  lait  b  jte         ■<  ouvragea.     Pour  appuyer  ma  röolamation, 

j    1      d    1    hb  rte  d  mm      quer  un  estrait  de  mea  recherchea  qui  se 

pporte  t  J  t      fc   1  t         tenuea  dans  les  ouvn^es  noinm^s,  en  citant 

hq      q      t       1         drt      ■üllsse  trouTent. 

1     t  h      h  t   f  ndees   Bur   des   quantitös   que  j'ai  aoinin<;es 

qiaitte       temi  t  q  t  fond,  antre  ehose  que  les  facteit^s  symbo- 

l  q  es    t    i      1        (/      lg  b    q        dMf  auchy.    Mais  comme  le  pomt  de  vue 

1  q    1  j  ag  q      tit^    eit  tout  diiförent  de  celui  de  M    Caueln, 

1      t  d     t       d         1    Iq  es  detaiia.    Tel  est  l'objet  de  la  Note  que 

j  ai  Ih  d  m  ttr         j       dli  !  la  jugement  de  l'Acadömie "" 

C  tt        t     p  t       P       usceptible  d'aualyse,  u'a  pu,  a  raison  de  aa 

1    g     ir     tr       I     dmt  extm       BUe  eat  renvoyöe  ä,  Texameu  d'une  rom 

miBsion  composöe  de  MM.  Caucby,  Lame  et  Binet." 

Möbius  hatte  GraEsmann  m  einem  Briefe  yom  3.  Sept.  1853  auf  die 
genannten  Arbeiten  von  Cauchy  uud  Saint-Venant  auftnecksam  gemacht  und 
ihn  aufgefordert,  seine  Priorität  au  wahren, 

Nr.  2,  Anm,    S,  II,  Z.  2,  1    v.  u.  3.  barycentri scher  Calcul,  Cap.  2,  §  15; 
}  Werke  Bd.  I,  S.  39. 

Nr.  48—51.  S.  33—38.  Durch  das  „Priueip",  das  Graasmann  hiei*  ku  Grunde 
legt  (s  &  57  Z  1''— 1"  T  o)  schliesat  er  Ton  yornherein  die  Betrachtung  von 
Zahlbeziehungcu  zwischen  den  Einheitaprodukten  und  den  ursprünglichen  Ein- 
heiten aus  uud  beschrinkt  sich  auf  Zahlbeziehungen  zwischen  Einheitsprodukten 
von  gleioh  vielen  Faktoren  Er  versperrt  sich  auf  diese  Weise  den  Weg  zu  den 
Systemen  vjn  honeien  omplespn  Zahlen,  deren  Begriff  Hamilton  schon  1853 
m  seinen  Lectures  on  Qu'itemions  m  voller  Allgemeinheit  aufgestellt  hatte  und 
deren  Theorie  in  neuerer  Zeit  vcn  verechiedenen  Mathematikern  weiter  entwickelt 
worden  ist 

Es  ist  femei  merkwürdig  dass  Grassmann  bei  dieser  allgemeinen  Untei-- 
suchung  ul  er  die  verschiedenen  Arten  von  Produktbildungen  nur  Produkte  aus 
awei  Faktoren  1  eti achtet  nicht  a-uch  solche  aus  drei  Faktoren,  Er  erwähnt 
nicht  einmal  dass  die  Produktbildungen,  bei  denen  je  drei  Einheiten  die 
lxleii,!i  in^ 

i« ',)«,  -  ;(',v 

ert  llei  bf  denen  also  da?  B0gena,nnte  associative  Gesetz  gilt  ebenfalls  z  len 
linealeu  Produktbildungen  gehoien,  und  erst  später  nänJich  n  Nr  78  führte 
das   associative   Gesetz   ein,   aber   ohne   auf  dessen  Bedeutung  binzuwe  een      Das 


*)  In  der  genannten  Abhandlung  nennt  Sa  nt  Genant  awa  de  Namen 
Grassmanns  auf  S.  584  in  einer  Anmerkung  t,1  e  nur  m  H  nbl  ck  i  f  ie 
Begi'iff  des  innern  Produkts,  den  Grassmann  in.  1  |,  on  t  s  len  A  Ijae  eut 
wickelt  hatte. 
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muiB  um  so  meir  auffallen  ah  ei  in  der  A,  laa  aasociative  Geseta  o  ler  wie  er 
es  nennt  las  Gesetz  der  Verembirkeit  der  t  lieder  einer  \erknuituiig  gleich  im 
Anfang  (in  §  3  diese  Äusg  T  1  S  35  s  aueli  S  406)  mit  der  gröbstem  Schärfe 
lind  Klarheit  entwickelt 

Hitte  Ciassmann  versuolit  luch  be  PioduUpn  au-,  liei  Faktfien  alle 
möglichen  Gattungen  von  hnealen  Piudukthildungen  zu  bestimmen  c  hitte  ei 
Yielle  cht  eme  andre  Auffas^uij,  TOn  dei  Iragneite  seiuea  Princips  bekommen 
denn  er  wäre  dann  auf  ganz  neue  Produktbildungen  geatossen  die  er  in  seinem 
Systeme  nicht  hatte  unteibnngen  konneu  Wir  dürfen  ims  hiei  naturbeh  nicht 
darauf  einlasoen  die  angedeutete  Aufgabe  zu  behandeln  wir  wollen  daher  nur 
zwei  Arten  von  Imealen  Produktbildungen  eiwähnen  die  bei  Ircdukten  lua  drei 
Faktoien  auftieten 

Die  BestimmungsgJoiLh  ingen  di,r  eisten  Art  haben  die  Form 
(1)  [e^ej^itj  ^  ae^(e^ej)    {»,  fr,  j  =  1, . .  .n), 

die  der  zweiten  lauten  ao: 

<■"  {    (,,..,.,=»,,<,;,, 

unter  a  und  6  Zahlgrössen  verstanden.  Im  ersten  Falle  erhält  man  für  a  =  1  die 
assooiativon  Produktbildungen.  Im  zweiten  Falle  erhält  man,  wenn  man  b  =  —  1 
setzt  und  ausserdem  noch  die  Bestimmungsgleichmigen 

hinzunimmt,  eine  lineale  Produktbildung  von  ganz  andrer  Art,  die  in  der  Lie- 
schen Theorie  der  Traoiaformationagruppen  eine  grosse  Rolle  spielt.  Bei  dieser 
Prodnktbildung  sind  die  Einheiten  e,,...e^  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen eines  beliebigen  Raumes  und  das  Produkt  C;«^  ist  der  aus  zwei  infini- 
tesimalen Transformationen  gebildete  Poiasonsche  Klammerausdriick;  die  erste 
der  Gleichungen  (2)  ist  dann  nichts  andres  als  die  beröhmte  Jacobische  Identität, 
Man  vgl.  hierzu  Sopbus  Lie,  Theorie  der  Traaieformationsgruppen ,  unter  Mit- 
wirkung von  P.  Engel,  Bd,  III,  S.  747fC.} 

Nr.  öäj  Änm,  S.  43.  ]3ie  von  Grassmann  gewählte  Zoichenbestimmung 
stimmt  mit  der  von  Cramer  aufgestellten  Zeichenregel  überein,  s.  dessen  Intro- 
duction  ä  l'analyse  des  lignes  courbes,  Genf  1750.  Appendice  S.  6d7f,  Die 
Cauchysche  Zeichenbestimmung  findet  man  z.  B.  in  Baltzers  Determinanten. 

Nr.  63.  S.  43.  Aus  diesem  Satze  folgt  der  Multiplikationssatz  der  Determi- 
nanten ganz  unmittelbat.     Setzt  man  nämUch : 

•.-i'i"»i  +  -"  +  fl"».. 

so  kann  man  na«h  Nr.  63  beide  Seiten  der  Endgleichung  dieser  Nr.  durch  das  kom- 
binatorische Produkt  [b,  ...  6„]  ausdrücken,  und  wenn  dieses  nicht  verschwindet, 
erhält  man  bei  Beriicksichtigung  von  Nr.  33  eine  Gleichung,  die  nichts  andres  ist 
als  der  Multiplikationssatz  der  Determinanten.  In  seiner  „Theorie  der  complesen 
Zahlensysteme",  Leipzig  1867,  hat  Hankel  auf  S.  133 f,  diesen  Beweis  des  Multi- 
plikationa Satzes,  vermuthlich  auf  Grund  brieflicher  Mittheilungen  von  Grass- 
mann, zum  ersten  Male  veröffentlicht. 

Nr.  71.  S.  49.  Der  Begriff  der  einfachen  linealen  Aenderung  wird  im  Fol- 
genden immer  auf  den  Fall  angewandt,  dass  die  iineal  geänderte  Grössenreihe 
von  n  extensiven  Grössen  a,,  ...  ß„  gebildet  wird,  die  aus  den  n  ursprünglichen 
Einheiten  f, , .  .  .  e^  ableitbar  sind  und  in  keiner  Zahlbeziehung  z«  einander  stehen. 
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Unter  dieser  Vorausaetaung  ist  die  einfache  lineale  Aenderung  gleichbedeutend 
mit  einer  linearen  homogenen  Substitution,  von  besonderer  Form. 

In  der  That,  der  Inbegriff  aller  aus  a^,  . . .  a^  ableitbaren  Grössen  bildet  ein 
Gebiet  M-ter  Stufe,  das  (nach  21  und  34)  mit  dem  darch  e,,  ...  e„  bestimmten 
Gebiete  m-ter  Stufe  zusammeniailt;  die  allgemeine  Form  einer  Grösse  dieses  Ge- 
bietes ist;  «,0,  -^  ■  ■  •  -\-  X  a  .  UnteiTvirft  man  nun  diese  Qröseenreihe  «„  ...  a^^ 
einer  einfachen  linealen  Aenderung,  etwa,  indem  man  o^  durch  o^  +  i^ii,„^i 
ersetzt  und  die  übrigen  o^,  ungeändert  lässt,  so  verwandelt  sich  jede  Grösse 
Sx^a.  uneera  Gebietes  m-t«E  Stufe  in  eine  Grösse  Sx-^a.  +  «Kj^a^,^,,  die  eben- 
falls diesem  Gebiete  angehört.  Sehreiben  wir  diese  neue  Grösse  in  der  Form 
Sx^a^,  BO  erhalten  wir  (nach  29)  zwischen  den  x.  und  den  x/  die  Beziehungen: 

I  a  t  a,!  J.  o  n  hemi  ch  e  ne  I  eare  homogene  Tr  f  mj,t  n  von  1er  D 
te  mu  inte  E  ns  i  e  ang  el  t  n  wel  he  We  sc  d  e  Oasen  naer  C  el  ete  te 
Stute  he  jene  e  nfachen  bnedl  n  Aenderung  unter  euanle  vertaua  ht  weiden 
Wendet  man  mehrere  e  nfa  he  Imeale  Aende  mren  nacb  pman  1er  n  so  st  das 
gle  chbedent  nd  m  t  de  1.  fib  un^  meh  erer  derl  bge  bnea  er  homogener 
Transformatione  ich  e  ninle  u  d  de  I  eale  Aender  nfc  be  de  be  e  ste 
Be  he  m  die  letate  umge"js  andelt  'ä  d  kommt  lemnach  ebenfills  auf  e  e  1  earo 
h  mogene       latt  t  nn  ynn   \      Determ  nante  E  ns  hmau 

A  adiucLl  ch  e  he  v  rg  hoben  d  1  e  cx>  1  near  n  ho  noge  ea  Irans 
fü-m^t  uuen  von  der  be  onderen  Form  i,*)  zu  ammengen  mn  n  eine  e  ngl  ei  ge 
t       ppe    m  L    eschen  '^  nne  b  Iden 

Nr   Jl    Anm  i        Daas   a    h   d  e   bn  ale   A  nd      ng     n   der   C  eometr  e 

mittelst    lea   Lmeala   bpwerkstell  gen  lässt     wiid    n   N       oi   geze  gt      Uobei    le 
reulSre  Apnde    ng  vgl  man  Nr  154  und  331 

Nr  76        53    Es  se    [a        a  ]  =  ['         t  ]  ^  0  dam  la    e       ch  l  i 

na  1    1\     7      u  ^  ableiten   es     t  aUo 

'    =    t  «   +        +  «t    o      ('  =  1  ) 

wo  d  0  Dete  m  nante  1er  c^  sicher  von  Null  versch  ei  n  st  und  übe  d  e  vegen 
der  Cle  chnng  [a  a  ]  =— [b  6^]  nach  Nr   öS  und  i     den  Werth  Ems  hat 

Zugle  ch    at   das   d  rch  a^  best  mmte  C  eb  et    n  te    Stufe  m  t  dem   du  oh 

6  b     bestimmten  Geh  ete     dentisch      Ersetzt  man  daher  m   e  ner  bei  el  gpu 

r  rosse  2c  a  i  eses  Lebets  de  n  du  h  d  e  6  o  tv  erden  1p  Grossen  des 
Gebietes  nnt  r  e  nander  verta  seht  nnl  zwa  wie  man  le  cht  eht  dur  h  e  ne 
lineare  homogene  '^ubat  t  t  on  von  de  D  temunante  E  ns  denn  wir  können  la 
setzen     Z     h    ^  S  mil  e  hilten  h  era      zwis  h  n    den       un  1    I  1  e 

Beziehung 

,_.,(-+  _i 

also  wirklich  eine  lineai'e  homogene  Substitution  dieser  Art. 

Erinnert  man  sich  jetzt  der  vorletzten  Anmerkung,  so  erkennt  man,  daas  der 
Satz  76  gleichbedeutend  ist  mit  dem  folgenden:  Jede  lineare  homogene  Substitu- 
tion von  der  Determinante  Eins  kann  dadurch  erhalten  werden,  dasa  man  nach 
einander  eine  Anzahl  Substitutionen  dieser  Art  von  besonderer  Form  ausfährt, 
nämlich  Substitutionen  von  der  besonderen  Form  (*),  die  nach  der  vorletzten  An- 
merkung einer  einfachen  linealen  Aenderung  entaprieht. 
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Nr.  77.  B.  5ü,  Z.  lOf,  ¥.  o.  Dieser  Zusatz  war  nöthig,  weil  die  Zahlen  ia 
Nr.  84  und  95  ohne  Weiteres  als  Grössen  nullter  Stufe  behandelt  werden  und  weil 
in  Nr,  95  insbesondere  auf  Nr.  77  verwiesen  wird.  Wir  bemerken  noch,  dass  auch 
das  Produkt  aus  einer  einfaolien  Grösse  und  einer  Zahl  wieder  eine  einfache 
Grösse  ist.  Denn  nach  46  kann  man  die  Zahl  zu  irgend  einem  Faktor  erster 
Stnfe  des  ft'oduktes  ziehen,  wobei  dieser  Faktor  eine  Grösse  erster  Stufe  bleibt. 

Hr.  77b,  Anm.  S.  56.  Hier  wird  [{pq){pg)'}  =  [pqpcß  gesetzt,  obgleich 
bisher  die  Multiplikation  yoii  zwei  Grössen  höherer  Stufe  nicht  so  weit  definirt 
ist,  dass  man  weiss,  ob  die  Klammern  weggelassen  werden  dürfen  oder  nicht; 
erat  in  Nr.  78  wird  darüber  eine  Festsetzung  getroffen.  Wahrecheinlich  hat 
Grassmann  dieses  Versehen  später  bemerkt  und  deshalb  die  ganze  Betrachtung 
in  Nr.  88  Anm.,  S.  63  wiederholt. 

Nr,  88.    S.  61.     Aus  diesem  Satze  folgt  sehr  leicht  der  nachstehende: 

Satz  1.  In  einem  Hauptyebiete  n-ter  Stufe  ist  jede  Grösse  (w—  l)-ter  Stufe 
einfach. 

In  der  That,  nach  Nr.  88  ist  zunächst  offenbar  jede  Summe  von  beliebig 
fielen  einfachen  Grössen  (w— l)-ter  Stufe  in  einem  Hauptgebiete  n-ter  Stufe 
wieder  eine  einfache  Grösse.  Da  sich  nun  jede  Grösse  (n—  l)-ter  Stufe  als  eine 
Summe  von  einfachen  Grössen  {n  —  l)-ter  Stufe  darstellen  läset,  nämlich  ab 
Summe  von  Produkten  ans  je  einer  Einheit  (w  ^  l)-ter  Stufe  und  einer  Zahlgrösse, 
und  da  [nach  77)  diese  Einheiten  und  (nach  der  Anmerkung  zu  Nr.  77)  auch  diese 
Produkte  einfache  Grössen  sind,  so  ist  überhaupt  jede  Grösse  (n  — l)-ter  Stufe 
in  einem  Hauptgebiete  «ter  Stufe  einfach. 

In  der  Anmerkung  zu  Nr.  88  (S.  62)  erwähnt  Grassmann  zwar,  d-ws  eine 
Grösse  m-ter  Stufe  in  einem  Hauptgebiete  «-ter  Stufe  im  Allgemeinen  nicht  ein 
fach  ist,  sobald  i  <m<«— ■  1  ist,  er  zeigt  das  aber  blos  für  den  einfachsten  Fall 
m  ^=  4,  »i  =^  2  und  übergeht  den  Fall  « >  4  mit  Stillschweigen  Nur  noch  an 
einer  späteren  Stelle  der  A^,  berührt  Grassmann  die  in  Eede  stehende  Fiage, 
nämlich  in  Nr.  286,  wo  er  zeigt,  wie  man  erkennen  kann,  ob  eme  vorgelegte 
Summe  von  Linjentheilen  im  Baume  wieder  ein  Linientheii  ist  oder  nicht,  odei 
mit  andern  Worten,  ob  eine  vorgelegte  Grösse  zweiter  Stufe  in  einem  Gebiete 
yierter  Stufe  einfach  ist  oder  nicht. 

Genau  dieselbe  Lücke  findet  sich  übrigens  schon  in  dei-  A^  (vgl.  da  §  51, 
diese  Ausgabe  I,  1,  S.  108);  auch  dort  wird  nur  der  Fall  w  =  4,  i»  =  2  behandelt 
(a.  a.  0.  g  124,  S.  205;  vgl.  auch  S.  407). 

Später,  in  seiner  letzten  mathematischen  Abhandlung''),  die  durch  die  Ar- 
beiten von  Reye  angeregt  worden  war,  ist  Grassmann  noch  einmal  auf  die 
Frage  zurückgekommen  und  hat  sie  auch  erledigt,  indem  er  die  Bedingungen 
aufstellt,  denen  eine  durch  die  Einheiten  g-ter  Stufe  ausgedrückte  Grösse  g-ter 
Stufe  in  ehiem  Hauptgebiete  (9  +  s)-ter  Stufe  genügen  muss,  wenn  sie  einfach 
sein  soll.  Die  Bedingungen,  zu  denen  er  gelangt,  sind  gewisse  Gleichungen 
zweiten,  dritten,  .  .  .  g-ten  Grades  zwischen  den  Koefficienten  der  betrachteten 
Grösse  g-ter  Stufe.  Hier  wollen  wir  einen  andern  Weg  einschlagen,  der  ebenfalls 
ein  Kriterium  dafür  hefert,  ob  eine  vorgelegte  Grösse  m-ter  Stufe  in  einem  Haupt- 
gebiete K.-ter  Stufe  einiach  ist  oder  nicht,  und  der  mehr  mit  dem  sonst  in  der  A, 


*)  „Verwendung  der  Ausdehnungslehre  für  die  allgemeine  Theorie  der  Po- 
L  und  den  Zusammenhang  algebraischer  Gebilde",  Grelles  Journal,  Bd.  84, 
3— 283;  vgl.  namentlich  S.  281  f. 
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üblichen  Verfahiön  übeieinstiiiimt     liPilith  müs-en  -wii  dabei  den  wsentlichen 
Inhalt   des  ganzen  diitten  Kapitels  dci  A;   üb  bekannt  voraussetzen 

Das3  ei,  zunadist  fui  m  >  3  und  I  <  hi  <  «  —  1  in  eraem  HauptgeLiete  n  ter 
Stufe  stets  öiÖtGen  m  ter  fetuie  giebt,  die  nicM  emfacli  sind  ist  leicht  zu  zeigen 
Man  bnucht  zu  dieeem  Zweeie  nur  nachzuweisen  dast  es  Grössen  i)i  ter  Stufe 
gieht  die  einem  Hauptgebiete  (m  -]-  2)  ter  Stufe  ingehtien  und  die  ni:,ht  einfacli 
sind  Da  Giassiaann  eine  mcht  einfache  Glosse  zweitei  '^tufe  m  einpm  Hiupt 
gehiete  vierter  Stufe  ongegehen  hat  n^mhi,Ji  [f,  f,]  +  [f^e,']  =  A,  w  liinn  man 
ooforfc  tuch  eine  deiartige  Grrtase  m  ter  Stnfe  bilden,  und  zwar  wird 

[  '■".    '  +j  +  i'<-".    '  +}-\.\"     •  +.1 

eine  'iolijie  Grösse  sein     Woie  ninibth  diese  Gro  se  emfvch      o  mu«ste  sie  sich 
lugenscheinlich  in  dei  iotm 

l-i«.«         '. +.1  -  l'i'.'.        <  +.1 
diratLllen   lissen     wo  a  und  h  dem  Uebiete  e,     e,     e      e^   dugehüiten     dann  al  er 
pigibe  '!i  h  ins  Nr   bl  die  Gleichung    4.^=^  [ah]     eB   wäie   alw   auih  A    einfach 
was  nicht  der  Fall  ist 

Wir  kommen  jetzt  zu  der  sehwiengeien  Piige  na(,h  den  Knterien  an  denen 
man  Pikeniien  kann  ob  eine  voigelegte  Glosse  m  tei  Stufe  in  Pinem  Hauptgehitte 
M  tei  Stute  fn  >  ^  1  <;  in  <  Ji  —  1)  einfd.eh  ist  oder  nn,ht  Zuerst  behandeln  wir 
den  einfachsten  Fall    m  =  2 

Die  allgemeine  Foim  einer  Glosse  zweiter  Stufe  im  Hauptgehiete  «  ter  Stufe 

(|j>:i)  ist:  !,.,.„ 

^-2' 


A ->>,.[',..], 


wo  die  ß,j,  Zahlgrössen  sind,  die  wir  noch  der  Bedingung  c^^, -f  a^  .  ^  0  unter- 
werfen können.  Die  Grösse  A,  wird  dann  und  nur  dann  einfach  sein,  wenn  sie 
sich  in  der  Form  [ab]  darstellen  lässt,  unter  a  und  b  Grössen  erster  Stufe  ver- 
standen.   Ist  aber  dies  der  Fall,  so  ist  das  äussere  Produkt; 

[Ä,A,]  =:[a&.a&]  =  [abab]  =  0  [79,  60], 

demnach  ist  [.ij^dj]  ■=0  eine  nothwendige  Bedingung,  wenn  A^  einfach  sein  soU*). 
"Wbh^t       d        1  th       dgBdngg        leich  auch  hinreichend  ist 

Um   d         B  h    it    g         l  w  hn   n  w      an,    sie  sei  für  Glossen 

t      Stuf    m  m  H     ptg  b    t    [    —    ]  te    St  f        hon  bewiesen,  und  zeigen, 

1  1         ahiiimmHitj,bt       tStt    gilt     Damit  ist  sie  dann 

11g  m  m  b  w       a     \         fvl         =.  3    f  Ut  d  Bedingung   weg,    dd    alle 

G  d     n    w   t      Stuf  n  m  H    itg  i    t     dr  tte    Stufe  nach  Satz  1  so  wie  so 

mf    h       d 

E  l[i4]  =  0  t  A       A       nfach  ist. 

Wir      h     b        4  d      F    m 

4  =ai  +[    j 

Xd  wtedthtf  dl  Hauptgebiete  (»  —  l)-ter 

St  t  _      md      A      [  4  ^]  -.      f  Igt         m  hr; 

(1)  [%%]  -i-  2[e„„9t,]  +  Kac„al  =  0, 

*)  Das  Verfahren   Grassmaiins    in   Kr.  W8  Aniu.  hat    natürlich   hierbei    als 
Vorbild  gedient. 
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wo  das  letzte  Glied  links  oftenbar  verschwindet.  Bildet  man  femer  die  Zurück- 
iPituEg  der  Üleithung-  (1)  auf  das  Ixebiet  e  ..  e^_^  unter  Aussohlwss  des  Ge- 
biete? e^  bO  erkennt  mm  lut  Orind  von  Ni  ISO  und  131,  dass  sich  (1)  in  die 
beiden  C  Icicliungen 

zerlegt  die  also  Pine  Folge  vjn  [jl,^,]  =  0  sind  lur  »  =  4  ist  übrigens  die 
Gleichung  [91, 9t,]  =^ 0  schon  an.  und  für  sich  auch  ohne  Eucksieht  auf  [ J.j A.}^0 
erfüllt  weil  in  diesem.  Falle  5(  als  Grosse  zweiter  Stufe  m  einem  Gebiete  diitter 
Stufe  sicher  einfach  unci  demnicJi  tJs  Produkt  zwpier  Grjssen  erster  Stufe  dar- 
stellbar ist 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ^agt  nun  die  Gleichung  [BI  91^]  ^^  0 
aus  dass  9t.  einfach,  also  m  dei  Form  [bc]  dar'itellbai  iit  wd  i  c  Gros^ien  erster 
'Itufe  des  Gebietes  t,  e„„,  «md     Die  zweite  der  'Tlexchungen  f2)  zielt  fwner 

auf  Grund  von  Nr  71  und  Hl   be  Gleichung 

[.«,]_  l»6ej_0 
na  h    ".ich      und   diese   sagt  naLh  Hr   6b  aus     dass   zwischen   a    b    i    eine   Zabl- 
beziekung  kerr  cht      Ist  daher  JIj  nicht  null    so  ist    o  =  ;l&  -f-  [ic  und  'Jomit 

1    -  [bei  +  ['  l"  +  C«]  -['»  +  (.<      '  -  H  )] 
also  nirkhch  einfach.    Ist  aber  ?fj  =0,  so  ist  A^  ^=^  C*«"]]  ^^^°  ebenfalls  einfach. 

Damit  haben  wir  den 

Satz  2  .Eine  Grässe  zieeifer  Stufe^  A,,  in  einem  Hauptgebiete  n-ter  Stufe 
ist  '■obald  n^  i  ist,  dann  wnd  rmr  dann  einfach,  wenn  sie  der  Gleiehujig 
[A  Ag]  =  0  gentigl 

Es  ist  nicht  schwer  die  Bedingung  [J.,  A^]  ^  0  durch  ZaMgleichungen  zu 
ersetzen      In   l>-r  That,  man  findet: 

oder,  da  sich  das  Produkt  {eete-e  ]  bei  cjklischer  Vertauschung  ¥Oii  i,  J,',  j  nieiit 
ändert: 

IAA]  ^  52^ '"'*"■"'  +  "^J^v.  +  ''..^'.'f^^^^^/J 

Hier  siebt  man  sofort,  dass  jedes  Glied  unter  dem  '^ummenzeichen  bei  allen  Vei 
tauschui^en  von  je  zweien  der  Indices  i,  h,  j,  /i  und  also  überhaupt  bei  allen 
Vertausebungen  von  i,  k,  j,  (i  nngeändert  bleibt,  die  Gleichung  [jI^.^^]  ^  U  wird 
daher  ersetzt  durch  die  folgenden: 

Das  sind  die  bekannten  Gleichungen,  die  zwischen  den  —  n{n  —  1)  homogenen 
Koordinaten  einer  Geraden  im  Räume  von  w  —  1  Dnnenaionen  bestehen. 

Bevor  wir  dieselbe  Untersuckung  für  Grössen  beliebiger  Stufe  durchführen, 
wollen  wir  einen  Hnlfssatz  eiosckalten; 

Hnlfssatz.  Sind  9t  und  SS  beliebige  Grössen  des  Gebietes  e, ,  ...  e„_i,  deren 
StufenzaMen  a  wnd  ß  der  Bedingimg  k  +  ß  ^  n  —  1  gewiigen,  wnd  bezeiämet  man 
das  Frodul't  in  Bezug  auf  das  Hauptgebiet  e,,  . . .  e„  durch  Anhängung  des  Index 
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n  an  die  seltarfe  Klammer  tmd  das  in  Bexug  auf  das  Hauptgebiet  c,,  ...  e,_j 
durch  Änkängimg  des  Index  n  —  1,  so  ist  das  regressive  Produkt; 

[e  9t,  mn  ='— l''''""HSt56],_, 
itnd  eliens 

[i  „yj  =  -1  [583(]_j 
BeweiB  Es  -ieien  9(  ml  B  zumcliit  p  nfach  Da«  Produkt  [e,9i  55]„ 
ist  nach  Ni  109  dinn  unl  mit  dünn  ^0  wenn  das  gempmsamp  Gebiet  Icr 
Grössen  [e„flt]„  und  S  «eiale  von  fc  +  1  +  ^  —  n)  tn  nicht  aber  von  höhe  er 
Stufe  ist.  Da  femei  dis  gpmeinsame  Tebiet  von  [e  "i]  imd  58  augeuBcheinlii-h 
mit  dem  gpmems*mpn  Gebiete  TOn  J(  imi  ^  zuiammenfiillt  so  ist  au:,h  das 
Produkt  [Stlö]  _i  nur  in  dem  eben  bezeichneten  Fille  %0  Es  sei  nun  5  ein 
gemeinaampr  Fattoi  (c  +  1  4-  p  —  5 )  tpr  stufr  von  '•i.  unl  h  inlU  n  Ä  und  39 
ein  Gebiet  von  höherer  Stufe  gemein  haben  so  weide  3  ■=  0  dugenommen 
Dann  können  wir   i  bald  g  ^0  ist   na*li  Nr  7Jb  'letzen 

a  ^  pt   j]      iö  =  [»  51 
Formeln,  die  sowohl  im  Hanptgebiete  e  e     ah  im  Hanili,8liFtc  e  _ 

gelten,  und  wii  eihjlteu  nai,h  Ni   10 

["«.S1,_1  =  5[«'«'S]„_!, 

wo  die  Faktoren  von  5  nach  04  beide  Male  Zahlen  sind  Da  diese  Formeln 
anch  in  dem  Falle  gelten,  wo  g  gleich  Kuli  angenommen  worden  sollte,  so  gelten 
sie  allgemein. 

Nun  aber  ist  nach  Nr.  58  und  94: 

[ejvw^i^  =  (-  ir-^p3i-©'5ej,  -(-ir-'[31'«'&],_i, 

also  wird: 

[c„  31 .  s],  =  (— 1)"~ '  [a  «]„  _  j . 

Das   gilt,   wenn   51   und  S8   einfach   sind.     Sind   sie   es  nicht,   so   setzen   wir 
91  =  i'S:,.,  SB  =  £S9;  und  erhalten: 

kj  kj 

nach  dem  eben  Bewieseilen,  demnach  anch  jetzt  wieder; 
[      t    »]=(-■)  -  [««]  _ 
w      1    h     jt  t 

r  t    I         1  1      Hdt     t  g   U       1         1       11       \\ 

Nmh  1              bhlgl                tStf           mmHptgbt 

ttf(>  <<—  l)Itl          i 

d  m     mf    h       C  5        S  m  It  pl    irt  t  t    w     1 

hl          !      h  thw    dig    B  d  "u  g  f      d 

1               m  t  j    1  mfach       Co         B  m  Itih  irt 

m          Um      m  d  1    g     d       Fall  f  d            h 
w    te    St  d        ru  k     ful          wähl      wi        tp     1 

B     U     d                1  d            1      P    d  kt  [^    S]       g 
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wird      daa      hdben    w      na  li    N 
/n  —  ti+    )  te    Stafe  S  _    ^     ai; 

•^oll  d  e  Grössp   A     e  niach  i 
Grosse  z  ve  te     St  fe     [4   B  _     , 
(w  —  fli  +  2   te    Stute  man  a  eh  fiir  1 
(B  Satz       S  404)   es    st  noth  vend  g 
(4)  [^   ^_    +,     -1    -B  _„+,]  =  0 

für  jede  einfache  Grösse  B^_     i  j  dieser  Art  erfüllt  wt 

Wir  behaupten  dass  diese  nothivei  dig  Bediagumg  z  igle  ch  auch  hin- 
leicheud  ist*) 

Für  m  =  2  und  m  =  «  —  1  ist  diese  Behauptung  sich  i  iichtig,  denn  im 
ei-sten  Falle  ist  die  einfache  (iiöa^e  B  _  ^^  eine  Zahl  und  unsie  Bedingung  (4) 
reducirt  sich  somit  auf  die  Bedingung  des  Sitzes  2  S  404  im  zweiten  Falle  aber 
ist  imsre  Bedingung  (4)  sogai  uberflöa&ig  la  nach  Satz  1  S  402  alle  Grössen 
(n  —  1)  ter  Stufe  im  Hauptgebiete  n  ter  Stufe  einfach  sind  Wenn  ipsr  daher  mi- 
nelmen  rftw«  unme  Behaupimg  fn  alle  öiö&^«!  (»i  — l)-fe)  v/nd  m-ter  Stufe  in 
einem  Havptgebiete  (« —  1)  tm  Stufe  gilt  und  'eigen  dass  «te  «fiter  dieser  Voraus- 
setzung auch  far  äte  Gnssen  in  iei  Stufe  im  Sauptgebtete  m  tei  btttfi'  ricMig  ist,  so 
ist  ste  damit  aUqemetn  bewiesen  Denn  die  gemachte  Annahme  ist  fflr  «  =  5  und 
»  =^  b  erfüllt  also  ist  d\nii  unsre  Behauptung  f  ii  h  =i  'S  und  ni  =  2  1  4  richtig 
also  auch  für  » -^  6  und  m  "=  '   S   4   o  und  so  weiter 

Wii  nehmen  also  jetzt  an  (Jaaa  die  Torgelegte  brosse  A  die  RlPichungen 
(4)  befriedigt  welche  einfache  diösse  (n  —  m  -{-  2)  tei  Stufe  auch  B ,_  ig  «ein 
m^  und  setzen  überdies  voraus  da^s  jede  Grösse  (m  —  1)  ter  oder  m  tci  Stufe 
eines  Hauptgebietes  (m  —  1)  ter  Stufe  die  den  entsj  lachenden  Gleichungen  genügt, 
emfich  ist     Zu  zeigen  ist   dass  dann  auch  A  ^  seilst  einfach  ist 

Wenn  wit  alle  Gfrössea  die  dem  Gebiete  t«.  —  1  toi  Stufe  t  ...  e„_i  an- 
gehören mit  giossen  deutschen  Buchttiben  schreiben  und  ihre  Stufenaablen,  wie 
litlier    duich  Xndioea  anleuten    bo  können  wir  setzen 

i   =  i(   +  r  „  I  _il 

wheali_    _|_     de  Form  fil  ilt 

£„_+=-  l  +,  +  H'-    "^   -    -,  i] 

wo  l  eme  beliebige  Zahlgrosse  i'it  wo  ferner  wegen  der  Einfachheit  Ton  B„_,„_i_2 
sowohl  SS  _  1  ,  a!a  S__„  j.]  eine  einfache  Grosse  ist  und  wo  endlich,  aus  dem- 
selben Öiunde  S8„_  .  j  dem  8,_„.  unteigeoidnet  unl  aoiiit  ils  Faktor  von 
^„_  i+ä  darstellbar  ist 

Werden  die  Hduptgebiete  der  einzelnen  Fi  lukte  le  luf  S  400  durch  lu- 
dices  angedeutet   ao  ergiebt  sich  nunmehi 

*)  Man  kijnnte  auf  den  Ledanken  kjnimen  zu  vermuthen  dass  A^^  schon 
iann  einfach  sei  wtnn  ei  nu  bei  dei  Multiplikation  mit  ledPi  beheligen  Eiiiheit 
(h —  I  -\-  i  ter  Stute  eine  einfache  fridssp  zweitei  Stite  liefeit  Dem  ist  aber 
Dicht  ho    Ipüu  zum  Bei'ipiel  die  Glosse 

fe<.  ]  +  ['<,«! 

des  H'tuptgebietes  e,  (^  ist  nicht  pmtich  hefert  aber  doch  wenn  sie  mit  einer 
der  Einheiten  fünftel  Stute  in  diesem  Hauptgebiete  multiplicirt  wird,  utets  eine 
mficbe  Giosae  zweiter  Stufe 
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[A.s„-,.+j].  -  '[«,. .  «„».-.+,],  +  [«.",.-1  ■  s.-.+.l.  + 
+  '['.«.,_,  ■«.»„^..+,1.,. 

weil   das   Produkt   [^,„39„_„,  i  j]^   nach.  Nr.  109  verschwindet,   und  hieraus  folgt 
nach  TiuBerm  Hülfssatze  uad  nach  Nr,  107,  Amn.,  erste  Formel  (S.  77): 

wo  die  scharfe  Klaanmer  ohne  Indes  ein  äusseres  Produkt  anzeigt. 

Denken  wir   uns  jetzt   die  Gleichung  (4)   gebildet,   die  nach   unsrer  Voraus- 

setznng  von  der  Grösse  A^,^  für  jede  beliebige  einfache  GröseeB^j_,jj  ,  ^  örfitHt  wird. 
Wegen  doE  Auftretens  von  e^  und  wegen  der  Willkörlichkeit  von  l  zerlegt 

sich  diose  Gleichiuig  ähnlich  wie  auf  S.  404  ir 

(5,  |[[«.,^,iB,.-.,+.].-,[«,„- 

m..  ss._.+,].-i[«,. 

(6)  [[«.,-1«.— ,  +  !],.-.[»',.-ll8 

(')  [[«.,    ».-..+,1,-1  [«,. 

I»  [[«     »  _  +,1  _l[«,. 

^(obei  Selon  berücksichtigt  iit     da^'j    lei    ei 
Null  wird   weil  er  e„  zweimal  enthalt 

Unter  den  gefundtnen  Gleichungen  wählen  wir  die  aus    in  denen  jedesmal 
niu  eine  dei  beiden  Grössen  iß  ^^  ,  ,  imd  SB  _  ^  i  ^  enthalten  i&t    also  die  Glei 
:,himgen  (5)  und  (7)     In  diesen  können  wii    für  S9„_    ^^  und  S9,_    ^.^  jede 
(  emfache  Grdsae  von  der  betreffenden  stufenzahl  in  dem  Hiuptgebiete 


%-,.+,-- 

i.-.l  =  » 

».-.,+i: 

!.-il  =  » 

iB.-.+i: 

L-.l-» 

SB.-.  +  il 

.-,1  =  » 

».-  +] 

.-i]=« 

Faktor  y( 

n  t    ,fn  solb  t  il 

^h 

Die  Gleiohnngen  {5  sind  aber  für  die  Grossen  91  _j  und  T  in  dem  Haupt 
gebiete  e  *  _i  ganz  dasselbe    Tvas  (4i  für  die  Gios^e  A     in  dem  Haupt 

gebiete  e  e    i«t    das  beis^t    sie  smd  din  nothwendigen  und    wie  aut  &  4Ufa 

Toransgesetzt  wurde    auch  die  hinreichen  len  Bedmgungpn  fui  die  Binfa  hheit  der 
tirössen  S(    _j   und  9£         Wn   duitea  demnach  setzen 

«.-[•,     •  ]    1  -,-[•■     '  -,i 

wo  die  «,  und  v.  Grö^wn  erster  Stufe  des  Gebietes  c,  ^  —  i  ^md 

Die  Gleichung  (6)  ist  nunmehi  von  selbst  erfüllt  Da  nämlich  S  _  ,  ^ 
dem  S9  _  ig  untergeordnet  ist  so  i^t  aui,h  das  gemeinsame  Gebiet  von  "S  _. 
und  S^_„  J.1  dem  gemeinsamen  Gebiete  von  '1  _,  und  S„_  ,  i  nntergeoidnet 
und  folglich  das  äussere  Produkt  auf  der  Imken  beife  von  (ö)  null  Es  bleibt 
somit  nur  noch,  festzustellen  was  sich  ans  den  Glen-hungen  (7)  und  (S)  msbeson 
dere  via  dei  Gleichung  (7)  über  die  Beschaffenheit  von  ä  und  31„_i  schliessea 
lasxt  Dabei  können  wir  annehmen  da^is  St  _j  und  "(  beide  ^0  smd  denn 
wäre  eine  diesei  beiden  Grössen  null  so  wäre  es  schon  sicher  dass  A^  einfach 
ist      Demnach   düifen  wii   voraussetzen     dass    weder   ^wi^chen   a  «        noch 

zwischen  I  "n— 1  *"^^  Zahlbeziehnng  liesteht 

Da  die  beiden  durch  w  m     und  dur  h  !  '•    _:  bestimmten  L   '   e(e 

nicht  alle  Grössen  des  Gebietes  e,         e  _,   enthalten    bj  können  wir  m  dem 
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GeViPty  ''  ^„—i  loim&i  eine  Gros5e  «     von  erstei  'stufe  fanden   die  Eich  \pdei 

aal    u  «       noch   aai    u  '    —  i    ableiten  lasst     ebenso    eine    Uio'j  e 

w     ij    die  sich  wedei  aue  u  **       („  nnCk  aiw  )  i    _i     '"     ibleiten 

la^iet  Setzen  wir  dieses  Verfahren  iort  so  gelangen  w  i  schliee^bi-h  z  i  n  —  m  —  1 
Grös^ien  erster  Stufe  v.       ^  n-i-\  '"n  — b  "^"^  solcher  Beschaäenheit    dase  weder 

zwiscJiea  den  w  und  den  «7^  noch  zwiaehen  den  !,,  und  den  t^  eine  Zahl 
beziehnng  besteht  Zu  diesen  Grossen  können  wii  jetzt  noch  eme  Gröfise  erster 
Stufe  Ui„_i  hinzufdgen   so  dass  luch  noch  u,  ^n_i    ^n  "^  — i  ™  keiner 

Zahlbeziehung  stehen    iTihrend  dann  ^■wiBchen  m,  ,  u      ie  '"■  —i  ^^^ 

wendig  eine  aber  auoh  nur  eme  Zahlbeziehung  besteht 

Unter    diesen  "^  oraissetzungen   haben    die    leiden   Gebiete    «  «      und 

'"■  '"b  — 1  ^™   Gebiet   eister  abei  keines  von  höherer  Stufe   gemein     während 

die  beiden  Gebiete  i  "   — i  ^"^^  ^  "n— i  'Jbeihauit  kein  Geliet  gemein 

haben  Ist  dabei  «„  eine  beliebige  der  Glossen  v,  '„_ i  ^°  ^^i^d  durch 
"u    ^^n  "'b— 1  ^^^  Gebiet  («  —  m  +  1)  tei  Stufe  bestimmt  sein    das  mit  dem 

Gebiete  «  "n  —  i   '^"'^   "^^^   Gebiet   erstei   Stufe  i       aber  keines   von   böherei 

Stufe  gemem  hat     und  daa   mit   lern  Gebiete  «  h      (nach  2b)  em  GeViet 

zweiter  '^tufe  etwa  das  Gebiet  1 1  «,  aber  nach  dem  Obigen  keines  von  hoheicr 
Stufe  gemein  hat 

Wir  setzen  nun 

»—..+1 -[".",.  ■■■".-i]> 

wo  dsis  Produkt  auf  der  rechten  Seite  unter  den  gemachten  Voran ^setKUiigun 
sicher  nicht  gleich  HuH  ist.     Dann  wird  nach  Nr.  109  und  118: 

[«,».-.H-i).-,  -  ?[•.■-.'].    [»—,»._,.  +  ,]  -  «  ■  •,. 
WO  e  und  o  von  NuU  Tetschiedene  Zailen  sind.     Setzen  wir   diese  Werthe  in  dio 
Gleichung  (7)  ein,  so  kommt: 

[«%,]  =  0, 
mithin  müssen  Mj',  Mj  und  i^  nach  66  in  einer  Zahlbeziehung  stehen,  oder,  da 
zwischen  w,  und  tij'  keine  Zahlbeziehung  stattfinden  kann,  so  muss  v  aus  u,' 
und  M  ableitbar  sein,  das  heiest,  ji  mues  dem  Gebiete  w, ,  . . .  m_„  angehören. 
Da  endlich  i^  eme  beliebige  der  Grössen  v,,  ...  "«„„j  war,  so  erkennen  wir,  dass 
[  selbst  dem  Gebiete  w,,  .  w,^  angehört  und  also  der  Grösse  91  ^^_  unter- 
t  ist     Nach  Nr  79b  lässt  sich  daher  %     in  der  Form: 


dirsttllen  und  es  eigiebt  sich  ^omit: 

j  - 1'»;.  + '.)«.  ■■'.-j. 

Also  ist  J.,^  wirklich  einfach 

Erwähnt  sei  noch,  dass  die  Gleichung  (8)  jetzt  Ton  selbst  erfüllt  ist.  Da 
namhch  %.^  j  dem  %^  und  S^^^ij^  dem  S„_^  i  ^  untergeordnet  ist,  so  haben 
die  beiden  einfachen  Grössen  zweiter  Stufe ; 

ein  Gebiet  etster  '^tufe  gemein,   nämlich  das   gemeinsame  Gebiet  von  SI,n_i  und 
Si„„4.i.  ihr  Produkt  ist  dater  sicher  null. 

Damit  ist  unsre  Behauptung,  dass  die  Bedingung  (4)  nicht  blos  nothwendig 
'ondein  auch  hinreichend  sei,  bewiesen,  und  wir  haben  den 


y  Google 


Zu  Sr.  88  Anin,,  &0,  flO.  4Ü0 

Satz  3.  Sine  Grösse  m-ter  Stufe  in  einem  Hoaptgebtete  n-ter  Stufe  ist,  sobald 
1  <  MS  <  M  —  1,  dann  vnd  tmr  dann  einfach,  leenn  sie  mit  jeder  einfachen  Grösse 
(n  —  m.  -\-  2)-ter  Stufe  muH^lieirt  eine  einfache  Grösse  zweiter  Stufe  liefen. 

Wir  müssen  jetzt  noch  zeigen,  wie  man  das  gefundene  Kriterium  durch 
Zahlgleioliungen  ausdrücken  kann. 

Sind  B, ,  ...  Ejj  die  Einheiten  iH-ter  Stufe  des  Hauptgehietes  e, ,  ...  ß„,  so  ist 


.-2",^, 


diu  allgemeine  Form  einer  Grösse  m-ter  Stufe  dieses  Gebietes;  es  wird  also: 

und: 

Soll  A^^  einfach  sein,  so  ist  nothwendig  und  hiureichend,  dass  dieser  Ausdruck 
für  jede  einfache  Grösse  -B„_,„4.2  verschwindet.  Diese  Bedingung  kommt  darauf 
hinaus,  dass  die  Koefficienten  «,,  . . .  «^  einer  Reihe  von  quadratischen  Gleichungen 
genügen  müssen,  deren  Aufstellung  jedenfalls  theoretisch  keine  Schwierigkeiten 
hat.     -B,_n,j.a  hat  ja  die  Form; 


=p[(Kie,  +  ---  +  X^,_eJ, 


wo  die  iljj.  willkürliche  Parameter  sind;  man  hat  daher  hlos  die  Gleichungen 
Kwischen  den  a  aufzustellen,  die  bestehen  müssen,  damit  der  YOrhin  angegebene 
Ausdruck  für  alle  Werthe  der  l^j  verschwindet. 

Uehrigens  braucht  man  diese  Untersuchung  nicht  für  alle  Werthe  m  "»  2,  3, 

...  w  — 2  durchzuführen,  sondern  nur  für  die  Werthe  2,  3,  ...eI^Y  wo  b(") 
die  gtösste  in  ---  enthaltene  ganze  Zahl  bedeutet.  Es  folgt  dies  daraus,  dass  die 
Ergänzung  einer  einfachen  Grösse  m-ter  Stufe  eine  einfache  Grösse  (n  ■ —  n^)-ter 
Stufe  ist  (s.  Nr.  90,  Zusatz  und  die  Anm.  zu  Nr.  103,  S.  412,  Satz  3). 

Die  einfachen  Grössen  m-ter  Stufe  eines  Hauptgebietes  ji-ter  Stufe  sind 
nichts  anderes  als  die  ebenen  (m  —  l)-faeh  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  eines 
ebenen  (m  —  l)-fach  ausgedehnten  Raumes ;  die  Grössen  a^,  .  . .  Ujj  sind  die  homo- 
genen Koordinaten  der  betreffenden  Mannigfaltigkeiten.  Es  ist  also  hier  die 
Aufgabe  gelöst,  alle  Gleichungen  zwischen  den  Grössen  a,,  .  ■  ■  «j/  aufzustellen, 
die  bestehen  müssen ,  wenn  a,,  .  . .  Oj^  die  homogenen  Koordinaten  einer  solchen 
eheneu  Mannigfaltigkeit  sein  sollen.    (Man  vgl.  hierzu  auch  die  Nachtrüge.) 

Nr.  89,  S.  63.  Das  Ergänzungs zeichen  |  wird  von  Grassmanns  Söhnen  ge- 
lesen; „in",  was  vermnthlich  auf  Grassmann  selbst  zurückgeht. 

Nr.  90.  S.  62.  Der  Uehergang  von  den  Grössen  eines  Hauptgehietes  zu  deren 
Br^naungen  ist  eine  Operation,  die  vom  Standpunkte  der  projectiven  Geometrie 
aus  betrachtet  zu  den  Reciprocitäten  (dualistischen  Transformationen)  gehört 
und  zwar  zu  den  specielien  Reciprociläten,  die  man  als  Polareysteme  bezeichnet. 

Ist  a  =  Sx^Cf.  eine  beliebige  Grösse  erster  Stufe,  so  ist  die  Ergänzung: 
'a  =  £{Xj^'e^]   eine  Grösse  (n  —  l)-ter  Stufe,  die  nach  Nr.  88  und  der  Anmerkung 


y  Google 


4i0  Anmerkmig-eri  v.n  A^. 

dazu  (8.  S.  402)  eioliei'  einfach  ist.  Das  Gebiet  dieser  Grösse  besteht  am  allen 
Gröaeen  erstei-  Stufe:  6  —  ^VA'  ^^^  ^'^''  "iitergeordnet  sind,  die  also  der  Glei- 
chung [6'a]  =  0  genügen.     Nun  ist  aber  nach  S"r.  143; 

also  besteht  das  Gebiet  von  '.S^^Sj  aus  allen  Grössen  erster  Stufe:  Sy).e,^,  für 
die  S  ic^)/j  =  0  ist.  Deuten  wii-  daher  die  Einheiten  d,  ■  ■  ■  e^  als  n  nicht  in  einer 
(n  —  2)-facli  ausgedehnten  Ebene  liegende  Punkte  eines  (n  —  l)-facli  ausgedehnten 
Raumes  und  demnach  x^,  . . .  x^  als  homogene  Koordinaten  der  Punkte  dieses 
Raumes  (vgl.  Nr.  232  und  238),  so  wird  das  Gebiet  der  Ergänzung  von  ^x^e^ 
nichts  andei-es  als  die  {n  —  2)-faoh  ausgedehnte  Polarebene  des  Punktes  x^,  . ..  x^ 
in  Bezug  auf  die  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades:  Sx^^^  =  0. 

Eine  andre  Deutung  der  BrgH,nzimg  erhalten  wir,  wenn  wir  e, ,  . .  .  e^,  als  ii 
solche  Strecken  (unendlich  ferne  Punkte)  eines  «-fach  ausgedelmten  Raumes  auf- 
fassen, die  nicht  einer  («  —  l)-fach  ausgedehnten  Ebene  dieses  Baumes  paraOel 
sind  (vgl.  Nr.  229),  nnd  wenn  wir  gleichzeitig  die  Zahlen  aji,  ...x^  als  recht- 
oder  schiefwinklige  Parallelkoordinaten  deuten.  Dann  ist  die  Ergänzung  von 
Sx^Sj^  ein  Produkt  von  m  —  1  Strecken,  die  parallel  sind  zu  der  (m  —  I)-faeh 
auBgedehnten  Polarebene  des  unendlich  fernen  Punktes  der  Strecke  .Sx^e^  in 
Beaug  auf  eine  beliebige  der  oo'  Mannigfaltigkeiten  aweiten  Grades: 
SXf.^'^  const. 

Von  diesen  beiden,  allerdings  nicht  wefientlich  verschiedenen,  Deutungen 
wendet  Grassmann  in  der  A^  nur  die  zweite  an  nnd  auch  diese  nur  für  den  Fall 
rechtwinkliger  Parallelkoordinaten.  Man  vgl.  Nr.  93  Anni.  und  die  Nrn.  330,  331, 
335.  Die  erste  Deutung  findet  sich  in  der  echon  auf  S.  402  angeführten  Abhand- 
lung Grassnianns  in  Bd.  84  des  Crelleschen  Journals.  Vgl.  auch  die  Bemer- 
kungen E,  Sturms  in  dem  Nachrufe  auf  Grassmann,  Math.  Ann.  Bd.  14,  S.  16. 

Nr.  94.  S.  65.  Durch  diese  Erk^rung  werden  äussere  Produkte  von  awei 
Faktoren,  deren  Stufensumme  die  Stufenaahl  des  Hauptgebietes  übertrifft,  von  der 
Betrachtung  anagesehlossen.  Das  erecheint  auch  zweckm^sig,  da  alle  solchen 
Produkte  den  Werth  Hüll  haben  würden. 

Nr.  9i,  Anm.  S.  65,  Z.  18— J6  v.  u.  Das  dürfte  doch  etwas  au  viel  behauptet 
sein;  Tgl.  die  Anmerkung  zu  Nr.  48—51,  S.  399. 

Nr.  95.  8.  66,  Z.  21  f  t.  o.  Bei  der  Berufung  auf  Nr.  79  liegt  ein  Gedanke 
zu  Grunde,  der  verdient  hätte,  als  ein  besonderer  Sata  awischen  Nr.  94  und  9S 
ausgesprochen  zu  werden;  etwa  so: 

aia.   Sind  die  Stafemcütlm  der  beiden  einfachm  Grössen  A  %ind  B  susammen 

nieM  grösser  als  die  Stufenzahl  n  des  Hawptgebietes ,  so  erhält  man  das  progressive 

Produkt  ■Bon  A  tmd  JB,  indevi  man  die  Seihe  der  einfachen  Faktoren  von  A  mit 

den  einfachen  Faktoren  von  B  kombinatoiisck  TrmltipUdrt ,  also  für  g  +  J"  ^  «: 

\{a,  a,...  a,)  (&,  h,  . . .  6,)]  =  [-.,a,  . . .  a^b.b,  . . .  (>,] . 

Beweis.  Nach  Nr.  94  ist  das  progressive  Produkt  von  A  und  Ji  ein 
äusseres  Produkt  dieser  Grössen;  das  übrige  folgt  aus  Nr.  79. 

Nr.  101.  S.  70  f  Der  Zusata  auf  S.  71,  Z.  5  v.  o.  war  deshalb  nothwendig, 
weil  die  darin  ausgesprochene  Ümkehrung  des  Sataes  101  später  mehrmals  benutzt 
wird,  zum  Beispiel  in  Nr.  119,  119b,  120  nnd  124. 

Nr.  101,  Anm.  S,  71,  Z.  10,  9  v.  u.,  nämlich  in  Nr.  112,  110b,  119b,  137— 
131,  306—322,  377,  383  Anm. 
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Zu  Ni-,  90,  94,  'M  Äum.,  9&,  101,  101  Aiim.,  1U2,   lU;f.  41i 

Nr,  102.  S,  72,  Z.  3f.  v.  0.  Das  Produkt  [QS.]  ist  nämlich  progressiT.  In  der 
That,  lieaeichnet  man  die  Stufenauhlen  von  E,  F,  G,  Q,  B  mit  den  entsprechen- 
den kleinen  Buctstahen,  so  wird; 

«•-«-(«  +  0.    .■..«-(«  +  «), 

demnach: 

oder,  da.  e  -\-  /'  ^  ij  :=  n  ist,  q  -{-  r  ^=  n  ^  e,  das  heisst; 

1+  < 

wo  a  s  folgt    d  BS  dis  Prolukt  IQB]  wirkl  eh  [rogreBa  v    st 

N    103     fa     "—  5     Der  A  fang  des  Bewe  ses  von  N    13  iß.  T2,  Z,  6—4 

y  u)  piast  n  cl  t  ga  a  z     dem  Folgen len    denn  na  hher  i^s  S  73,  Z.  1  v.  o.,  16 

)  w  rd  off  nhar  vora  sge  etzt    H&b  jeder  de       Fakto  en  e  ste   Stufe :  ci,,  a,,  ..  . 

n       e    der  d  e   Grössen  ABC  eathilten  s      was  a  ch  a  B  den  einleitenden 

Worten  n  cht  gut   i  eran  le  en  lässt     D  e  er  Uebel  tan  1  wird  verinieden,  wenn 

man  dem  Auf  nge  des  Bewe   es  folgende  Tassung  g  ebt     Es  ee    n, ,  . . .  o^  irgend 

e  ne  gegehene  Re  he  von  n  G  da  en  e    ter  Stufe  un  1  ea  we  de  angenommen,  dass 

die  Form  1  1  nme     da        g It      venn   de         n  A    B     nd  C   entbalt^nen  ein- 

faclenFkioe      n     gend  e  ner  Ep  henfolge  genommen   m  t  le   Eeihe  der  Grössen 

a     übe  e  nshmmen     so    ze  ge    cl  v     M'm   n  us     dabei  beachten, 

da89  a  a     ganz   tele!  g   s  nd      also   a  ch    n   Zahlbez  eh  ngen    zu    einander 

stehen  können    ja  n    ht  e  nmal  Ton  e  nander  versch  eden  zu    e  n  biauchen. 

Der  Bewe  a  von  Nr  1  d  st  leshall  be  ondera  1  emerkecaweith  weil  er  den 
nva  anten  Cl  arakter  der  &le  chung 

[4£  It]  =  [ABC]  \ 
E  las  Kla  ste  her  ortreten  la  st  El  er  ht  ja  la  uf  H  s  1  est  f  lej<,hun„ 
auch  dann  noch  bestehen  bleibt,  wenn  man  die  einfachen  ratteren  yon  ABL 
durch  beliebige  aus  ihnen  nnmensch  abgeleitete  Groa&en  eisetzt  und  da  die  Glei 
cbimg  in  Wr.  102  für  Produkte  yon  Emheiton  bewiesen  i  t  "o  lat  sie  damit  all 
gemein  bewiesen.  Erinnern  wir  uns  der  Anmerkung  äa  Kt  7b  8  401  bo  können 
wir  offenbar  auch  sagen;  Die  obigt  Gletrimng  Weiht  invaiiant  icenn  mm  du 
Grössen  -S^ej  des  Haiiptgehetes  «[,  e„  etner  iehebtgen  hneaien  lovwgenei 
Transformation:  x^  ^  Siii;^x^  mttenmrft 

Wir  müssen  es  dem  Leser  überlasten,  «oli  diesen  inyananten  Charaktei  dei 
Gleichungen  der  Ausdehnungalehre  m  jedem  einzelnen  Falle  klar  zu  machen 
Wir  woUten  nur  hier  an  einem  besonders  auffallenden  Beispiele  darauf  hinweisen 

Nicht  unerwähnt  bleiben  daif  der  Umstand,  dass  die  Gleichung  Ton  Ni  103 
in  der  Aj  in  ganz  anderer  Weise  eingeführt  wird  als  m  der  Ä;  In  dei  A,  dient 
diese  Gleichung  zur  Definition  des  eingewandten  ^regressiven)  Produktes  {A„  §  139 
und  133,  diese  Ausg.  I,  1,  8.  217—219)  In  der  A,  dagegen  wird  das  regiessiii, 
Produkt  auf  Grund  eines  neuen  Begnäes,  de?  Begnffes  der  Jiiqanzung,  in  Nr  94 
in  der  denkbaj-  einfachsten  Weise  defanirt,  und  dann  wird  die  Gleichung  yun 
Nr.  103  bewiesen,  wodurch  der  Begnff  des  regressiven  Pioduktes  wieder  von  dem 
der  Ergänzung  unabhängig  gemacht  ist 

Man  kann  die  Formel  von  Nr.  lOS: 

[AB  .  AC]  =.  [ÄBG]A, 
wo  die  Summe  der  Stufenzahlen  von  A,  B,  C  gleich  der  StufenzaLl  des  Haupt- 
gcbietea  ist,   zur   Ableitung  einer   Reihe   von  Sätzen  benutzen,   die   Grassmaun, 
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41  ^  All      kungLi  i,  I   \ 

zw  ir  niigonl''  ausdrücklich  auBgesprocheii  hat  die  aber  eigentiich  m  sein  System 
gehören  uacl  die  et  auch  ^um  Theile  stilUchweigead  benutzt  hat  Wir  wollen 
dieafi  Satze  hier  aufstellen  und  beweisen 

Satz  1      'Ekn.  PioditLi  von  bebebig  vielen  einfachen  Glossen  ist  stets  wiedei 

Wir  biauchen  diesen  Satz  oftenbar  nur  fm  ein  Produkt  aus  zwei  Faktoien 
zu  beweisen  Es  'jeieu  al'jo  L  und  M  zwei  nicht  vei  schwindende  emfaiJie  Grcsen 
mit  den  Stulenz  ^hlcn  l  und  (i  Ist  m  die  Stufenaahl  des  Hauptgebietes  und 
3,  -j-  /*  ^  n  ao  st  dis  Produtt  [L-M]  irogressiY  und  daher  sicher  eine  einfache 
Crosse*)  ht  andiersPit'  A  +  u>m  so  lassen  sich  /  unl  M  nich  Nr  87  m 
dei  Form 

7  =  [IL,]      Jlf=-[41/J 

da,rstcllPii  wo  Ä  L,,  l/j  tmfachö  (iidssen  iml  ml  A  insbc  md  le  \on 
(I  +  (i  —  Ji)  ^r  Stufe  ist      Eb  wird  nunmelii 

[£3/]-[lX,     ÄM\=^]ALM]A 
da  die  Vurausaetiungen  von  Ni   lOJ  eifdilt  sind    und  hiei  ist  [AL  M,]  ein  ^lo 
gresfiives  Produkt  n  ter  Stufe    also  emp  Zahl    Somit  lat  das  Produkt  [LM}  auch 
im  Falle  1  +  fi  >  «  eine  einfache  Gtiösse     Damit  ist  unser  Satz  bewiesen 

Satz  2  Bte  Ergänzung  etnei  euifacken  Grosse  tst  stets  wieder  eine  emfatTte 
Glosse 

Ben  eil  Da^«  die  Et^anzung  einer  ßro^se  eritei  'itafe  wiedei  eine  einfache 
Greise  ist,  hegt  auf  dei  Hind  dem»  diese  Ei^anBuiig  ist  von  (n  —  11  tei  Stufe, 
und  nach  Nr  88  C^  bl)  und  nach  der  Anuieikung  dazu  (S  402)  ist  überhaupt 
jede  (iiBese  (n  —  1)  ter  Stufe  einfach 

Ist  andrerseits  A  eme  einfache  Grosse  in  tei  Stufe,  so  k'inn  man  setzen 
J.  —  [((,        a,],   wo    «, ,        a     Grössen   eister   Stufe    sind     Nich  Ni    ib   wird 

i^\a   a  a    ] 

Hier  imd  \a  ,    u,  wii   tbcn  gezeigt    tiufiohp  Gius'ipn    ii  —  1    tei  '-tute    mch 

dem  Tdbin  bewiesenen  Ra,tze  1  ist  daJier  auch  ihi  Piodukt,  das  heisst  die  Er 
g'inzung  von    i  eine  einfache  Grösse 

Der  diitte  Sitz  den  wir  hier  beweisen  wollen,  ist  das  Gegenstuck  zu  Nr  79b 
und  kann  folgendermassen  ausgespiochen  werden**) 

Satz  S  Sind  A  und  B  zwe%  von  NkU  verselitedene  ein/ache  Gm  sei  und  itt 
A  dem  B  timtei  geordnet  w  la^t  steh  A  in  der  Fmm 

A  =  \BC-\ 
dmsteJlen,  Kft  C  eine  einfache  (j)ö=se  vnd  ico  das  Produkt  [BC]  icgtessiv  ist 

Beweis  Es  seien  a  und  ß  die  Stufenzahlen  von  A  und  B,  und  B  sei  nach 
7tb  als  j  iogre»!SiTe6  Piodukt  m  der  Ftrm  B  =  [  iL]  dargestellt  wo  L  eine  em 
fache  Grösse  (ß  —  a)  ter  Stufe  ist  Ferner  eei  D  eme  einfa:,he  Glosse  (m  —  ßj  tei 
Stufe  die  mit  B  und  folglich  auch  mit  4  kein  Gebiet  eieter  stufe  gemem  hit 
10  dass  also  {BD}  eine  von  Null  verschiedene  Znbl  und  [AD}  em  vcn  Null  vei 


*)  Für  1  +  fi  =  B  lat  das  Produkt  ein     Zahl    die  Zdhlen  müssen  aber   luch 
zu  den  einlachen  Glossen  gerechnet  wei  Icu 

**)  In  Aj  findet  sieh  diesei  ganz  beiUutg  m  emei  Anm   ^  i  ^  15i  (difsp  Ausg 
I,  1,  &  258,  1   Anm) 
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2111  Nr,  loy,  107,  105—107  Antti.  413 

Bchiedenes  progreesives  Produkt  ist.  Wir  wollen  uns  D  insbesondere  so  gewUhit 
denken,  dass  [BZ*]  =  1  wird.  Die  Summe  der  Stufenzahlen  von  A,  L,  B  ist  dam» 
gleich,  n  und  es  wird  somit  nach  Nr.  103: 

\B  .  AI)\  —  [AL  .  J.2>]  =  [ALIJ^A  =  [liT)\A  =  A, 
oder,  wenn  man  das  progressive  Produkt  [AH]  gleich  G  setztr 

A  -  [J5C]. 
Damit  ist  die  hehauptete  Darstellung  TOn  A  geleistet,  denn  das  Produkt  \BC\ 
ist  augenscheinlich  regressiv,  da  0  die  Stufenzahl  cc  ~\-  n  —  (5  hat. 

Aus  der  letuten  Gleichung-  folgt  nach  97: 
'A  =  [B    C\, 
wo   \A,  ,B,  '0  nach  Sata  2  wieder  einfache  Grössen  sind,   und  wo  jetzt  das  Vro- 
dukfc  [iS  C]  (nach  116)  progressiv  ist.     Hierin  liegt: 

Satz  4.  Sind  A  vmd  B  mifcuAe  Grössen  nnd  ist  A  dem  B  untergeordnet, 
so  ist  die  ErgöMznng  \A  der  Eryänxung  \B  übergeordnet. 

Aus  Satz  2  und  4  folgt  endlieh  der 

Satz  5.  Die  Ergänmngen  gweier  incidenter  eiMfacher  Grössen  sind  wieder 
iwidente  einfache  Grössen. 

JSfr.  107.   S.  77,  Z,  2,  3  v.  o.    Es  ist  hier  vorausgesetzt,  dass 

[AGB'i  =  lA  .  CD]    und    [A  .  BG]  =  [ABO] 
sei,  was  nicht  so  ohne  Weiteres  erlaubt  ist.    Man  kann  indes  diesen  Einwand 
beseitigen,  wenn  man  wieder,  wie  beim  Beweise  der  Formel  105,  die  beiden  Fälle 
unterscheidet,  wo  die  Summe  der  Stuienzalilen  von  A,  B,  C  gleich  n,  und  wo  sie 
gleicji  3»  ist. 

Im  ersten  Falle  läest  sieh  der  Beweis  genau  wie  im  Teste  von  107  führen; 
denn  setat  man  [BC]  =  [OD],  so  ist  J>  von  gleicker  Stufe  mit  .B,  also 

[AG.  BC]  =  [AG .  CD]  =  [ÄCD]C. 
Hier   sind  mm   die  Produkte   [AG]   und   [AGD]  progressiv,   weil  bei  beiden   der 
Voraussetzung   zufolge   die  Stufensnmme   ihrer  Faktoren  nickt  grösser   als   n    ist. 
Es  ist  daher  (nach  80) 

[A  CD]  =  [A  .  GD] 
oder,  da  [CD]  =  [BC]  ist, 

\ACD]  =  [A  .  BC]  =  [ABG] , 
und  es  wird  somit  wirklich 

[AG.  BG]  =  iABC]a 

Ist  u-utens  die  "^umme  der  Stufenaahlen  vti  i  L  C  „Ifith  ,m,  so  ver- 
fatic  min  ebenso  wie  m  dem  Beweise  von  Nt   lOo 

Nr  IOj— 107,  Änm  S  77  Z  4—11  v  o  Es  seien  wie  vorher  k,  ß,  y  die 
Stufenzahlen  dei  einfachen  Grossen  ABC  Da  die  beidnn  Falle  «-j-ß-j-y^™ 
und  =^  2«  schon  in  Nr  1115 — 107  erlpdigt  smd  so  biiucken  wir  nui  noch  die 
Pdlle  a  +  p-+-j<M  )i<a  +  |J  +  j<2«nnd«  +  p  +  y>2Hzu  behan- 
deln Von  diesen  drei  Fallen  kommt  aber  veimöge  Nr  101  der  letzte  ohne 
Weiteres  auf  den  eisten  zmnck  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dei  zu  erweisenden 
Gleichungen  die  Eiginzungen  nunnit  Denn  die  Ergänzungen  \A  IS  \C  sind  Ja 
nach  Satz  i  der  Änmeikung  zu  Ni  103  S  412  wiedei  einfache  drotsen,  und  zwar 
mit  den  btutenzahlen  n  —  a,  n  —  ß   n  —  y     und  aus  o-{-|5-}-l>2»  folgt,  dass 
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n-^  +  n-ß-\-u-y<:n 
ist.     Es  lileiben  also  nur  die  beiden  ersten  Fälle  au  behandeln. 

Wir  beginnen  mit  dem  Beweis  der  ersten  Formel  (S,  77,  Z.  7  y.  o.): 
[AB     AC]  =  [l       IBC\ 

I.  Fall,  c  4  p  +  /  <-  I  ht  2ß  -f  p  +  5  £»  60  sml  de  Poiikte 
[AB  .  AC]  und  [A  .  ABC]  belle  pvogiessiv  unl  nach  Ni  109  beile  null  da 
jedesmal  die  (üebiete  beidti  Faktoren  ein  Gel  let  a  ter  Stute  gemein  haben  Ist 
dagegen  So:  +  p  +  y  >  f  so  bind  jene  Piodukt«  beide  regressiv  und  wiederum 
nach  109  beide  null,  da  die  emtachen  Giuasen  A  [AB]  [AO]  [ABr]  aämmt- 
liclt  von  einem  Gebiete  von  tochatens  (a  +  ß  +  y1  ter  =!tufe  nmfistt  werden 

n.  Fall.  Ji<a4-ß  +  7<2n  Wenn  [iB]  TerÄ(,hwmdet  s  -und  beile 
Seiten  der  zu  erweisenden  Ueiciung  nuH  ist  andrerseits  a-{-  ß=^n  s  iit  [AB] 
eine  Zaiil,  die  in  dem  Produkte  beliebig  gestellt  weiden  kann   und  di 

[ABC]  ^[[imC] 
ist,  so  ist  die  zu  erwei'jende  Gleichung  ebenfalls  richtig      TIn   A  mun  dahei  an 
nehmen,  dass  [AB]  ^0  unl  a  -\-  ß  '^»  ut 

Nunmehr  müssen  wir  Tiei  Teraohiedene  Unterfälle  einzeln  behandeln  denn 
a-i-  p  kann  <;  n  oder  >  «  sem  und  c  -J-  j  kann  "^  w  oder  ^  «  sein 

1.  ünterfall.  a+p<H  a  +  i^n  also  2a  +  ß  +  y  <  2h  Weiden 
A,  B  und  C  von  einem  (jebiete  niederer  als  » ter  Stufe  umfasst  so  gilt  dasselbe 
auch  von  den  Grössen  C  [IB]  und  [AC]  be  regressiven  3?iodukt*  [AB  AG] 
md  [(AB)C]  =  [ABC]  «rnd  ddhei  nach  Nr  109  leide  null  Ivehmen  wu  daher 
•va     l       A    B    G    o    l    le     Ceb  ete  lon  i  leäeret  ah,  «  tei  Stufe  umfasst  v,m  len 

Unter  d  eae  Voraussetzung  haben  [AB]  und  0  em  Gebiet  {a  +  ß  +  y  — m)  ter 
1  e    ke  n  B  von  1  ol  erer  ^t  fe  gen  e  n   und  lassen  sich  dahei   nach  Ni.  &7  m  dei 

r   m 

[Ah]  =  [IL],     C=-  [DC,\ 
Id    t  11  n       o    l  n  n      l        t  if  nz  hlen  von  I),  L  und  C,   gleich  n  ist.    Nach 

]S      10?         1  d  h 

|Jif  1  =  fZl      BC,]  =  IDLG,]I>, 
wo  [DLU,\  =  [^ifC,]  omc  Zahl  ist. 

Nunmehr  kommt  es  darauf  an,  ob  A  und  G  ein  Gebiet  gemein  haben 
oder  nicht. 

Haben  A  und  0  ein  Gebiet  erster  oder  höherer  Stufe  gemein,  so  gut  das- 
selbe auch  von  A  und,  D,  nach  Kr,  109  sind  daher  die  progreyaiven  Produkte 
[AG]  und  [AD]  beide  null,  demnach  wird: 

[A  .  ABO]  =-  [BLG,]  [AD]  =.  0  =  [AB  .  AO], 
das  heisst,  die  zu  erweisende  Gleichung  ist  erfüllt. 

Haben  dagegen  A  und  G  kein  Gebiet  erster  oder  höherer  Stufe  gemeiji,  so 
gilt   dasselbe   auch  von  A  und  D,   folglich   sind  [AD]   und  [AC]   beide  ^0  imd 

[AC]  =  [AiPO,)]  ^  [{AD)C,], 
da   das   Produkt   \A{DC,)]  rein  progi'essiy   ist  (s.  Nr.  116  und  119),     Andrerseits 
werden  [AB]  und  [AC]  nach  unsrer  Voraussetzung  von  keinem  Gebiete  niederer 
als  ji-ter  Stufe  umfasst  und  haben  daher  ein  Gebiet  von  (2  a  +  p  +  y  —  M)-ter, 
aber  keines  von  höherer  Stufe  gemein;   zugleich  ist  klar,   dass  [AD]  eine  Grösse 
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(2m  -f  [5  +  y  —  n'j-tcY   Stufe   dieaes   Gebietes   ist.     Demaach  wird   sicli  [AB]   iu 
der  Form: 

\ÄB]  ^  liÄÜ)B,\ 

daratellen  lassen  und  es  ergiebt  sioli  nach.  103 : 

[AB  .  AC]  =  [{AD)B,  .  {ÄD)C,]  =  [(4i)Bi  C,  j  [^i>"|  -  [^ZiC,]  |/UJJ, 
während  der  vorhin  gefundene  Werth  von  [ABC]  ergiebt: 

[A  .ABC]^  [DLC,][AI)]  =  \ABO;]\AI)}. 
Folglieh  sind  beide  Ausdrücke  gleich. 

Damit  ist  der  erste  Unterfali  vollständig  erledigt. 

2.  Unterfall,  a  +  ß  >  w,  a  +  y  ^  m.  Da  [AB]  ^  0  aein  soll,  60  werden 
die  (Gebiete  TOn  A  imd  B  ein  Gebiet  von  (<a-{-ß  —  m)-ter  aber  keines  von  höherer 
Stufe  gemein  haben.     Ist  M  eine  Grösse   dieses  Gebietes,    so   Itönnen  wir   setzen; 

A^\MA,],    B^[MB,\ 
und  es  wird  nach  Kr,  103: 

[AB]  =  [MA,  .  MJ3J  =  [MA,  Bi}M, 
wo  \MA,B,]  eine  Ziihl  ist,  mithm: 

[AB  .  AC]  =  [3IA,BJ[M  .  AC]. 
Andrerseits  ergiebt  sich ; 

[A  .  ABC'\  =  13IA,B,]IA  .  JfC], 
es  ist  aber   [A  .  MC]  ^  [Jtr.ij  •  MC]    und  hier  ist  die  Summe   der  Stufenzahlen 
Ton  M,  jl,   und  C  gleich  a  -j-  y,  also  ^  n,  somit  kommen  wir  entweder  auf  den 
Fall  I  oder  auf  Hr,  103  Bm-ück  und  finden: 

[A  .  MC]  =  [31 A,  .  MC]  =  [31,  MA,C]  ==[M  .AC], 
es  wird  folglich  wieder; 

[^JS  .  AC}  =  1^  .  ABC}. 

3.  und  4,  Untei-fall.  Die  beiden  noch  übrigen  Unterfaüe;  a  +  ß  >  ii, 
a  +  y  ^  5!  und  K  +  ß-<n,  u  -\-  y  ^n  kommen  auf  den  1.  und  3.  zurück,  wenn 
man  auf  beiden  Seiten  der  au  erweisenden  Gleichung  die  Ergänzungen  nimmt. 

Die  zweite  Formel  {S.  77,  Z.  8  v.  o.) 

[AB  .BC]  -  [B  .ABC} 
ist  eine  unmittelbare  Folge  der  ersten.    In  der  That,  man  hat:  [ABG\  ^^\iAB)C\ 
und  [AB}  =  +  [-B4],  also  ergiebt  sich  aus  der  eisten  Formel; 

[BA  .  AC]  =  [A.  {BA)C}  =  [A  .  BAC}, 
was  eben  die  zweite  Formel  ist. 

Die  dritte  Formel  (S.  77,  Z.  0  y,  o,): 

[AC  .  BC]  =  [0  .  ABO] 
kann  m  den  Fällen  k  -f-  ß  +  7  ä  **  "^"d  ^  2h  genau  so  bewiesen  werden  wie 
die  erite     Id  dnii  FaUf    ii<a  +  ß  +  y<2»  dagi-gen  tst  $ie  nicht  mehr  allge- 
ntctH  guHig,  wie  man  am  Besten  durch  Betrachtung  eines  Beisijiels  erkennt 
Es  lei  »  =  5  und 

^-L«,>,],    B -[«,«,],    c  _(,.,.], 

dann  ist  [AB]  und  also  auch  [ABC]  null,  andrerseits  aber  wird; 

[i  C]  -  [.,  .,.,<]- 1«, «, .. «,] ,    \ßC]~  [,, ., .. .,]  _  I ,, ., .. .,] 

und  somit: 
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Anmerkungen  'i, 


=  k«.^.«.«.][«ie.«J  [103] 

=  [«i«4«J  [58,  94], 

also   niclit  gleich.  Null     wumit    die   Unvn,htigkpjt    d  r    Jnttpi    Icrmel  in   diesem 
lalle  bewiesen  ist 

Ni  lOS  b  77  Z  15f  V  o  Beide  Formeln  emd  auri  da,nii  noch  glltig 
wenn  B  dpm  A  u)  prgeordaet  let  aUD  liLerhauit  %ii.mi  A  %%tiA  h  vneiAent  miiA 
Da  die  erste  der  beiJen  Formeln  in  Wr  129  m  dieser  allgemeiiiereu  Bedeutung 
^ngewen'^et  wird  id  wollen  wii  gleict  hier  den  Beweis  beider  Formeln  aucb  für 
dpn  im  Teste  nicht  behandelten  Fall  eibimgen 

Es  seien  aho  ABC  einfache  Grossen  mit  den  ^tulenz'ihlen  «  ß  J  die 
Sunmie  der  Stufenaablen  -nca  A  und  0  also  q  +  j  sei  n  und  A  sei  dem  B  nnter 
geoidnet  Dann  «ml  nach  der  Anmeikung  zu  Ni  103  (S  ilift  auch  ]A  B  \C 
einfache  ttrosaen  und  es  ist  L  dem  A  untergeordnet  flberlie?  ist  die  Summe 
dei  Stufenzahlen  von  lA  und  C  gleich  m  —  q  +  m  — j  =aw—  H=n  Demnich 
ist  nj,ch  108,  |-_^     (,-B|C)]  =  [\A\U]\B, 

l\CB.  !^]  =  UC\A]B, 
und  hieraus  folgt  nach  101   das  Bestehen  der  GieioLungen  von  Nr.  108  auch  in 
dem  jetzt  betrachtet      P  11 

Nr.  112.  S.  aafVnddi  tkmnaji]l        fh  m 

Hauptgebietes  «-ter    tflm  «r  Pdtt  mfhC 

{n  —  l)-ter   Stufe   da    t  U  1  t   nämh  hm        nlhGö  teStf 

gelegt:  C  =  [n,  . . .  a  ]         b  a    ht  m  —       G  0  n,t      St  f        _,_ 

...  a^   so  EU  bestimm  n    da  imt  d  d  m  t  km 

Zhlb'hgteh  Id         [a  ]  —  1         dDfi-tm        Innh 


t.  ö         A 

A           Wl     m  N     112 

htman      0=[A   A  _           ^   +  ~i 

Z  gl     h 

t  h      d      b   li    Mögl    hk    t  g  g 

b       dilganuig          C           th 

W           1 

k  ml       to       h       Pr    1  kt 

Ö                to     Stuf     dai       t  11 

W    h  IS 

Tllj 

<  -l\i\A  _ 

'    +J 

d       A 

i,                   t      Stuf         d      1 

f    t   hm^      bi    b              d       k 

b  Id   m 

■m  ttelt  b  t          w  1  be    W 

4             4               d             Eml     te 

(    -Dt 

St  f      bg  1   t  t    ml 

E    1 

ht  t          d\B            h     du    b 

ml      St      lg      ttt          hBhb 

b  Id  G  ö 

tp     b  n  G            (    -1) 

te    St  f           Grund           I              I      1 

Si      h    d 

m  d  tu       p    1     t          G  om  t 

k  mmt  d      d         f  h              1        m 

1    Id  mit  P 

kt    b  Id  mit  El         k     rd 

b     t 

U  bng        hfctte           d  m  =!  t      N 

1         d        F  11      1       1          1 

Wl 

0     m  m      F  rm  1         d  -uckb  1 

rn^  t          d           11          E           11 

1      b     1 

F  rm  In 

l^.^.-i--- 

A,-]  =  a, 

M„^„-i--- 

A]  =  i, 

die  nachher  (Tgl,  Nr.  293,  299  und  300)  mehrfach  benutzt  werden. 

Der  Satz  113  ist  später  Ton  Clebscb  in  den  Göttinger  Abh.  Bd.  XVII  (1872) 
und  von  F.  Meyer  in  seinem  Buche:  „Apolaritöt  und  rationale  Gurren"  Tübingen 
1883  benutzt  worden  und  zwar  in  der  Form  eines  Satzes  über  Matric«3. 
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Kr.  113.  S.  S3.  Da  A  die  Stufenzahl  n  hat,  so  ist  «  —  a  die  Stufenzahl  der 
D  und  m  —  (n  —  n)  =  m  +  «  —  w  die  der  C^;  demnach  ist  »i  +  a  noüiwendig 
>  *i  und  somit  das  Produkt  [AB]  regressiy.  Da  nun  die  [AB^^  Zahlen  sind  und 
die  C^  dem  Gebiete  der  einfachen  Grösse  B  angehören,  so  konimt  der  ganze 
Sata  auf  Folgendes  hinaus:  Wird  eine  beliebige  Grösse  A  mit  einer  einfachen 
Grösse  B  multiplicii-t  uftd  ist  das  Produkt  [AB]  regressiv,  so  ist  [AB]  eine  dem 
Gebiete  von  B  a/ngehorige  Grösse,  ftir  die  in  dem  Satse  eine  eicpUcite  Darstellung 
gegeben  icird. 

Ziu-  Fassung  des  Satzes  ist  zu  bemerken,  dass  in  dem  Falle,  wo  die  Stufen- 
zahl der  Cy  gleich  m  —  1  ist,  jedes  D^  nur  einen  der  einfachen  Faktoren  Ton  B 
enthält,  nnd  dass  man  dann  die  Gleichung  [C,.JD^]  =  B  unter  Umständen  nnr  durch 
Aendening  des  Vorzeichens  des  betreffenden  einfachen  Faktors  befriedigen  kann. 

Der  Beweis  von  Kr.  IIS  enthält  eine  Lücke.  Bildet  man  nämlich  nach  An- 
leitung von  S.  83,  Z.  13 — 11  v.  u.  alle  Kombinationen  A^,  A^,  ...  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  A^  jedesmal  aus  den  Grössen  6, ,...&^^  besteht,  die  in  D^ 
fehlen,  so  erhält  man  keineswegs  alle  Eombinationen  von  &,,...  6^  zur  Q-ten 
Elasse,  während  doch  A  im  Allgemeinen  erst  aus  allen  diesen  Kombinationen 
nnmeriseh  ableitbar  ist.     Diese  Lücke  lässt  sich  jedoeh  leicht  ausfüllen. 

Wir  können  A  immer  in  der  Form: 

A  =  Sa^A^.  +Sa^'A^- 
schreiben,  wo  jedes  A^  gerade  m  —  (n  —  a)  und  nicht  mehr  Ton  den  m  Faktoren 
fci ,  .  .  .  6,^  enthält,  während  jedes  A'  mindestens  w  —  (n  ~  a)  -\-  1  von  diesen 
m  Faktoren  enthält.  Dann  hat  jedes  A^  mit  jedem  D^  mindestens  einen  Faktor 
erster  Stiife  gemein  und  die  progresaiTen  Produkte  [A^I>^'\  sind  daher  alle  niall; 
femer  hat  B  mit  jedem  A^'  ein  Gebiet  von  höbei-er  als  (m  -|-  c  —  *i)-ter  Stufe 
gemein,  es  sind  daher  aucJi  die  regressiven  Produkte  [..l  '.B]  alle  nuU.  Bilden 
wir  nun  das  Produkt  [-1£],  so  wird  wie  im  Teste: 

l^liB]  =  Za^[A^B]  =  ZaJA^D__]C^.  =^ö.[A-DJ'^,-. 
■wofür  mau  wegen  [A^' D^^  ^  0  auch  schreiben  kann: 

[AB]  =^[(-Sßj.i,  +  £o:„M„')i>,.]C',.  =  £[Ar>JC^. 

Nr.  120  S  ST  Der  Begriff  der  Eongruenz  wiid  von  diesei  ISuiamer  ab  in 
etwas  allgememerei  Bedeutung  gebraucht  als  der  m  Nr  2  aufgestellten  Erklärung 
des  Eongruenzbegnffes  entspncht  Wairend  namlii-h  lort  mi  zwei  von  NuU 
verschiedene  Grossen  kongruent  genannt  wurden  wenn  sie  emer  Zahlbeziehung 
nnterliegen  wird  von  jetzt  ab  auch  von  zwei  veisi,hwindenden  Grössen  gesagt, 
sie  seien  kongiuent  (\gl  namentlich  den  zweiten  Tkeil  des  Ben  eises  ron  Kr.  121 
und  Nr.  313  Anm ) 

Nr.  125,  Anm  S  t  /  II— 4\  ,  Sral  iii  1 -ilJe  f  ;  +  i  und  y  +  s 
beide  ■</(,  so  wird: 

\BACl^(-ir[ABÜ]  [58] 

=  (—  1}''''+^'— '>'■'-'' [ACS\  [l'-i^o], 

ferner; 

[AGB]  =  (-  i)(''-i-~l(>'-'-)[i;  .  AC'\  1"120,  Uew,  i] 

und  demnach,  wegeu;  n  —  q  —  s^^j-  —  t   und   s  —  f  +  «  —  r  ^^  'An  —  '2r  —  ä 
wirklich: 
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[BAC]  =  (-  l)i'[S  .ÄC]. 
Der  Pal),  wo   q  +  r   mid  g  +  s   beide  >■  n  sind,  kommt  auf  den  eben  erledigten 
zurück,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Ergänzmigen  nimmt. 

Ist  im  Falle  f)  5  +  r<m  und  9  +  s>  w,  m  ist  g  +  s  — m  +  *■<«,  also: 

[BAC]  =  (-  \)''''[ABC]  -  {—  iy\ACB\  [i2tf] 

=  (-ir+'''+'-'">''[£.^0|  [95,  58] 

^(-    >l        '[£     ^    ] 

Der  Fall,  wo  9  +  i-  >  •        i  g  +     <       k  mmt      f  d        l         1  dt^t  k 

wenn  man  auf  beiden  &    t       d      E  in         mm    t 

Wii-d  eine  der  bell  11  &  m         i+       d     a  +       1     ^  mlS      d  r 

anck  im  Falle  e)   inoide  t        d         Tithtwhndnbd       Fll         limlf) 
kein.  Unterschied  mehr.    D  h      f  11t  fnr  g+^w^^  It  t 

Formel  bei  e)  mit  der  t      1      t         an  d  da  te  1     m  1  1 

mit  der  ersten  bei  f ).    W   d  g  +     -=  g  It      t  1      h    d 

Nr.  135,  Anm.    S,  9Z  Ahtbmk  M  h 

Hr.  123  Beweis  2  und  3 

Nr.  129.  S.  99,  Z.  4  Et  I  te  J       n  A    di     k  f  li    1     Z 

rückleitung  (Absohattungl  mit    Im  gll  IGm  d4 

gegeben  hat. 

Die  in   Nr,   129   m  t   J.    J     P    f    l  kl    t  n   d  h  AI 

Reihe  nach:   A,  A',  G,  L    &.     t,    i      <\i        Agil         2  Üf )       d    1      m  N 
für  A'  gegebene  Ausdri  klltbBtm       1  Bhtl-        l(tlt 

[r     AL\ 
^^     ]CI{ 
Es  seien  mia  j)  und  m  die  Stufeniahlen  yod  A  und  G  wad  also  n  —  m  die  Stufen- 
zahl TOn  X.     Im  Falle  der  progressiven  Znrückleitung  ist  dann  (nach.  Nr.  128} 
m  ^  ß,  also:  p  -\-  {n  —  m)  ^  n  und  somit  (nach  58  and  120,  Beweis  1): 
\0L-\  =  (-  l)'"l"-"''[iG],    iAL]  =  (-  if^-'-'-'^lLA] 
{G  .  LA]  -  (-  l)'''-'")l"'-P'[£A  .  G]. 

Im  Falle  der  regressiven  Zurückleitung  ist  dagegen  m  ^p,  also:  p-\-  (n  —  m)^«, 
und  somit; 

[ffi]  =  (_  i)™('-"')[iCf],    [ÄL]  =  (-  lf'-^-i"'[LÄ] 

[G  .  LA]  =.  (-  iy"'J'-"''[i^  .  G], 
weil  [LA]  nach  Nr.  96  eine  Grösse  (p  —  m)-ter  Stufe  wird  und  m-\- (p  —  m)^ii, 
das  Produkt  [G.LA]  also  progressiv  ist.     Es  wird  daher  in  beiden  Fällen: 
ILÄ.B] 
^-     [ifff    ■ 
was  genau  der  in  A,  am  a.  a.  O.  aufgestellte  Ausdruck  ist. 

Nr.  129.  S.  100,  Z.  13if.  t.  o.  „Die  Produkte  [.l^^^O],  . . .  [A^U]  sind  aber 
in  Bezug  auf  die  Faktoren  o,,  ...  a„  reine  (nach  114,  [127,  128  und  I19b})". 
Bezeichnet  man  nämlich  die  Stnfenzahlen  von  A,  B,  G  mit  a,  ß,  y  und  sind 
euerst  «,,...«„  Grössen  erster  Stufe,  so  ist  (nach  127)  die  Zurückleitung  progressiv 
und  also  (nach  12S) 

-5P. 
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odpi    dt,  1  e  Stutenzahl  5    Ips  lusgeschloasBiieii  (Tebiete    '     iie  '-itufcc/  tl  v  di    1 
u  dei   des  Hauptgebietes  ergänzt    also  (J  =^  w  —  y  let    sj  ergiebt  sicli 
(I  ^  n.  —        oder  0.  -\-  y^n 
Die  Produkte  [4  j-i^'l  ^i^d  ?omit  m  Bezug  auf  die  Taktoren    i    ,      unl 

C  progiesaiv    und  bleiben  daher  (n'icii  1191))  auch  lem  progtee^iT    wem   t   in 

ihre  Faktoren  m  lautPi  Pattoren  erster  Stufe  anfluet 

bind   hnqegen    die  Paktoieu    o  «^    Giussen    («. —  Ij  fei    ■^tufe     h      1 

(^naih  l''7i  die  Zuruckleitung  regies^iT  und  also  (nath  1^&) 

o  ^  f/     oder     a^  n  —  y       das.  heisat     0;  +  }  5  " 
Die  PiJdukte  [Ä^i^C]  sml  demnach  in  Bezug  aif  die  Paktoren  A    ,  ,  unl 

t  repressiv  und  bieiben  daher  (nach  111b)  auch    linn  rein  regressiv    wenn 

min  ihrp  Faktoien    4„  1  1  und  C  m  Pindnkte   aus  dios^en   (n  —  li  ter  ^tufp 

aufloht     daa  heiset     o   smd   die  Piolukte   [A  j.,'  ]  auch   m  Bezig   d,iif  d  e 

Paktoren  a,         a^  rein  regiessiv 

Nr  129  =1  100  Z  17--1  y  u  Die  hiei  benutzte  Formel  1  t  11  103  du 
fnr  den  Fall  bewiesen  dass  B  dem  A  vnteigec  dnef  ist  =ie  gilt  jedoch  wie  m 
1er  Anmerkung  in  Nr  10&  (S  41b)  gezeigt  ist  anch  dann  wenn  B  dem  4.  «fiei 
gern  dnef  ist 

Nr  127  bie  139  Bei  den  im  faulten  Kapitel  des  ersten  Abschnitts  gegebenen 
Anwendungen  ^uf  die  Geometrie  ist  der  Begriff  der  Zuruekleitung  nacht  bernck 
sichtigt  Es  eiachemt  aber  wmiSLhenswerth  diesen  wichtigen  Begriff  duri-h  geo 
metnsche  Beispiele  zu  erläutern  da  die  Allgemeinheit  und  Abstraktheit  1er  in 
Jen  Nummern  12  — PO  gegebenen  Daistellung  wie  es  scheint  das  \  eistaadnis^ 
lei  Hntwickelten  Begriffe  wesentlich  erschweit  hat  So  beBeichnet  Hagen  lei 
m  seiner  Syno].BiE  der  Mathematik  aut-h  einen  UelerUick  übet  die  Aasdehnung 
lehie  und  verwandte  Methoden  giebt  die  Theorie  der  Zurnckleitung  als  dunkel 
(Vgl  Higen  SjnD|Sis  der  höheren  Mathematik  Bd  11  S  13")  Es  möge  daher 
im  Folgendfn  eme  Anwendung  1er  allgemeinen  Fnmiel  der  Zurutkleitung  (auc 
Hr  Vtj  auf  diejenigen  PäUe  gegeben  werden  die  siüi  darbieten  wenn  man  den 
Baum  im  Smne  von  Nr  216  als  Uebiet  vierter  Stufe  auffa  st  unl  die  kcmbmatj 
iische  Multiplikation  auf  dieses  Uebiet  als  Haupi^biet  bezieht 

Unter  diesei  Voranssetaung  ergeben  fiich  a«ht  PäUe  dei  Zuruekleitung    von 
denen   aber  immer   di    beiden   hmsiohtiich   des  Grund    nn  1  Leitgebietes  (vgl    4 
fe  32    diese  Ausgabe  I  1    S  146)  dualist  sehen  Falle  zusammen  bebandelt  weiden 
können     Dabei  sind  zwei  Ton  den  a^^bt  Fällen  au  sich  selbst  dualistisch     Die 
Darstellung  zerftJlt  laher  in  fünf  Abschnitte 

I    Die  Zuruekleitung  y  eines  Punktes  j   auf  tz-^S 

einen  Fiachentheil  a  unter  Ausschluss  emes  Punktes 
b  wird  (nach  Nr.  139)  analytisch  durch  den  Bruch 
dargestellt 

und  bedeutet  geometrisch  (vgl.  Fig.  23)  den  Punkt,  , 

der  erstens  der  Ebene  des  Mächentheils  a  angc-  / 

hört,  imd  der  stveitens  der  Gleichung  <-■?- 

(2)  ,«  _  „  +  ,- 

genügt,   wo   Ä   ein  mit   li   kongruenter  Punkt   i^t,   also 
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(3)  =  i& 

ist,  unter  E  einen  Zahlfjkt      »  rat  ul  u 

Durch  diese  beid  a  F  gen  haften  ddp  Zur  ckl  tung  y  p  de  t  ^  le 
stimrat.  Denn  aus  der  Ule  chung  {'>)  wplche  sich  mit  Eucks  cht  auf  (3)  a  oh  n 
der  Form  j/-(-!6  =  :b  s  hielten  llwst  tolgt  luch  bez  ghche  Multiilikat  ou  nut  ö 

und  hieraus  durch  bezugliehe  Multiplikation  rait  a 

Die  linie  Seite  dieser  letzten  Gleichung  ist  aber  nach  Nr.  108  =  [ab]%  denn  die 
Stufensimime  von  a  und  b  ist  gleich  der  des  Haup<^ebietes,  nnd  nach  der  Voraus- 
setzung soll  y  dem  a  untergeordnet  sein.    Die  Gleichung  verwandelt  sich  daher  in 

ans  der  für  y  der  in  (1)  angegebene  Werth  folgt 

»  [.6] 

Der  LH  dieser  Entwickelung  Vörwendete  Hiilfspunit  z  läast  sich  ebenfalls  als 
Zurflckicitung  des  Punkt«3  a,  auflassen  näanhch  als  Zutückleitung  des  Punktes  x 
Liuf  den  P  mU  (  untci  Aufchluas  des  Flächcntheils  k,  und  wird  also  (nach  129) 
duich  den  Pruch    Urgestellt 

In   dei    That  tolgt   a\s   dei  bkiLhung  (21   duith  Multiplikation   mit 
Ni   121)  [ya]  =  0  ist 

und  hieraus  durch  Multiplikation  rnit  & 

&[  «]  =  blccc] 
Eiei  ist  die  Imke  Seite  (nichNr  10H1  =[&ß]      denn        t  l  m  f        t 
die  Stufensumme  von  &  und  o  let  =  4    Polglioh  gltd     1  t  t    dl 

[/><]„  =  fr^  ] 

woranB  ftu  s  wirklich  dei  lA  erth    4    folgt     Dunt     t  b  wi  d 

Punkt  a   alt  Zuruckleitung  von  x  -iafgefasst  werd 

Zumckleitung  au^  der  Zurüekleitung  v  dadurch  h  r 

welches  zunickgeleitet  wird  (das  Gmndgebiet  na  h  . 

Gebiet  (dem  Leitgebiet)  TCrtau^cht     Diese  Zuni  kl  ■ 

Gleichung  (2)  die  Eigenschaft    eur  ursprüngliche 

ruckgeleitete  Giosse  v  zu  ergeben     Ans  diesem  C  -und     mög    di    C  i 

zur  Zurüekleitung  (/  gehörige  ergan  ende  Zuiuekl  t     g  g    aji  t  w    d 

Setzt  man  si.hliesslich  noch  die  Werthe  (,1)      d  (  1       d     Gl     h     g  (  ) 
und   stellt   zugleich   im  Nenner   \on   (4)    lic  Fakt  m    w   l      1  7      h 

'       )  Prhalt  man  fui  x  die  Z    1  gung  f  rm  1 

duich  ^scli^hp  dci   Punkt  i   alf.  die  Summe  zweie    P     tt        1      h  w         R 

a  liegt  und  dei  andere  mit  dem  Punkte  b  zusamment.illt. 


,  da  (nach 


1.   d    w      g  ht  d 
mm  das  C  5    t, 


h  t  dann      f  lg 
ü  kl   t         (     ddirt  dl 


Wechsel  ledmift  wird    i 
(51 


^  diTge  stellt  ■« 
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n.  Die  Zurückleitung  Y  emea  Linientheile  X  auf  einen  Plächentheil  a  unter 
Ausschiusa  eines  Punktes  ö  wird  (nach  Nr.  129)  analytisch  durch  den  Bruch  dar- 
gestellt 

UBd  bcdputet  gtdometnsth   \^\   Fig      ")  den  Linifnthtil    der  erstens  der  Ebene  des 
Flächnnthe  la  «  ai ^  h  rt  und    le    st  ifcj  >>  d  e  ttle  chi ng 
(7)  T  ==  1  4-  Z 


erfüllt,   unter  2  einen  Linientheil  reratanden,   dessen  Gerade  durcli  den  Punkt  h 
hindurchgeht. 

Diese  beiden  Eigenschaften  bestimmen  wieder  den  Linientheil  Y  eindeutig; 
denn  ans  der  Gleichung  (7)  folgt  durch  Multiplikation  mit  6 

[TS]  _  [XS] 
und  aus  dieser  durch  Multiplikation  mit  a 

W  .  Yb\  =  [ci  .  XiJ. 
Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  aher  (na<di  Nr.  108)  "■  [«(i]y,  denn  die  Stufen- 
summe Ton  a  und  h  ist  gleich  der  des  Hiuptgebietes  und  nach  der  Voraussetzung 
soll  Y  dem  a  untergpordnet  sein     Die  letzte  Gleichung  verwandelt  sieh  daher  in 
]a6]T'=  [a  .  S.V\,  woran?  fm   1   dei  m  (6)  angegebene  Werth  folgt. 

Auch  hier  ist  wiedei  die  Hulfsgros&e  ^  die  zu  1  gehörige  ergänzende  Zv,- 
rücMeitimg  Ton  X  las  he  sst  die  ZuruLkle  tung  les  Linifntheils  X  auf  den 
Punkt  b  unter  Auaschlia  le&  i lachentheils  c  und  wiid  scmit  dargestellt  durch 
den  Bruch 

[6.A-«] 

In   der  That  folgt   aus   der  Gleichung  (7)   durch.   Multiplikation   mit   h,    da   (nach 
Nr.  121)  |rß]  -^  0  ist, 

L^a]  =  [X»J, 

und  hieraus  durch  Multiplikation  mit  h 


(8) 
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L!     ZaJ_[6    i„] 
Hier     ot   d  i    1  1  lo   S  it     na  t   dei  Verallgemememng  t  n   tir   103   (Tgl,  die  Au- 
m&rki  111,  auf  '^   4161   =  \ba]Z    denn  Z  ifit  dem  6   iibnigHotdiiPt   und   die  Stufeu- 
'jumme  vin  b  und  a  lat  =  4      Du  letzte  Gleicliung  gpht  alio    iber  in 

worT,u3  für  Z  der  Werth    8)  folgt 

Setzt  man  sL-thesslich  die  Werthe  (6)  und  (S)  in  die  Gleichung  (7)  ein,  so 
erhält  man  für  X  die  Zeilegiingeformel 

-  ["  ■  -Sb]  —  [6  .  Xk] 

duith   die   du   Liiientleil     \.    m   die   Summe   zweier   Limintheile     m   /viii  Krn 
ponentea)  '-■■—  .,  ■   an  1  —  '-         —i  zerlegt  ist   von  denen  dei  cim   in  der  Ebeni.  a 

liegt  wihrend  der  andere  duich  den  Punkt  b  hindurchgeht 

Ea  iit  TTiüitig  das*;  eine  entsprechende  Zerlegung  au(.h  für  ema  hebehige 
Summe  S  =^  S^  -\-  X,  zweier  sich  nicht  schneidender  Linientheile  \^  und  Xj, 
da«  heisst  fui  eine  Süiraube  {ua  Ball  sehen  &mne,  vgl  die  Anmeikung  ?u  Ni  üb, 
■^  437  möglich  ist  Stellt  ma,n  nSmlioh  die  Zerlegung sfoirael  (<»)  fui  jeden  der 
I  eilen  Linientlieilt  X  und  \j  dut  und  addirt  so  erglobt  su,h  clini  Weiteie 
_  [a    Sb]  —  [b    .Sa] 

.   L«^^  und  -  tl^^]   ■■ 

yon  denen  der  erste  in  der  Ebene  des  Flächentheils  ß  liegt,   während  der  zweite 
durch  den  Punkt  b  geht  (vgl.  hierzu  die  Entwickelung  in  Nr.  286). 

111.  Die  Zurückleitnng  ij  eines  Flächentheile  i  auf  einen  Flächentheil  a 
unter  Ausschluss  eines  Punktes  &  wii-d  (nach  Nr.  129)  analytisch  dargestellt  durch 
den  Bruch 

und   be,deutet   f,Pometiisf)i    w^l    1 1^    24)   den  Flächenlhfil     welthei    tiitwi    dei 
Ebene  des  Fia  heiitheili        nio  huit   unl  welehei     iieitem  dei  Ulcichung 
(12)  I  =  ij  +  £ 

genngt  in  dei  £  ein  Fldchentheil  ist 
de  sen  Ebene  duieh  den  Punkt  h 
hindrai-hgeht  Dieter  Elächentheil  j, 
nt  dann  wiedei  die  zu  i}  f,ehönge 
hiffan  ende  ZmitcUettunq  von  5  und 
wird  also  dargestellt  durch  die  Glei 


was  sich  ebenso  wie  m  den  beiden  eisten  Pillen  legrunden  Msst  fernei  erhält 
man  wieder  durch  Emfilhrung  dei  Werthe  (11)  und  (13)  m  die  Gleichung  (12)  fiir 
den  Flachenfhcil  ^  iine  Zeilegungstnrmel 


(10) 

wodurch  die  Schraube  S  in  zwei  Linientheile  iy^-^p  und  —  *•" "  '^"-    zerlegt  ist, 
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Zu  Nr,  m—l2i). 
durch  welche  der  Pläcliei  theil  ;,  i  d  e       q       z 

während  der  anderp  dar  h  den  Punkt  l  geht 

IV,    Die  Zordckte  tiing  j  des  Punkte        auf 
schluas   eines   den   er  ten  n    1 1   sehne  denden  L 
analytisch  ausgedrückt  durcii  den  Bruch 


Ha  hp  the  le    Ro    i 


i  tte  1    1  unte     4 


(15) 


-     lAS] 


und  bedeutet  geometriach  (vgl.  Fig.  25)  den.  Punkt,  welcher  erstens  der  GeradeE 
des  Linientheila  A  angehört,  und  welcher  sweitens  der  Gleichung- 
(16)  x  =  y^z 

genügt,  in  der  z  einen  Punkt  der  Ge- 
raden B  bedeutet.  Dieser  Punkt  i  ist 
dann  wieder  die  anr  Zurfickleitung  y 
gehörige  ergänzende  Zmrückhitwig  von  x 
und  wird  durch  die  Gleichung  dargestellt 
_  [B_.^A-\ 
"[BA]-' 
Die  Gleichungen  (15)  und  (17)  ergeben 
zugleich  die  Konstruktion  der  Punkte  y 
und  s  als  Durchschnitte  der  Geraden  A 
und  S  mit  den  Ebenen  [xB]  und  [xA]. 
Die  den  beiden  Gleichungen  Eixgehörende 
Zerlegungsfonnel  lautet 

(18)      x  ^ 1.-^^^ 


(17) 


ines  Plächentheils  |   j,ul   den  Linicntlieil  A   unter 
wird  (nach  Nr.  129)   analytisth   durch   den  Bruch 


V.  Die  Zurückleitung  j; 
Ausschluss  des  Linientheils  1 
dargestellt 

(19)       „  -  ^Aiim 

'^■''  ''-    [AB] 

und  bedeutet  geometTiseh(vgl  Pig  2h) 
den  riächentheü,  dessen  Ebene  ei  ftenf 
den  Linientheil  A  enthält  und  wel 
eher  iwettens  der  Gleichung  genügt 

(30)  e  =  1  +  ?, 

unter  £  einen  Plachentheil  TCrstanden, 

dessen  Ebene  den  Linientheil  B  ent 

hält.  Dieser  Flachentheil  J  ist  wieder 

die  zu  ij  gehörige  eigariaende  ZuruMetluHy 

ausgedrückt 

f21)  t^^^-Jj^\. 

Aus  den  Gleichungen  (19)  und  (21)  entuimmt  man  zugleich  die  Konstruktion   der 
Fläohentheile  i]    und   ^.     Denn    nach    diesen    Gleichungen    werden    ihre    Ebenen 


nd   «iid    dui^h   d,n   Piuih 
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bestimmt  durch  je  einen  der  beiden  Innientheile  A  und  B  und  den  Sctnittpunkt 
des  andern  mit  der  Ebene  ^.  Die  zu  den  Fonnelii  (ID)  und  (31)  gehörende  Zor- 
legungaformel  lautet 

Durcli  sie  wird  der  Flächentbeil  ^  in  zwei  Komponenten,  nämlich  in  zwei  Fläohen- 

theile   -y.  '  ■—-.  -  und    -f-j-^-.-  zerlegt,  Ton  denen  der  eine  durch  den  Linientteil  A, 

\_Ail\  lA-ti\ 

der  andere  durch  den  Linientheil  B  hindurchgett,  H.  Grasamann  d.  J. 

Nr.  133.  S.  103,  Z.  14—12  T.  u.  Wenn  m  =  m  —  1  ist,  so  enthält  jedes  F^ 
nur  eine  der  Einheiten  Cj ,  . , .  e,^  als  Faktor;  man  tajin  daher  dann  die  Gleichungen 
[£V  F,]  —  1  nicht  immer  durch  geeignete  Anordnung  der  Faktoren  von  F^^  be- 
friedigen, sondern  muaa  unter  Umetänden  für  Ff.  eine  negativ  genommene  Einheit 
setzen.     Vgl.  die  Anmerkung  zu  Nr.  113,  S.  417. 

Nr.  134  Auflösung  1,  Schlusa.  S.  106,  Z,  10  v.  u,  Ea  bleibt  noch  zu  beweisen, 
daaa  die  angegebenen  Werthe  von  x,,  a^j,  .  .  ■  a:^  zusammen  mit  ganz  wiükfiiliohen 
Werthen  von  a^^+i'  ■  •  ■  ^n  ^^'^  Gleichung  (c)  auch  wirklieli  Genüge  leisten. 

Es  wurde  bereits  gezeigt,  daas,  falls  die  Gleichungen  (a)  nicht  einen  Wider- 
spruch enthalten,  sich  die  Grösse  6  aus  a,,...a^.  müsse  numerisch  ableiten 
lassen.    Bs  sei 

6  ^^/i»!  -f  JA",  H h  y,.«r; 

n  -.  +  ia  +    +r^a_^_    +        +   c  a^  ^  d 

gesetzt.  Dann  wird  die  Gio^se  d  da  nach  der  Voraussetzung  die  Groeiien  o  i  ,  , 
C'r+2'  ■  ■  •  '^11  ^"^  "i  I  ■  ■  '  nume  isch  ^Heitbai  -Jind  si  h  ebenfalli  lu  diesen 
Grössen  ableiten,  also  ii     1      1    im 

d^  +  +  +       . 

darstellen  lassen.     Wegen  (*)  ist  mm  c  =  6  —  (J,'  es  wird  also 

e-{y>-  ^,)"i  +  (y.  -  h'^'h  +  ■  ■  ■  +  (j/.  -  "Mr- 

Setzt  man  aber  diesen  Werth  von  c  in  die  unter  (f)  angegebenen  Ausdrücke  für 
Xf,,  x^,  ...  x^   ein,  so  erhält  man 

und  multipliciert  man  diese  Gleichungen  beziehlich  mit  o, ,  o^ ,  , . ,  «^  und  iiildicvl, 
so  ergiebt  sich 

x,a,  J^x,a,  +  ---^x,M.,.^b-d, 

das  heiest,  mit  Eücksicht  auf  (•),  die  Gleichung 

(c)  x,a,  ^-x.,a,  +...-|-ai^„^  +  fl;^_^^f,^^^ +  ...  +  , <_,.,_  ^h. 

Also  wird  der  Gleichung  (e)  durch  die  Werthe  (f)  wirklich  genügt. 

Nr.  184.  S.  104—109.  Die  beiden  Methoden  der  Auflösung  eines  Systems 
linearer  Gleichungen  lassen,  falls  m  <  4  ist,  eine  geometrische  Deutung  zu,  die 
für  den  Fall  m  =■  3  entwickelt  werden  eoll. 

Um  die  erste  Auflösung  geometrisch  zu  deuten,  fasse  man  die  Grössen 
c'^',  e'^',  e'"   als    drei  nicht   in  Einer   Ebene   liegende    Strecken   auf.     Die   drei 
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Zu  Nr.  m—ns,  13y,  134. 

Grössen  «j,  »,,  «,„  welche  den  Gleichungen  (b)  zufolge  durch  die  in  den  j 
der  Gleichungen  (a)  stehenden  Koefflcienten  a,Q6  den  Strecken  e'",  e'^\  e' 
risch  abgeleitet  sind,  werden  dann  ebenfalls  Strecken  und  liegen,  falls 
wieder  Toranagesetzt  wird,  dass  [«,«503]  %0  sei,  nicht  in  Einer  Kbeno, 
besagt  die  Gleichung  (c),  dass  sich  die 
Strecke  6  aus  den  drei  Strecken  a„  a,, 
«3  numeriscli  ableiten  lasse,  und  ihre 
Ableitzailen  x,,  ar,,  x^  sind  die  gesuch- 
ten Unbekannten.  Zerlegt  man  daher 
die  Strecke  &  in  drei  Summanden  61,  65, 
6^ ,  welche  beaiehlioh  den  Strecken  a^ , 
Oj,  Og  parallel  laufen  (tgl.  Fig.  27),  was, 
solange  [öjOgfta]  ^0  ist,  nur  anf  Eine 
Art  möglich  ist,  bo  sind  die  drei  Vei 
hältmsse  au^  den  drei  Paaren 
gehönger  Strecken  h^  und 
sui-hten    Unbekannten    1  _ ,    1 

b  h. 


i,-^i 

\ 

^         / 

/  3^ 

r 

\ 

r                 e^ 

In  dem  PaJle,  wo  das  kombmato 
iiacho  Piodutt  [«irtjOs]  =  0  ist,  ahei 
doch  noch    zwei  von    den    Grössen  a, , 

Oj,  «j,  etwa  a^  und  o,  in  kemei  Zahlbeaiehung  la  einander  stehen,  kouBtruire 
man  wieder  die  Tier  "^trecken  n, ,  a^,  03  und  6  entsprecheiid  den  Gleichungen  (b). 
Dadurch  ethält  man,  falls  die  Gleithungen  (a)  nicht  einen  Wid^iBpruch  enthalten, 
Tiei  Strecken  einer  und  derselben  Ebene  (vgl  Fig  2^)  Dami  nplime  m,iii  die 
Grosse  j;,  ganz  willkürlich  an 
vermindere  6  um  jj«j  und  setze 
&  —  J.,  «j  ="  ö  SchheBBbch  stelle 
man  c  als  Vielfachentumme  von 
a^  und  o,  dar,  das  heisst,  als 
Summe  zweier  Streiken  c,  und  Cj, 
welche  heiiehbch    au    a     und  a. 


parallel  laufen 


«a 


angenommenen  Werthe    Ton    j.  Kg.  äs. 

entsprechenden   Werthe    von    o., 

und  c,  Giebt  man  den  StieiÄen  «  a^  a^  h  und  c  (wie  m  der  Fig  2s  ^t 
echehen)  einen  gemeinsamen  Anfangs[unkt  so  erhllt  man  slmmtliUie  Werth 
von  -Ci,  x  ,  rj,  welche  den  gegebenen  fleichungen  (1)  genügen  ^^elm  man  dtn 
Endpunkt  der  Strecke  c  parallel  mit  m  verschiebt  und  fui  jede  Lage  von  die 
btreeke  ö  m  die  Summe  &  =  c  -[-  J.itj  und  die  Strecke  0  selbst  m  die  Summe 
c  =  x^a^  -J-  i^a.  zerlegt  Entsprechend  yerfähit  man  wenn  je  zwei  von  den 
Glossen  a^,  «j,  n,  in  einei  Zahlbeziehung  stehen 

Um   auch   für   die   xne.iU  A«llo$unj   des  Systems   Imearei    Gleichungen   ein 
geometnBche  Deutung  zu  finden,  fisse  min  die  vier  Einheiten  e     e     e     e     de  eu 
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kombinatorisches    Produkt  gleich    Eins    gesetzt  war,    ab   einfache   Punkte   auf, 
welche  die  Ecken  eines  Tetraeders  bilden  (ygl.  Fig.  29).     Dann  sind  die  Grössen: 


k'^'b 


1  +  4'' 


0  T  "i  ^1  -\-  <^a  «2-1-  "3  «a 
^|3)^„(3|g  Malaie  -f  o.<«e  -f  a<"'e 
die  aus  den  Einheiten  Ct,,  e,,e^,  e^  durch 
die  in  den  Zeilen  der  Gleichungen  («) 
auftretenden  Koefficienten  abgeleitet  sind, 
wiederum  Punkte  und  bestimmen,  falls 
das  Produkt  [«ti>n(ä)^(3)]  :j.  ^  ^^^  ^j^^^ 
Flächentieil  Ä  —  [«"'a'^'a'"] .  Setzt 
man  ferner  wieder 

X  =  x^\eg  +  *i  1^1  -|-  a^  !«i  -H  ^3  ;«j, 
wo  also  X  einen  Flächentheii  darstellt, 
und  wo  Xf  =■  1  ist,  so  werden  die  ge- 
gebenen Gleichungen  (ü)  identisch  mit  den 
Gleichungen 

,,.i„  ,,^  welche    aussagen,    dass    die    Ebene   des 

Flächentheils   X  durch  die  drei  Punkte 

n*^*  hindurchgeht.     Dieser  Plächentheil  wird  sich  daher  in  der  Porm 


ausdrücken  lassen,  v 
Gleichung  [e^X]  = 
Unbekannten  at, ,  x^ 


X  eme  Zahl  bedeutet    deien  Werth  sich  mit  Hülfe   dei 
=  1    trmitteln  Idsst     Die  aut,  der  Gleichung  (t)  füi 
herFOi  gehenden  Ausdrucke 


Ml 


stPÜm  dann  die  drei  Unbekannten  dai  als  'S  erh'iltnisse  derjenigen  vier  Spate, 
die  durch  den  Flachectheil  A  unl  je  eine  Ecke  des  Urundtetraedeis  bestimmt 
sind  Nun  Yerhaltcn  3n,h  a>ei  zwei  solche  bpate  zum  Beispiel  [<,  ji]  und  \e„Ä] 
zu  emandei  wie  die  beiden  Abschnitte  f ,  «  und  e^n  m  welche  lie  Tetraeder- 
kante e  e„  durch  ihren  Schnittpunkt  Sj  nut  dei  Ebene  Ä  getheilt  witd  Die  Un- 
bekannten 3-1,  i,,  Xj,  Blöd  dahei  nichts  andeies  als  die  TheÜTerhältnisse,  welche 
die  Ebene  des  Plächpntieih  A  äut  den  Tetraederkanten  [eiC,,]  [tjf„l  [e^e^']  her- 
Torrafl  voranagesetzt  dass  die  Theile  inmier  von  der  Tetiaederecke  aus  nach 
dem  Theilpunkte  hin  gerechnet  werden  H   Grassmann  d.  J. 

Ni  186,  Anm.  2  8  113  Z  6  v  3  In  dei  Origmal^usgabe  steht  m-thümlich 
1&45  Die  Jahreszahl  1&47  wiid  durch  den  Bnefwechsel  zw  sehen  Giaasmann 
und  Samt-Venant    der  erhalten  ist    sicher  gestfllt 

Ebenda,  2.  11^1*  v  o  Gauchy  Bchlies'it  mehrfach  selche  Produkte,  die 
im  ^mnp  Grassmanns  ali  äuisere  zu  bezeii-hnen  sind  awischen  zwei  senkrechte 
btri  he  ein;  auch  scharfe  Klammen  wendet  er  ii  ein  i  'jhilu.hen  ^enn  auch 
iilM  ^anz  in  derselben  Bedeutung     n 
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Zu  Sr.  134,  136  Aiim,  3,  137  und  138,  147,  150,  150  Äum.,  152.  427 

Ni-,  137  und  138.  S.  113f,  Auf  den  Begriff  der  ErgäuKuag  gestützt,  kann 
Grassniann  jetzt  das  innere  Produkt  zweier  Grössen  unmittelbar  deflniren, 
während  er  in  der  geomehischen  Analyse  immer  nur  äussere  Produkte  angegeben 
hatte,  die  den  betrachteten  inneren  Produkten  proportional  waren  (vgl.  diese  Ausg. 
I,  1,  S.  421  unten). 

Nr.  147.  S,  115.  Der  zweite  Theil  des  Beweises  dieser  Nr.  wird  wesentlich 
kürzer,  wenn  man  sich  auf  den  in  der  Anmerknng  zu  Nr.  103  bewiesenen  Satz  B 
stützt  (S.  413)  und  ausserdem  Nr.  90  Zusatz  benatzt. 

Nr.  150.  S,  118,  Z.  7.  Y.  o.  Die  Formel  gilt  auch,  wenn  g  =  )■  ist;  dann  ist 
nämlich  3(?'—  1)  sicher  gerade,  also  erhält  die  Formel  ton  Nr.  150  die  Gestalt: 
[A\E\  =  !f-B!  J.],  was  mit  Nr.  141  nad  144  stimmt. 

Nr.  150,  Anm.  S.  118,  Z.  12,  11  t.  u.  „in  den  oben  entwickelten  Formeln", 
nämlicli  im  Beweise  von  Nr.  147  nnd  in  Nr.  148. 

Nr.  152.  S.  119,  Z.  9  t.  o.  „wenn  ihre  Theile  es  sind".  Der  Ausdi-uck  „Theil 
eines  Gebietes"  ist  bisher  noch  nicht  in  einem  bestimmten  Sinne  benutzt  worden; 
was  ex  bedeuten  soll,  kann  man  aber  aus  den  später  eingeführten  Namen  „Linien- 
thejl"  und  „Flächentheil"  (s.  Nr.  249  und  257)  erscliliessen.  Unter  einem  Theile 
eines  Gebietes  g-ter  Stufe  versteht  nämlick  Grassmann  offenbar  eine  einfache 
Grösse  g-ter  Stufe,  die  dem  Gebiete  angehört;  es  müsste  daher  eigentlich  heissen: 

Mn  Gebiet  m-ier  wnä  ein  Gebiet  q-ter  Stufe  im  einem  Sauptgebiete  n-ter  Stufe 
heissen  normal  eu  einander-,  wenn  eine  einfache  Grösse  mrter  Stufe  des  ei'sten  Ge- 
hietes  SU  einm-  einfachen  Grösse  grter  Stufe  des  zweiten  Gebietes  normal  ist. 

Man  braucht  niralick  hierbei  nur  Einen  „Theil"  des  einen  mit  Einem  „Thoile" 
des  andern  Gebietes  zu  vergleichen,  da  nach  Kr.  70  alle  Tlieile  eines  Gebietes  im 
Sinne  von  Nr.  2  kongruent  sind. 

Hat  man  zwei  einfache  Grössen  A  und  B  von  bezüglich  m-ter  und  g-ter 
Stufe  nnd  istm^g,  so  ist  das  Produkt  IA\B}  progressiv*);  ist  dagegen  m^j, 
so  wird  das  Produkt  [B\A]  progressiv.  Nach  Nr.  109  sind  daher  die  beiden 
Grössen  A  und  B  dann  und  nnr  dann  notTnal  zu  einander,  to^m  diejenige  von 
ihtuiti,  deren  StufenzaN  nicht  grösser  als  die  dm-  andern  ist,  mit  der  Ergänmng 
de7-  andern  ein  Gebiet  erster  oder  hähere^-  Stufe  gemein  hat. 

Nr.  152.  S.  119,  Z.  9—13  v.  0.  Dieser  Erklärung  liegt  eine  Voraussetzung 
zu  Grunde,  die  eigentlich  bewiesen  werden  sollte,  die  nämlich,  dass  zwei  allseitig 
normale  Gebiete  oder  Grössen  auch  normal  sind  in  dem  vorher  erklärten  Sinne, 
Da  man  die  Richtigkeit  dieser  Voraussetzung  nur  beweisen  kann,  indem  man  sich 
auf  einen  Tkeil  der  Entwjckelimgen  in  Nr.  153  bis  167  stützt,  so  wäre  es  besser 
gewesen,  die  Erklärung  allseitig  normaler  Gebiete  und  Grössen  erst  nach  Nr,  167 
zu  bringen  und  dann  einen  Satz  zu  formuiiren,  etwa  folgendermaesen : 

Satz  1,  Zwei  allseitig  normale  Gebiete  oder  Grössen  eines  Sauptgebietes  n-ter 
Stufe  sind  auch  normal  eu  einander  im  Sinne  von  Nr.  löä. 

Das  wilre  um  so  zweckmässiger  gewesen,  als  der  Begriff  „allseitig  normal" 
in  den  Nr.  1&3— 167  überhaupt  gar  nicht  vorkommt  und  erst  in  Nr.  171  und  172 
eine  Rolle  spielt. 

Um  den  Satz  1  zu  beweisen,  wollen  wir  zwei  allseitig  normale  Gebiete  von 
bezüglich  jü-ter  und  g-ter  Stufe  betrachten.  Dann  können  wir  nach  Nr,  163  in 
jedem  der  beiden  Gebiete  ein  Normalaysteni  von  der  betreffenden  Stufennahl  und 

*)  Die  Er^nzung  \B  wird  ja  eine  einfache  Grösse  (ii  — g)-ter  Stufe;  vgl, 
Nr,  00  Zusatz  und  die  Anmerkimg  zu  Nr.  103,  Satz  2,  S,  412, 
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und  somit; 

[(«,■■ -»JK' 

428  Anmerkuitgon  zu  A^ . 

vom  numerischen  Werthe Eins  annehmen,  und  zwar  seien  u^,...u^  und  «j, .  . .  r. 
diese  beiden  Normaisysteme.  iNacIi  dem  Begriffe  des  allseitig  Normalen  ist  aber 
jede  Grösse  Sa^ii^.  zu  jeder  Grösse  ^ßjVj  normal  alsu  nimentlicb  jedes  m^  zu 
jedem  Vj.  Hieraus  folgt,  dasa  u^,...^l„^,  *i,,...e^  auch  zusammengenommen  ein 
Notmalsystem  vom  numerificlieii  Werthe  Eins  bilden  und  (nach  Nr  157)  zugleich, 
dasB  zwischen  »j, . .  -«„,,  v^,. .  .v  keine  Zahlbeziehnng  bestpht  Demnach  können 
wir  auf  Grund  von  Nr,  161  au  u^,...u^,  «^  t  noch  n — m  —  g  Grö'Jben 
''"i!  ■  ■  ■  Va~m—q  ^"^  hinzufügen,  dass  ein  Tol]ständif,ti>  "NcrmiU^ttem  vim  nume 
rischen  "Werthe  Eins  entsteht. 
Nunmehr  ist  nach  Nr.  167 

Denn,  ist  m  <  g,  so  ist  das  Produkt  [(»,-■-»„)  |  (fj  ■-■  »J]  progressiv  (vgl.  die 
TOrige  Anmerkung)  und  verschwindet  daher  wegen  (*)  nach  Nr,  60;  ist  aber  m>-3, 
so  ist  das  Produkt  regressiv  und  verschwindet  nach  109,  weil  wegen  (*)  das  ver- 
bindende Gebiet  seiner  Paktorea  von  (n — g)-ter  Stufe,  also  kleiner  als  n  ist. 
Demnach  sind  die  beiden  allseitig  normalen  Grössen  [w, . , ,  m^J  und  [wj^., .«  ] 
und  ebenso  ihre  Gebiete  wirklich  zu  einander  normal  im  Sinne  von  Nr,  152, 

Aus  den  eben  durchgeführten  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  von  zwei  all- 
seitig normalen  Grössen  stets  die  eine  der  Ersitzung  der  andern  untei^eordnot 
ist.  Ebenso  ist  umgekehrt  klar,  dass  jede  einfache  Grösse,  die  der  Ergänzung  einer 
Grösse  [aj...w„]  untergeordnet  ist,  zu  dieser  Grösse  allseitig  normal  ist.  Somit 
können  wir  auch  sagen; 

Satz  3,  Zwei  Grässm  smd  dann  iwii  wmt  dann  allseitig  sw  einander-  normal, 
tvenn  die  eine  der  Ergänmng  der  andm-n  iwt^-geordnet  ist. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  den  folgenden,  nunmehr  selbstveretBmdlichen 
Satz  anespreohen : 

Satz  S.  Sind  ztvH  Gebiete  alkeitig  zit  einander  normal,  so  ist  jede  Grösse 
des  einen  Gebietes  s«  jeder  Grösse  des  andern  noj-mal. 

Durch  diesen  Satz  wird  die  Benennung  „allseitig  normal"  erst  in  das  rich- 
tige Licht  gerückt. 

Nr.  15S,  Anm,  S,  119,  Z.  16  v.  0,  „wie  dies  stets  geschehen  muse".  Diese 
Worte  befremden  einigermassen,  denn  von  einem  „muss"  kann  doch  keine  Eede 
aein:  man  darf  ebenso  gut  drei  beliebige,  nicht  Einer  Ebene  parallele  Strecken 
zu  Einheiten  wählen, 

Nr.  154.  S.  119,  Die  circuläre  Aenderung  ist,  ebenso  wie  die  lineale  (s.  Nr,  71), 
mit  einer  linearen  homogenen  Substitution  von  besonderer  Form  gleichbedeutend. 
Unterwirft  man  nämlich  die  Reihe  der  n  Grössen;  «j, .. ,  a„,  die  in  keiner  Zahl- 
beziehnng stehen  mögen,  einer  positiven  circulären  Aenderung,  indem  maa  etwa 
a,  und  ifj  durch;  coso:  ■  «i -f  sinn- «j  und  cos«  ■  o, — sina-d;  ersetzt,  so  werden 
die  Grössen  ^sj^a^^  des  aus  a^,...a^  ableitbaren  G«biet«s  w-ter  Stufe  durch  die 
lineare  homogene  Transformation: 

unter  einander  vertauscht.  Diese  Trajisformation  hat  die  Determinante  1  und 
lässt  offenbar  die  quadratische  Form  Sx^,'  invaiiant,  das  heisst,  sie  ist  eine  miho- 
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'/.n  Kr.  ]59,  152  Änm.,  1S4,  1S4  Amii.,  155— lfi7,  lö!.  429 

gonale  Subfititution.  Der  Inbegriff  aller  co'  Trajisformationen  von  der  Form  (1) 
bildet  eine  eingliedrige  Qmppe  im  LieBoben  Sione. 

Bei  einer  negativen  cireulären  Aenderung  werden  die  Grössen  «j  und  «j  durch 
die  Grössen  cosa  .a, -\- aiaa  .a,  nnd  — (cosa  .  n^  —  sino  .a,)  ersetzt.  Ihr  ent- 
spricht eine  lineare  homogene  Transformation  von  der  Porni : 

Diese  ist  ebenfalls  orthogonal,  hat  aber  die  Determinante  —  1.  Hieraus  folgt, 
dasB  der  Inbegriff  aller  co'  Traneformationen  (2)  keine  Gruppe  bildet,  daas  da- 
gegen die  Tranaformationen  (1)  und  (3)  ausammengenoramen  eine  nicht-continuir- 
liche  Gruppe  bilden. 

Nr.  154,  Anm,   S.  119,  Z.  5— a  v,  u.    Man  vei^leiolie  hierzu  Nr.  230. 

Nr.  155  bis  157.  S.  120f,  Hat  man  in  einem  Gebiete  m-ter  Stufe  Ewei  Normal- 
systeme m-ter  Stufe:  Oj, . . .  «„^  und  &j,...6^  von  gleichem  numerischen  Werthe, 
so  stehen  nach  Nr.  157*)  weder  «j, . . .  tt^  noch  h^,. ..  b„^  in  einer  Zahlbeziehnng, 
es  lassen  sich  daher  6. , . . .  6^  aus  a,, . . .  a^  numerisch  ableiten: 

&^  =  ''M«i  +  -'-  +  «.„.«.,  (f^  =  l,...™), 
wo  die  Determinante  der  a  nach  Nr.  63  ^  0  ist.  Ersetzt  man  nun  in  einer 
beliebigen  Grösse  Zx  a  des  betrachteten  Gebietes  die  Grössen  aj,...a,^  durch 
6^, . . ,  t^,  so  erhält  man  eine  nene  Grösse  Sx^  b  =  Sx'^^  a^  des  Gebietes.  Dem- 
nach ist  der  Uebergang  Ton  dem  einen  Normalsysteme  zu  dem  andern  gleich- 
bedeutend mit  der  linearen  homogenen  Transfoi-mation: 

(1)  ^;=-"u,^i +  ■■-+",.,.  ^«,     (f-1,--™), 

vermöge  deren  die  Grössen  erster  Stufe  des  betrachteten  Gebietes  unter  einander 

yertauscht  iverdeu.     Da  überdies 

ist  und  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  Gleichungen: 

[V:^■]  =  <''  [^>,.]  =  0     (f  ^^) 

bestöhea  so  wird  Zo."  =  £e  Älho  Hast  die  lu  care  homogene  Transformation 
(l)  die  quidratiBche  Foim  Zsf  invariant  Mit  andern  Worten  die  Substitution 
(1)  ist  orthjff'nul 

Ebenso  entspricht  umgekehit  ledei  reellen  orthogonalen  Snlstifution  (1)  dei 
Ueberg'^ng  von  emem  Normilsj-steme  m  ter  Stufe  zn  einem  andern  numerisch 
gleichen  Insbesondeie  wird  dah«  nach  der  yorletzten  Anmerkung  i.uch  eine 
«re«ld,ie  Aenderimg  ein  jedes  Normalsjstem  m  ein  numensch  gleiches  Normal 
sjstem  überfahren  mitssen    und  dies  ist  m  155  gezeigt 

Ni  Ibl  S  123  Wenn  die  beiden  Ivormalsysteme  yin  gleiohei  Stufe  etwa 
TOn  dei  m  ten  «md   so  ist  durch  diesen  Satz  zugleich  der  folgende  bewiesen 

Jede  reelle  hneate  hovwgene  SulsttMwn 

V  =  ",<i-»i+        +%«^B     (''  =  1  ' 

")  Die  Nrn.   157—159  hätten  ihren  Platz  besser  vor  Kr,  15.1  gefunden. 
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bei  der  die  qwidi-atiscke  Form  Sa>J^  invariant  bleibt,  katm  dadurch  erluüten  wei-den, 
dass  man  eine  Reihe  von  linearen  homogenen  Substitutionen  von  den  beiden  auf 
8.  428  f.  angegebenen  besonderen  Formen  (1)  •and  (2)  nach  einandei-  awsßSirt. 
Hitraus  folgt  überdies,  dass  die  Dcte^-minaiite  der  Substitution,  gleich  J;  1  ist. 

Nr.  161.  S.  124,  Z.  3  f.  v.  o.  „die  entgegengesetate",  nämlicli  statt  einer  posi- 
tiven eirculären  Aenderung  die  enteprechende  negative  und  umgekehrt. 

Nr.  164,  Ämn.  S.  1S5,  Z.  19  f.  y.  o.  „Für  die  Geometrie  .  .  .  Projettion."  Das 
gilt  nur,  wenn  die  Einheiten  a,  b,  c  drei  gieict  lange  und  auf  einander  senkrechte 
Strecken  sind.   Tgl.  die  Anmerkung  zu  Nr.  J52  Anm.  (S.  438). 

Nr.  165.  S.  126.  Man  beachte,  dasa  die  Zurückleitung  progreasiT  oder  re- 
gressiv ist,  je  nachdem  die  Stufenzahlen  a  und  ß  von  A  und  B  in  der  Beziehung 
a  ^  ß  oder  a^  ß  stehen.  Nimmt  man.  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  für  A' 
die  BrgäJiaung,  so  ei'kennt  man,  dass  lA'  die  normale  Znrückleitung  von  \A  auf 
diia  Gebiet  Ton  B  iat.  War  A'  eine  progressive  Zurückleitung,  so  wird  natür- 
lich die  Znrückleitung  \A'  regresaiv  nnd  umgekehrt. 

Nr.  167.  S.  135  f.  Durch  diesen  Satz  wird  awar  gezeigt,  dass  die  im  Beweise 
Ton  Nr.  110  eingeführte  Vei'ailgemeinemng  des  Ergänzungsbegriffs  mit  der  in 
Nr.  89  und  90  erklärten  Ergänzung  zusammenfällt,  sobald  «j,  ...  a^  ein  vollstän- 
diges Normalaystem  vom  numerischen  Werthe  Eins  bÜden,  es  fehlt  aber  noch  der 
Nachweis,  dass  die  vollständigen  Normalsjsteme  vom  nnmeriaehen  Werthe  Eins 
die  einzigen  aind,  bei  denea  das  eintritt  (vgl.  S.  81,  Z.  5 — 3  v.  u.). 

Dieser  Nachweis  iat  leicht  zu  erbringen.  Sind  nämlich  a^,  . . .  a^  n  Grössen 
des  Hauptgebietea  e^,  ■•■^a'  deren  kombinatorisches  Produkt  den  Wecth  Eins 
hat,  BD  ist  nach  der  Erklärung  auf  8.  79; 

Zo, -[»,•,...<.,_,  »,+,...o.]l<.,. ..«.._, .,+  ,.....], 
WO  der  erste  Faktor  einen  der  beiden  Werthe  +  l  hat;  demnach,  wird; 

[«^JttJ  =  1,      Kla^.J  =  0      (j:s:i). 
Soll  nun  für  jede  beliebige  Grösse  A  immer  JA  =■  \A  sein,  so  ist  jedenfalls  uoth- 
wendig,  dass  immer  la^  ^  ;«;,  ist,  dass  also  die  Gleichungen- 

K|aj]  =  l,    [         1  =  0  %I,j 

bestehen.     Es  ist  also  nothwendig,   d  Nmltmm 

riaehen  Werthe  Eins  bilden,     Dass  di  h  h  h      1      t         gt  ^     1 

Nr.  169.    S.  138.    Der  Satz  gilt  n  turl    h         h         h    w  nn  B    dl        g  e 

normale  Zurückleitung  von  B  auf  da    Übt  4tD         lnnt](gl. 

die  vorletate  Anmerkung)  \B'  die  prog  I    Z    ü  kl   t    g  B      f 

das  Gebiet  von  \A,  also  ist  nach  Nr.  1 

[;^i|B]  =  [|^!iB'J      [\B  \Ai  ^  [\B  \\A] 
nacli  Nr.  101  gelten  daher  die  Gleich     g  N  h        d       m  F  11 

Nr.  171.  S.  129,  2.  14—16  \.  O.  Vt  d  gmhtwd  knn  tmdm 
Beweise  des  Satzes  1  der  Anmerkung        N    16     's     BTf)     äh  fihrt 

Nr,  188,   Anm.  S.  141.    Nach  Nr.  14»  und  150  (vgl.  auch  Ü.  427)  ist  nämlich: 
[£;£G3=  (—!)''*«-'>  .[EÖ  ■K]  =  (—  l)'"--'-^\G''iE-E-G-], 
unter  p  und  g  die  Stufenzahlen  von  E  und  EG  verstanden. 

Nr.  1115.  S.  142.  Es  ist  leicht  za  zeigen,  daaa  der  Werth  des  Ausdrucks  für 
cos  [_  AB  zwischen  den  Grannen  —  1  und  -|-  !  liegt,  dass  also  /.  AB  reell  wird. 
In  derThat,  ist  A^Su/^E^  imd  B^Zß.Ej,  so  wird  nach  Nr.  Ui\,  151  und  14G: 
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[A  B]  -=  £ßj  ß(„    ß-  =-  Sff^' ,     ß'  =  Z^;,^ 
und  hieraus  folgt  bekanntlich  r 

Man  vermisst  hier  und  im  Folgenden  eine  Erklärung  des  Winkels  zwischen 
zwei  Grössen  TOn  ungleicher  Stufenzahl.  Yielleiclit  hatte  Ötasstaann  bei  der 
unTerständlichen  Anm,  zu  Ifr.  213,  die  wir  im  Teste  weggelassen  haben*),  etwas 
Derartiges  im  Sinne;   doch  lässt  sich  darüber  nichts  Sicheres  feststellen. 

Will  man  den  Winkel  zwischen  zwei  einfachen  Grössen  Ä  und  B  von  den 
Stufenzahlen  a  und  ß  deflniren,  so  stehen  zwei  Wege  offen**).  Man  kann  diesen 
Winkel  entweder  erklären  als  den  Winkel  zwischen  Ä  und  der  normalen  Zurück- 
leitung A'  Ton  A  auf  das  Gebiet  Ton  B  oder  als  den  Winkel  zwischen  B  und 
der  normalen  Zurückleitung  B'  lon  B  auf  das  Gebiet  von  A.  Es  lässt  sich  nach- 
weisen, dass  diese  beiden  Erklärungen  dasselbe  aussagen  und  zugleich  die  Grass- 
mannsche  Erklärung  des  Winkels  zwischen  zwei  GrOssen  gleicher  Stufe  umfassen. 

In  der  That,  nach  Nr.  165  ist: 

,,_[£_(4,B)]        „,  _  [Ä(BÄ)] 


B^ 


B'  ^ 


also  wird  nach  Nr.  196 


und  9S: 

IAA  = 


\AA-\    _  [^(-Bilf^))] 
[^^]__  [{AiB\A}):B]  _ 

a-Yb'-b^ 


cos^B-JJ^-t.^ 

Yb" 

Nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  cc^ß  ist,  so  haben  die  drei  Grössen 
A,  \B,  [A^B]  der  Keihe  nach  die  Stufenzahlen  «,  «,  —  ß,  ß  —  or,  ihr  Produkt 
ist  daber  nach  Wr.  116  rein  progressiv,  und  es  wird  somit,  nach  Nr.  U'J  und   97: 

[J{;j)(  J||B))]  _  [[AB)l(A]B)]  _  [A]S]'. 
Ebenso  ergiebt  sich,   bei  Berücksichtigung  TOn  Nr.  124,  Fall  a; 

HA(B\A))\B]  -  (-  i)W-)l-n  [(A\B)(BIA)]  , 
iindrerseits  ist  aber  nach  150  und  92: 

[AB]-l~l}'i'-'>!lBÄ] 

„(-ifif-u  +  if— )(— ?+-)[aj^j, 

dHmnj,  h  "wiid  auth 

[[4.B  4)I]^Hab)\(A\B)]^[A\B\'-, 

LAA'    und    cotsLB'B 


1   den   beiden   Ausdrücken ;    < 
Listimmung  der  Neuner   ku   ht 


so  dass  also   die  Zihlei 
ubPremstimmPn 

Um  auch  die  Uebei 
und  B  '  beiechnen 


•)  Man  findpt  sie  auf  S  389,  Z  11—14  t.  o. 
**)  Im  gewJlhnln  hen  Eaume  defmirt  man  Ja  den  Wiukel   zwischen  einer  Ge- 
raden und  einer  Ebene   als   den  Winkel   zwischen   der  Geraden   und   deren   senk- 
rechter Piojpktion  auf  die  Ebene     Die  nachfolgenden  Betrachtungen  sind  nur  die 
r  iturgpmässL  ^  eiiillgcmeinerung  die  tr  Definition  auf  ein  Gebiet  «-ter  Stufe. 
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Eb  ist: 


Hier  ist  daft  Produkt  der  drei  GrÖsaen   A',    B,  [Ä\[B]  rein  progressiT,    also  wird 
i     _[n    £  I  -IZ  ]_  [AB\^ 

weil    nacli   Ri    lo<)     ml    di,r    Amüeiking    dizu    (s.  S,  430)    [A'\B\  =  [A  B]    ist. 
Ebenso  wirl 

Auf  Grand    ii^sei  Foinifiln  Pihilt  man  jetat  'fofort; 


Y     A^B^ 
n     1  eitlieilen  i 
B  Ton  beliebig 

K     .1   -B^ 


wo  der  WuizpI  das  [ObitiT     Voijeiclipn      i  eitlieilen  ist. 

Man  darf  demnach    weiui  A  und  B  fon  beliebiger  Stufe  sind,    den  Winkel 
AB  durch  die  Gleichung 

LÜS^JB 


1  H       1      1    m-in    hu  Iinge    -l  irnl  B  ron  Tersdiclonci   ^tufi  su  d    dis 

V  h       !     Wu  zpI  unbestimmt  lassen    sind  ahei  A  nnd  B  von  gleickei  ^tufe 

d  w     l  al      [-dB]  eine  Zahl    en  muss  man  die  Quadiatwmzel  lut  dem  Zj,hler 
=■  [-d|B]      t    n    nd  die  Qnaliatwmzel  aus  dem  Nenner  p  sitiT  wählen 

Nr.  I9o  S  143  Z  1 — "  v  o  Auch  hiPr  musa  noch  gPzPigt  werden  di*s 
der  sin  {ahc  )  zu  emem  leellen  Wmtel  gehört  daaa  ■ilso  1er  numeri?  he  ^  erth 
von  \ahc  ..  ]  nieht  grösser  ist  als  das  Produkt  aß-j  der  numensiJien  Weithe 
der  einzelnen  laktoren  a   b  e  Im  Stile  dias^manns  kann  der  Beweis  hier 

für  folgender mas'jen  eibiacht  werden 

Wir  denken  uns  jede  der  Grössen  u  h  i  duich  ihren  uumenschen  Werth 

dividirt,  30  da><e  ein  Produkt  [n^  a  ]  (m  ^  n)  entsteht  dtesen  Faktoren  erstei 
Stufe:  »,,  .  «  alle  num  nsch  gleich  Ems  sind  dann  >iauchen  wir  nnr  zu 
zeigen,  dass  der  numensche  Weith  von  [«^  a  ]  nicht  grösser  als  Ems  sein 
kann.  Wir  dürfen  dabei  Torauseetzen  das^  daa  Pridukt  [n^  f  ]  nicht  vor 
schwindet,  sonst  wäie  ja  sein  numerischer  Werth  gleich  WuU. 

Sind   r!|  u     zu  eraandei  noimal    so  ist  nach  Nr.  175 

[(a,  o  )|n,  .  J_[«,...«J"-_1. 
Sind  sie  dagegen  nicht  zu  einander  normal,  so  können  wir  ohne  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  annehmen,  dass  etwa  «,  nicht  zu  allen  m  —  1  Grössen  ao , .  . .  «^^^ 
normal  ist,  imd  können  ferner  nach  Nr.  160  nnd  163  ein Normalsystem  «j-ter  Stnfo; 
ü^,  «j,  , . .  M„j  vom  numerischen  Wetthe  Eins  aufstellen,  dessen  Gebiet  mit  dem 
Gebiete  der  Grössen  a,.  .  , .  a^^^  zusammenfällt.     Dann  ist; 

a^  =  l^a^  +^^*t"f  '==h"i  +  "k     (-^^  =  2,  ...  m) , 
wo  }..,,  .  .  .  X^^  sicher  nicht  alle  gleich  Null  sind;  aus  den  Gleichungen: 
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ergiebt  sich  dalier,  dass  das  Produkt  pg  -  ■  ■  e„  der  nranerischen  Werlhe  y^,  .  .  .  y„ 
von  «3,  .  .  .  «^  kleiner  als  Eins  ist.  Setzen  "wir  nun:  «^  =  y^ei^',  so  wird  a'l  nu- 
meriaeh  gleich  Eins  und  wir  bekommen  nach  Nr.  e7: 

Da  hier  der  numerische  Wertli  des  Produktes  [«.ftö'  .  •  .  u'Si  offenbar  grösser  ist 
als  der  von  [üj  .  ,  ,  a„,] ,  so  können  wir  sagen;  „Hat  man  ein  nicht  TerecL windendes 
Produkt  TOn  m  Grössen  erster  Stufe  (m  ^  «],  die  alle  den  nnmeriachen  Wertli 
Eins  haben,  die  aber  nicht  zu  einander  normal  sind,  so  kann  man  in  dem  Ge- 
biete dieser  Grössen  stets  m  Grössen  erster  Stufe  vom  numerischen  Werthe  Eins 
finden,  deren  Produkt  einen  grösseren  nnmeriachen  Werth  hat,  als  das  gegebene 
Produkt."  Man  kann  nun  diese  Vergrösserung  des  numerischen  Wertbes  so  lange 
fortsetzen,  als  man  noch  nicht  zu  einem  Prodnkt  gelangt,  dessen  Paktoren  normal 
zu  einander  sind;  da  andrerseits  ein  Produkt  von  der  betrachteten  Beschaffenheit, 
dessen  Paktoren  zu  einander  normal  sind,  den  nnmeriachen  Werth  Eins  besitzt, 
so  ergiebt  sich,  daes  der  Satz  gilt; 

Satz.  Sind  a^,  ...  o„j  von  2fiiU  veischieäene  Grössen  erster  Stufe  in  eimin 
Hcmptgehiete  n-ter  St/ufe  (in^n),  so  ist  der  miineriseke  Werth  des  Ptvdaktes 
["!■■•  "ml  *"'''^*  grösser  als  das  ProdiJct  der  wummscfte«.  Werthe  von  a,^,  ...  a^ , 
imd  zwar  ist  er  diesem  Prodvtae  dann  wnä  ntir  dann  gleich,  wenn  a^,  . . .  «„^  eu 
einanäei'  noiinal  sind. 

Nr.  198  und  199.  S.  143  f.  Dass  hier  a,  &,  e,  d  Gi-össen  eistet-  Stufe  sein 
sollen,  ergiebt  sich  sowohl  aus  ihrer  Bezeichnung  durch  kleine  lateinische  Buch- 
staben, als  aus  der  Anwendung  des  Satzes  H^r.  177. 

Uebrigens  ist  es  nicht  ohne  Interesse,  dass  die  Sätze  175—183,  18S— 19i,  196, 
198—199,  201—205,  208—210,  213—215  auch  dann  noch  gültig  bleiben,  wenn 
man  die  darin  vorkommenden  Grössen  erster  Stufe  und  ihre  numerischen  Werthe 
durch  Grössen  (n—  l)-ter  Stufe  und  deren  numerische  Werthe  ersetzt.  Erstens  näm- 
lich ist  jede  Grösse  (n  —  l)-ter  Stufe  die  Ergänzung  einer  ganz  bestimmten  Grösse 
erster  Stufe.  Zweitens  ist  nach  Nr.  98  die  Ergänzung  eines  Produktes  gleich  dem 
Produkte  der  Ergänzungen  seiner  Faktoren,  also  insbesondere  die  Ergänzung  eines 
inneren  Produktes  gleich  dem  inneren  Produkte  der  Ergänzungen  seiner  beiden 
Faktoren,  woraus  zugleich  folgt,  dass  die  Ergänzung  einer  Grösse  stets  denselben 
numerischen  Werth  hat,  wie  die  Grösse  selbst.  Endlich  ist  ofienbar  auch 
wsiai  =  coBi\a\b,  weil  [(i|&]  eine  Zahl  und  also  |[  |(J  =  [a  b]  nt  Berück 
sichtigt  man  nun  noch,  dass  jede  Gleichung  der  angeführten  Nimmern  bestehen 
bleibt,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Ergänzungen  nimmt  so  erkennt  man  sofoit 
dass  genau  dieselben  Gleichungen  auch  für  Grössen  (n  —  1)  tei  Stufe  gelten 

Nr.  199,  Beweis.  S.  144.  Die  Potenz  mit  dem  Esionenten  J  wird  hier  als 
Zeichen  für  den  positiven  Werth  der  Quadratwurzel  Terwandet 

Nr.  211.  S.  147.  Wählt  man  im  gewöhnlichen  Eaime  zu  Einheiten  diei 
auf  einander  senkrechte  Strecken  von  der  Länge  Eins,  so  sind  a  b  c  drei  beliebige 
Strecken  des  Raumes,  die  man  etwa  von  einem  Punkte  0  lu^ig  h>-n  las'jen  kann 
und  siu(a6c)  ist  genau  der  Ausdruck,  den  v.  Staudt  ah  den  amus  der  Ecl  e 
a,  ö,  e  bezeichnet  hat  (Grelles  Journal,  Bd.  24,  S.  255.   {1»4>:  ) 

arssama..u,  Werke.    I,  S.  2Ö 
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Nr,  151—215.  S.  118—14  Ea  empflelilt  sich,  einige  "Worte  über  die  Be- 
deutung der  in  Nr.  151—215  eingefuh  ten  Bejtrift'e  ku  sagen. 

Denkt  man  siet  die  Einheiten  «j  e   m  einem  M-fach  ausgedehnten  Eukli- 

dischen Eaume  als  n  auf  einander  aenkrechte  Strecken,  deren  Längen  sämmtlich 
der  Läcgeneinheit  gleich  sind,  ao  wird  jede  Grösse  Sm^e^,  ebenfalla  durch  eine 
Strecke  dargestellt,  deren  Länge  gleich  dem  numeriaohen  Werthe  von  Sx^e^  ist. 
Zu  einander  normale  Grössen  erster  Stufe  werden  durch  auf  einander  senkrechte 
Strecken  abgehüdet,  und  jedes  einfache  Normalsysteru  durch  ii  auf  einander 
senkrechte  Strecken;  der  Winkel  zwischen  zwei  Grössen  erster  Stufe  iat  gleich 
dem  Winkel  awiachen  den  entapre chenden  Strecken,  und  so  weiter.  Für  den  Fall 
/(  -=  3  hat  das  Grafismann  selbst  in  Nr.  330—340  näher  ausgeföhrt. 

Nun  kommen,  wie  Lie  hervorgehoben  hat"),  alle  diese  Betrachtungen  im 
Grunde  darauf  hinaus,  dass  Graasmann  niehteuklidische  Geometrie  treibt.  Gilt 
nämlich  in  einem  Eaume  von  m  Dimensionen  die  Euklidische  Geometrie,  ao  gilt 
in  der  Mannigialtigkeit  aller  Strecken  dieses  Baumes  oder,  was  damit  gleich- 
bedeutend iat,  in  der  unendlich  fernen  (m — I)-fach  ausgedehnten  Ebene  dieses 
Raumes  die  TonBiemann  entdeckte  nichteuklidische  Geometrie,  und  Grass- 
mann entwickelt  hier  thatsächlich  diese  Geometrie. 

Erinnern  wir  uns  des  Zusammenhangs  zwischen  den  Normalsystemen  und 
den  orthogonalen  Substitutionen  (a,  S.  429)  und  bedenken  wir,  daas  in  einem 
ii-fach  ausgedehnten  Euklidischen  Eaume  die  orthogonalen  Substitutionen  von  der 
Determinante  Eins  nichts  andres  sind,  als  die  Drehungen  um  den  Koordinaten- 
anfang,  so  können  wir  mit  Study  (diese  Ausgabe  1,  1,  S.  406)  den  Sachverhalt 
auch  so  ausdrücken:  Die  Untersuchungen  der  Nrn.  151—215  sind  Beiträge  zur  In- 
yariantentheorie  der  Gmppe  aller  Drehungen  um  einen  Punkt. 

Zu  einer  etwas  allgemeineren ,  jedoch  von  der  eben  beschriebenen  nicht 
wesentlich  verschiedenen  Auffassung  gelangt  man,  wenn  man  die  KoefScienten 
iCj,  . . .  a,-^  der  Grössen  erster  Stufe;  ^^yß,,  als  beliebige  homogene  Koordinaten 
in  einem  (n —  l)-fach  ausgedehnten  ebenen  Eaume  deutet.  Der  Begriff  des  nume- 
rischen Werthes  hat  dann  keine  geometrische  Bedeutung  mehr,  weil  sein  analy- 
tischer Ausdruck  nicht  homogen  von  nuUter  Ordnung  in  den  Koordinaten  iat. 
Dagegen  föHt  zum  Beispiel  der  Winkel  zwischen  zwei  Grössen  erster  Stufe:  2Jx^e^ 
und  Sy^e,  zusammen  mit  der  Entfernung  der  beiden  Punkte  tc^,  . .  .  a;^  und 
^I'-'-Ük'  ■"ß°'i  "^^'^  beim  Messen  dieser  Entfernung  die  Cayleysche  Maas- 
bestimmung  in  Bezug  auf  die  Fundamentalmannigfaltigkeit  Zx^'  =  0  zu  Grunde 
legt.  Allerdings  ist  diese  Cayleysche  Masabeatimmung  älter  als  die  Aj,  denn 
sie  atammt  schon  aus  dem  Jahre  1859. 

Nr,  222.  S.  151  f.  Das  Verständnis  dieser  Nummer  wäre  erleichtert  worden, 
wenn  der  als  Zusatz  bezeichnete  Specialsatz  an  die  Spitze  der  Nummer  gestellt 
worden  wäre.  Die  Fassung  des  Hauptsatzes  in  Nr.  232  wird  nämlich  erst  durch 
den  Zusatz  verstandlich;  denn  sie  setzt  voraus,  man  wisse  bereits,  dass  A  —  E, 
B  —  E,  ...  Strecken  sind,  was  doch  erst  aus  dem  Zusätze  hervorgeht.  Die  Um- 
stellung hätte  auch  gar  keine  Bedenken  gehabt,  da  der  Beweis  des  Zusatzes  von 
dem  Hauptsatze  durchaus  unabhängig  ist. 

Nr.  227,  Anm.  S,  164—157.  Ueber  Bellavitis  vergleiche  man  die  An- 
merkung auf  S.  398, 

Der  Nachweis,  „dass  es  keine  andere  Addition  der  Punkte  und  Strecken  giebt, 

*)  Theorie  der  Ti'ansformationsgruppen  Bd,  III,  S,  534  f. 
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ala  die  luei  angegpbauB  kann  nii^ht  als  eibr^clifc  gelten  denn  düi  ganze  folgen  lo 
BfwP  3  ist  nur  ii  liti„  wenn  min  eisten'!  die  verschiedenen  beion  leren  Aan<tlira.ea 
m^cht  die  Graaamann  eintuh  t  und  die  der  Natur  dei  Saohe  nach  keine  Be 
gr  Indnng  zulas^ien  wenn  raan  zweitens  wie  im.  feite  gesL-hehou  überall  das 
WBitchen  einfach  hmEufilgt  und  v-nn  man  endlich  drittens  von  Tornherem  die 
Enklidisühe  Geometrie  voraussetzt  Bei  andern  Annihnien  ergehen  sich  noch 
■indre  Arten  dei  Addition  von  Punkten  vgl  '^tudy  Wipobi  BiiiuMe  Bd  11  il8b  ) 
S    111 

!Nr  254  und  3(>2  S  ira  und  173  Man  erwartet  nach  den  Nm  254  und  2b2 
die  Einführung  eineb  Namens  fdr  die  Produkte  von  zwei  und  diei  Strecken  ent 
sprechend  den  Namen,  die  m  den  Eiklätungen  249,  257  und  265  für  die  Piodukte 
von  zwei   drei  und  vier  Punkt«n  emgetolirt  aind   etwa  m  dei  Form 

II  ii  nennen  das  PiodttU  [aU]  miei  Strecken a  und  b  ettmt  Fliche-nraum 
den  Flichemnhitlt  des  Faiallelogtamms  ab  seiwn  Inhalt  und  die  Stellung  dtesei. 
Paiaßdogiamms  aeme  Stellmig 

Femei  Wir  nennen  das  PioduH  [abi]  d^etei  Sttee&en  a  h  c  e  jmh  Aoipei 
1  aum  wd  den  IfAalt  les  Spates  abt  settten  Inhalt 

In  der  That  werden  m  den  folgenden  Nummern  (vgl  330  340  und  317)  für 
die  genannten  Produkte  mehrfach  die  ausdrucke  Fluchenranm  und  Kürpeirauni 
gebraurht  jedoch  ohne  dies  diese  Nijnen  gari  leau  ■ü'i  Kunstausdrucke  emgefQhrt 
wurden  Hierfui  smd  sip  freili  h  auch  wegen  ihrer  Aehnliciikeit  mit  den  Aus 
drüeken  FUchentkeil  und  Eorpertheil  nicht  besonder«  geeignet  E  Mehmke 
hat  daher  fiir  das  Produkt  zweier  &tiecken  eine  nene  Bezeichnung  das  Feld 
eingeführt*)  und  ihm  haben  sich  G  Mahler  und  F  Kraft  angeschloasen  Von 
anderei  "ieite  ist  für  das  Produkt  dreiei  Stiecken  der  Auidnn,k  das  Fach  m 
Vorschlag  gebracht  worden  H    Graaimann  d    J 

Ni   258,  Anm      S   172     Z   16   15  v    u         Man    hatte  setzen   können 

Grisamann  hatte  das  ursprunghch  gethan  ^ach  der  ^-uedruck' weise  der  A 
wäre  nämlich  dei  Inhiilt  des  Dreiecks  ABC  als  de  Aualehnung  des  ausseien 
Piodultes  [1J6(]  zu  beaeichnen  Andieiseitö  sagt  Cr^LSbrnann  in  seiner  im 
Urunertschen  Aichiv  verötfentlicMen  Anzeige  dei  A  geiadezu  Dia  Produkt  ABf 
bedeutet  das  Dieieck  dessen  Ecken  ABO  amd  .lulgefasiit  u  a  w  (a  diese 
Ausg    I    1    S   171   lS4f    303 

Nr  362.  S  174  Z  6—10  v  o  Die  n  Nr  71  gegebene  Erkluung  les  Be 
gnffa  der  c  nfachen  Imealen  Aendei  ing  ist  h  er  und  auch  ipdtei  (vgl  Nr  506) 
nicht  streng  festgehalten  denn  es  lat  d  Furderung  fallen  geliasen  dass  die 
(arosse    deien  Vielfichea  addirt  wird    der  zu  Termehrenden  Grösse  benadbait  sei 

Nr  270,  Anm  S  17S  Z  7  v  u  dei  unendlich  entfernte  Lmientheil 
Damit  ist  natürlich  ein  Ijinientheil  gcrneint  der  durch  Multiplikat  on  zweier  un 
endlich  entfernter  P  nite  entsteht   a,lso  das  Piodukt  zweier  btiecken 

Nr   30n     S   189      Beim  Beweise  vgl    d  e  Anmerkung  au  Ni    112    8   416 

Ni  309  '^  141  f  Beim  Beweise  hatte  1er  Fall  erwähnt  werden  sollen  daaa 
die  homtgene  Gleichung  «  ten  Grades  zwischen  3  x^  x  eme  Potenz  von  x 
etwi  d  e  Potenz  j  ala  Idktor  entkalt  dann  bekommt  man  namhch  m  den 
gewöhnlichen  Koordinaten  eine  'Ogebraische  Kurve  von  (  —  m)  ter  Ordnung  und 
erst,  wenn  man  zu  dieijei  Kurve  die  unendlich  entfernte  Geiade  m  fach  zahlend 
hinzunmimt,    erhalt   man   das  Gebilde   n-tor   Ordnung,   das   durch   die   Gleichung 

*)   7utjat  in   empi   "Verlesung   am  Stuttgarter  PoljteehJiicum  (Sommer  1881). 
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iß^  ^  =  0  dargestellt  wird.  Zu  einer  entspieoh enden  Bemerlcung  giebt  der  Beweis 
von  Nr,  311  Anlass.     Vgl.  hierzu  Nr.  339  Aam. 

Nr.  828.  S.  196,  Z.  8  ¥.  u.  Es  hätte  bemerkt  werden  sollen,  dasa  das  Pro- 
duH  [jjttBCi  J3]  =^  q  nach  Nr,  320  sicher  nicht  verschwindet  und  dasa  aus  dem- 
selhea  Grunde  anch  [ge]  nicht  verschwindet. 

Nr.  329.  S.  206,  Z.  If.  v.  o.:  „umgekehrt  u.  s.  w."  Die  letzte  Gleichung  sagt 
nämlich  aus,  daas  [(g)L^1  ==  0  ist,  und  da  [{j;)C]  augenscheinlich  verschwindet, 
so  -wird  (g)  =^  [ij.CJ.  Andrerseits  ist  auch  (7i)  .--  [L^C],  alao  (g)  ^n  (k),  oder,  da 
(g)  und  (Ä)  einfache  Punkte  sind:  (g)  =  (h),  woraus  aofort  jr  =  A  folgt. 

Nr.  829,  Anm,  S.  207.  Auf  diese  Ableitung  der  geometrischen  Gleichung 
einer  Kurve  dritter  Ordnung  wird  in  den  Anmerkungen  zu  den  Abhandlungen  über 
die  Erzeugung  von  Kiirven  (im  aweiten  Bande  dieser  Ausgabe)  i^her  eingegangen 
werden. 

Nr,  3S7,  Anm.  S.  213  f.  Diese  Anmerkung  leidet  schon  im  zweit«»  Absa-tze 
an  Unklarheit,  und  der  vierte  Absatz  lässt  sich  trotz  der  darin  angebrachten 
Einschaltungen  nur  gezwungen  aufrecht  erhalten.  Vielleicht  wäre  es  besser  ge- 
wesen, die  Anmerkung  ausser  ihrem  ersten  und  ihrem  letzten  Absätze  ganz  zu 
unterdrücken,  denn  die  in  der  Anmerkung  beschriebene  Art  der  normalen  ZurOck- 
leitung  auf  Punkte,  Linien  und  Ebenen  lässt  aich  nur  dann  verwirklichen,  wenn 
man  den  bisher  entwickelten  Begriff  der  Ergänzung  durch  einen  ganz  anderen 
ersetzt. 

Es  wird  nämlich  uöthig,  neben  dem  Systeme  der  ursprünglichen  Einheiten 
a,  6,  c,  d,  das  aus  einem  einfachen  Punkte  a  und  drei  auf  einander  senkrechten 
Strecken  6,  c,  d  bestehen  soUte,  fw' jeden  einzehten  im  Endlichen  liegenden  JPun&t  x 
des  Maumes  noeh  ein  besonderes  System  von  Einlieiten  o«sMH«Ami»i,  das  für  den 
PunlU  0!  selbst  und  für  die  diwck  ihn  gehenden  Linien-  und  Fläehentheile  die  Er- 
gänzungen bestimmt,  und  zwar  muss  das  zu  dem  Punkte  a:  geharige  besondere 
System  von  Einheiten  ausser  den  für  alle  Pnnkte  des  Baumes  festgehaltenen 
Streekeneinheiten  b,  c,  d  noch  als  erste  Einheit  den  mit  dem,  Ptmkte  x  hongruemten 
einfachen  IHmkt  enthalten.  Die  auf  dieses  veränderliche  System  von  Einheiten 
bezogene  Erg^zung  —  sie  möge  fQr  den  Augenblick  durch  ein  voranetehendes  ^ 
bezeichnet  werden  —  liefert  dann  allerdings,  auf  Linien-  und  Fläehentheile  an- 
gewandt, die  zu  diesen  Gebilden  senkrechten  Felder  und  Strecken,  und  die  zu 
dieser  Art  der  Ergänzung  gehörende  normale  Zurückleitang  gewinnt  wirklich  die 
im  Teste  der  Anmerkung  angegebene  Bedeutung.  D^egen  verliert  fnr  das  neue 
Symbol  S  sogai-  die  Grundgleichung  der  Ergänzung: 

ihre  Gültigkeit,  so  dass  man  also  genöthigt  sein  würde,  zunächst  die  Reehen- 
gesetze  für  das  Symbol  3  ganz  von  Anfang  an  zu  entwickeln. 

Die  Schwierigkeit,  die  hier  z«  Tage  tritt,  wenn  man  die  Begriffe  der  Er- 
gänzung und  des  Normalen  auf  die  Punkte  des  Euklidischen  Raumes  anwenden 
will,  beruht  auf  dem  folgenden  Umstände:  Der  Grassmannache  Kalkül,  soweit 
er  von  den  genannten  Begriffen  Gebrauch  macht,  ist  auf  die  Gruppe  zugeschnitten, 
die  aus  allen  Drehungen  eines  Euklidischen  Raumes  um  einen  Punkt  besteht 
(s.  die  erste  Anmei'kung  auf  S,  434),  In  der  Geometi'ie  des  Euklidischen  Raumes 
dagegen  handelt  es  sich  nicht  bloss  um  diese  Gruppe,  sondern  um  die  umfassendere 
Gruppe  aJler  Bewegungen,  die  ausser  den  Drehungen  auch  noch  die  Parallel- 
verschiebungen  und  die  Schraubungen  enthält.   Da  nun  beide  Gruppen  die  unend- 
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1  et  fpr  en  Punkte  Ifio  1  p  Str  ken  de  L  kl  i  h  n  Eaume  u  de  selben  ^  e  e 
t  aa^forn  eu  O  st  der  (j  s  ma  n  clie  K  Ikul  n  semea  traiueii  (Jmf  nge  auf 
1  e  St  e  ken  les  Eukl  disctien  Eiumea  aa'n  en  Ib  r  W  U  man.  h  je  loci  auch  auf 
d  e  na  Enll  hen  gelegenen  Pn  kte  1p  Lukl  di  he  Ra,  rae«  awealen,  o  muas 
man  hn  umgestalten  unl  da  wird  n  den  Ent  ekeluncen  les  Testes  dadur  h 
e  re  cl  t  dass  d  e  B  gr  tte  Brgln  ting  n  1  no  nal  stets  nu  be  '^t  kon  un  1 
Streokeupro  lukten  angei^end  t  we   len 

N     840    Anm     S   21        De    hie      ange  leutettn   ( edank  n  ind  n      eh.   d 
geflh  t         (.    aasmann     Abhinlliig     1  er  yuate  n  onen     ¥  tl     Ä        Bl 

3&4  ar  le  n  Bwete  Lanle  lese  A  sgabe  bgeU  ckt  werden  oll  B  treft 
der  Benutzung  1  Au  enw  nkels  des  aphänacken  D  e  e  k  an  tatt  le  Inti  n 
vinkel  vergi  che  man  i  ck  d  e  Darstellimg  Graesn  ann  n  seinen  Lelirbu  h 
der  Tngonnmetr  e  fl  höhe  p  Schien  Be  Im  be  En  1  n  1866  S  100—116 
Uebrigens  st  okl  Mob  der  erste  de  der  phElr  sehen  Geom  tie  giimd 
sätzl  ch  d  e  Aussenwmkel  le  De  eck  statt  de  nne  en  benutzt  hat  (m  de 
analjt  s  len  Sjhärk  1S4G  nd  n  len  &  ndf  mein  le  [h  seh  Ti  gono 
netre     1860   ges  We  ke  Bd  II   S  Iff    72fli 

Nr   343     &    J18       Nämh  h   de    Gle   kung    co -f  ßö  +        =ü   sohl  esst 
f  ach  ^2  )  scho     die  Gle  chung  a  -|-  ß  +  =       ein       I   nn  seh  e  bt  n  an  d  e 

erste  We  chung  in  de    Form  —  a    ^  ßl  -\-  yc  -\-  oe  sehe  nt  d      n  t  Ion 

KoetHcienten  —  a  bekaft  te  Punkt  a  als  1er  S  mimeni  unkt  de  v  elfachen  P  kte 
ßb    yc  Nich  "»a     ab  t   de    Zakll  o  ffi    ent    les   Summenpunkfe      ^lei  h 

i  r  KuPffi    enten       me   1er  S  m     nl  n^u  Ite    1      le     t         st 
-      =p+     +  alo        +P+      +        ^ 

'S     U-t    ¥        ut       S  I      1       n    t    t  11t    1         1      1    n 

a  K  ^      ]  +  ^  = 

be    konstanten    s    md         nd  yerand    1    1    n  n       n         c  1       I  (     LI  1 

D  ese  El     e    ekt  d  rcl    len  P  nkt 


1     1  uu    (  )  f  Igt  n     1    ■ 


t        d  k        u     lu    1     n  M  It  1  hkat  on  m  t       w   gen        =  g      l  e      1      h     g 

[(   -i)    ]  +  f  = 
eiche  eben  aus  agt    dass   1  e  Ebene  (1)  du  eh   len  P  mkt  i  hin  lur  }  „e)  t 

Nr  846  un  l  347     S    i  1  ff  fvgl    a    h  Nr  iSb)     E  ne  ^iuiiime  von  L  nien 
tke  Ion      1  e      ch  n  cht   a  if  e  nen   e  nz  ge     L  n  enfcl  e  1   z  n  ckfuh  en  läset     n  n  t 
Hj  1      m  Anachlns    a      len  Sp-a  hgebrau  1    von  Bill     e        Sd  a  be     {acrev. 
und  d  e  Darstellung  eine    s  1  hen  %mme  als  Summe  e  nes  L  nienthe  U  unl  e  n 
laau  aenkreckteu.  Feldes  die    So     alfyi       le    Sei  a  6e  *) 

Hält  n  an  das  Hydesche  Kunstwort  Scfi  a  6e  m  t  len  schon  oben  vgl  d  e 
inmerkung  z  Nr  '>54  unl  «6"!  erwähnten  ku-ze  Beze  Inuigen  Feld  unl 
1  Vgl  E  W  Hyde  The  d  rechonal  tl  eone  of  e  a  Ann  Is  of  Mathe 
nafccs  Bd  n  N  5  0 ctobor  18R8  S  157  nlda  !b  tdnd  ge  Wp  k  le  II 
^erfaasera  The  lue  t  onaJ  cal  In  based  pon  the  method  ot  He  mann 
Grassmann    Boston  18*1      Art  b    und  6 
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iach  ausammpn  und  fugt  noch  die  von  lern.  UnteraeiclmetPii  hii  die  Begiiffe 
LinientheLl  und  Flachentheil  m  Vorschlag  gebrichten  Änsdiucke  Stah  und 
ßlalt  hmzu*)  «o  erhält  mm  das  fnlgenie  Schema  vje  kurzen  ^ampn  für  die 
bei  dei  Anwendung  lei  Au''dehnunTale)  re  iiif  1  p  Ito  n  plne  luftr  tfuden  (riunl 
begriffe 

■itrppke 

Feld  (Produkt  7weiPi   Strecken    Flaehenraum) 

Pach  (Produkt  dreier  Streekpn    Eorperraun  ) 

Punkt 

Stab  {Produkt  zweier  Punkte    Linientheil 

Schraube  (Summe  von  'Stäben) 

Blatt  (Produkt  von  drei  Punkten    Fläßhentheill 
wozu  man  vielleicht  noch  lim?ufugeii  konnte 

Block  (Produkt  von  viel  Punkten  Köipertheil) 

H    C  rd,SBmTnn  d   J 

Nr  dÖd.  S  228  Wegen  des  Aufdrucks  vertauacl  bare  Lücken  veigleiche 
man  Nr   485    Anm    <!   328  ff 

Nr  890,  4,mn  3  S  2  <  Z  Ib — IS  v  0  Im  Originale  war  diese  besondere 
Art  ler  Affinität  nach  dem  Vorgänge  ^on  Mobiu  via  Glei  hheit  bezeichnet 
s    baryeentiisi.her  Oalcnl  Cap    4    ges   Werke  Bd   1    ^   114  ß) 

Nr  377—890  ''  J40— 257  (vgl  luch  Ni  401  und  404)  Die  in  diesen 
Niimmem  entwickplte  analytische  Theorie  der  geometribchen  Verwandtschaften  ist 
bishei  nicM  genngead  beachtet  wotden  Es  ralgo  daher  iro  Folgenden  verBueht 
werden  die  Aawendung  der  illgemeinen  rheone  anl  die  Koflmeahonen  des  Ravnies 
im  Einzelnen  durchzuführen.  Dabei  sollen  die  Andeutungen  in  den  heilen  An 
mertungen  zn  Nr   310  als  Eichtacbnui  dienen 

F'.  seien  '  c,  und  ebenso  (  6,  vier  beliebige    aber  i  icht  m  Fmer 

Ebene  liegcuie    Tielfachp  Punktp  des  Raumes      Dann  wud  dmch.  den  Bru  h 

(1)  n  = , — -; 

der  Raum  in  allgemeinster  Weise  kollmear  aut  sich  bezogen  Urdnet  man  nam 
lieh  einem  jeden  Punkte  1  s  Raumes  ien  dik  ihn  durch  Multplkiton  mit  q 
hervorgehenden  Punkt  z  =o  werden  dadurch  zunächst  Ien  vie  Punkten  des 
Nenners  die  vier  Punkte  lei  ZT,hler  zigewiesen  Dem  nach  dem  Begi  fl  lee 
extensiven  Bruches  ist  *) 

(2)  M  =  ö 

Femer  iber  n  rl  einem  jeden  beliebigen  Punkte  des  Raumes  ler  aus  den  vier 
Awm«      des    Er     hei   q   dur  h   die   Zahlen   ;■  f     algel    tet   =    n      fge      Hb 

he  sst   dem  F  nkte 


•)  Vgl  H  ras  mann  Punktrechnung  und  projektive  Geometne  Erster 
Teil  Punktreel  nung  Hdlle  /S  1814  Beitrag  frir  die  Festschrift  der  Latemisohen 
Hauitschule  zur  zwehu  de  tjahrigen  Tubelfeier  der  Univers  tat  Hille  S  81  und 
'•    Separatabzug  b       un  1  18 

**)  In  alle»  den  Fallen    wo  man  iich  ioigen  lo-i  Yincan-ltsckaften  m  Be 
tracht  zu  ziehen  hat    erscl  e  nt  es  be  £  ien  e      den  Verwandtschaftsbn   h  ij  bei  der 
Mult  ]  1  kat  on  }%   te     le  umzuwan  ielnde  Grosse  zu    teilen     Vgl   die  ibhandl  mg 
rassmanns    ber  ijuaternionen     Mith    Ann   Bl  12    S  383  u  38d 
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Zu  Nr.  346  und  347,  353.  330  Anm.,  ,17"— 390.  439 

(3)  ^  =  Soe„  + hKiiC,, 

der  Punkt 

(4)  x<\  =  L^  +  ■■■  +  hb. 

zugeordnet,  welcher  durch  dieselben  Zahlen  aus  den  Tier  Z&kUrn  von  q  numeriecli 
abgeleitet  iat. 

IKe  beiden  auf  diese  Weise  anf  einander  bezogenen  Punktvereine  x  und  XC[ 
haben  dann  die  Eigenschaft,  daaa  jede  Zahlbeaiehung,  welcher  die  Punkte  des 
ersten  Vereins  unterliegen,  auch  für  die  entsprechenden  Punkte  des  zweiten  Ver- 
eins gilt,  und  umgekehrt.    Es  bedaj'f  nBinlich  nur  einer  Multiplikation  mit  q  oder 

—  um  aus  der  einen  Zahlbeziehang  die  andere  abzuleiten.  Die  beiden  Vereiue 
1 

sind  daher  im  Sinne  von  Nr.  401  verwandt  Sie  sind  aber  auch  koUinear  vet'wancU, 
denn  aus  dem  Fortbestehen  einer  jeden  Zahlbeziehung  folgt  insbesondere,  dass  je 
vier  in  Einer  Ebene  liegenden  Punkten  des  einen  Vei'eins  auch  im  andern  Vereine 
vier  Punkte  Einer  Ebene  entsprechen;  und  durch  diese  Eigenschaft  wird  die  Ver- 
wandtschaft als  kollineare  Verwandtachaft  charakterisirt.  Endlich  aber  ist  diese 
Kollineation  zugleich  die  allgemeinste  kollineare  Vei-tvaitdtsehaft, 

In  der  That  kann  man  durch  den  Bruch  q  fünf  beliebig  gelegenen  Punkten 
des  Baumes,  von  denen  keine  yier  in  Einer  Ebene  liegen,  fQnf  ebensolche  beliebig 
gelegene  Punkte  zuweisen,  nämlich  neben  den  vier  Grundpuntten  e„,  .  .  .  e,  und 
6„,  .  .  .  &j  beider  Veteine  etwa  noch  dem  Einheitspunkte  e  ^  e,  +  ■  ■  ■  -|-  «a  des 
ersten  Vereine  den  Einheitspunkt  &=.&„  +  ■■■  -f  Ö3  des  zweiten  Vereins.  Diese 
Punkte  e  und  h  sind  aber  wirklich  noch  gana  beliebig  gelegene  Punkte  des 
Raumes,  da  die  Gfrundpirnkte  «„,,..  e^  und  6^,  ...  63,  als  deren  Stunmen  sich 
die  Einheitspunkte  darstellen,  oben  als  vielfache  PanMe  vorausgesetzt  worden  sind, 
aber  bisher  nur  über  deren  Lage,  nicht  auch  über  ihre  Gewichte  verfflgt  worden 
ist.  Durch  räumliche  Festlegung  der  beiden  Einheitspunkte  werden  dann  diese 
Gewichte  der  Grundpunkte  beider  Systeme  hin  auf  je  einen  Proportional ilätsfaktor 
eindeutig  bestimmt  (vgl.  Nr.  404). 

Dabei  wird  sieh  in  jedem  der  beiden  Sjst«me  eine  gerade  oder  ungerade 
Zahl  positiver  (also  auch  negativer)  Gewichte  ergeben,  je  nachdem  der  Einheits- 
punkt von  dem  Innern  des  Grundtetraeders  durch  eine  gerade  oder  imgerade 
Anzahl  Tetraederfiächen  getrennt  ist.  Das  heisst,  man  wird  eine  gerade  Anzahl 
positiver  Gewichte  erhalten,  wenn  der  Einbeitspunkt  im  Innern  des  Gfrundtetraeders 
oder  in  einem  der  sechs  keilförmigen  Scheitelräume  des  Tetraeders  liegt,  in  die 
man  eintritt,  wenn  man  von  seinem  Innern  ausgehend  eine  seiner  Kanten  über- 
schreitet. Liegt  der  Einheitspunkt  hingegen  in  einem  der  acht  Räume,  in  die 
man  gelangt,  wenn  man  aus  dem  Innern  kommend  eine  Fläche  oder  Ecke  des 
Tetraeders  durchdringt,  so  ist  die  Zahl  der  positiven  Gewichte  ungerade. 

Hat  man  enili  h  nouh  eine  Bestimmung  über  den  Sinn  des  positiven  Tetra- 
edcts  getrofien  13  kann  min  über  len  Priportionalilätsfaktor  der  Ncnnerpunfete 
f„  (j  etwa  in  dei  Welse  verfugen    daas 

(6)  ['.  «  1  -  +  1 

wnd  DieseiWerth  ^  1  ksst  sich  auch  bei  (fec  Beschränkung  a^f  reelle  Gne-ichte 
stets  eizielen  da  ji  noch  die  Reihenfolge  der  Nennerpunkte  willkürlich  geblieben 
ist  so  dass  man  ein  sich  bei  der  Bildung  des  FroduMes  [e„  .  .  .  e,]  etwa  zunächst 
e^ebendes  Minuszeichen  durch  Umstellung  der  ^Nenner  von  q  und  Aenderuug  der 
Bezeichnung  beseitigen  kann     Damit  ist  dinn  freilich  auch  über  difi  Reihenfolge 
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A  leii  F  bl  e  lel  n  em  e  len  Zahlbez  eh  ro„  ro-cb  n  3  cb  b  t,ens  d,ut 
^as  Le  cht«  te  die  allgeme  nen  brundeigeiiBebafteii  de    KolhiiBat  on 

So  stn  kst  die  Tkat^^cke  dass  durch  le  Transfomiat  on  da^  D  ^pel 
ve  halt  tss  vo-  vttr  Putikti^  et  e  Ge  aden  cht  gea  dert  w  i  Z  m  Bewe  ^e 
d  eaer  E  genHchaft  stelle  min  vier  belieb  g  gegebene  Funkte  e  ne  bPriden  m 
de    1     m  dir 

,  =  1+  /      V~IX  +  \)J 

ras    mmer  mogl    h    et    da,  man  d      dewichte  dei  beid  nett-     lulte  d/ 

stete  30  w'i.l  len   kann      läse  der  d   tte  Pmkt  li    Sclwe  i    ntt  1      [    nn  1 

Aas  DopiPlvp  1  altniss  der  vier  P  nktö*) 

Fe  i6(  iho  glpi  h  dem  Verhaltnisa  der  Abieitaahlen  des  Turten  Punkte''  Sin  i 
nun  V  y  v  t  die  vier  entepi  ecken  den  Punkte  des  zweiten  Systems  al'<o 
X   ^  rl[    y   ^  y<[  su    wird   wegen    des    Fortbestekens    einer   jeden   Zakl 

beziekung  «  =  t  -(-  1/  und  ü  ='  i  -\  '^V  ^^^  Dop[ elyerhältius'!  der  diifk 
die  Transformation  entstandenen  vier  Punkte   wiid  dabpr    v  eder  gleich 

Zi  eiffus  folgt  Infi  dem  Fortbestehen  jedei  Zahlbeziehuag  daas  de^t  ui  ertdhch 
fernen  Pmikten  {den  'Strecken)  de«  einen  Systems  im  andern  Systeme  entweder 
wieder  lauter  unendl  ch  ferne  Punkte  (Strecken)  odei  dve  Pu  ikte  einer  Ebene  eiii 
spi  ecken 

Nach  Nr  22')  lässt  sieh  nämlich  eine  jede  beliebige  Streike  g  des  Eaumes 
aus  trei  Strecken  g,  i  g,  die  nickt  Bmer  Ebene  i  arailel  sind  numensch  ab 
le  ten  Nun  entiprn,ht  bei  der  KoUineation  jedei  strecke  entweder  wieder  eine 
Stiecke  odei  pu  im  Entliehen  liegendei  Tunkt  Denn  jode  Strecke  lisst  sich  als 
die  Difierena   zweier  Punkte    von  Rleickem  iicwicht   daistellen     ordnet  daher  die 

*)  Vg!  hieizu  &  Peano  Calcolo  geoniptnco  seeondo  1  Ausdehnungelehie  di 
H  I  lassmann  Tuun  138ö  S  .- oder  i  ich  Die  Ausdehnungalehre  von  1844  §  Ibö 
diese  Ausgabe  I,  1  fc.  372. 
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Kolhneation  diesen  beiden  Punkten  tLinki  Fimltt  to»  /huhem  Geietchti'  an  so 
ordnet  sie  auch  jener  Strecke  wieder  eme  Strecke  zu  im  entgegengesetzten  Falle 
aber  einen  im  Endlichen  hegenden  Punkt  ?ind  demnach,  p  p,  p  ^i  die  nnend 
lieh  oder  endlich  entfernten  Punkte  des  aweiten  Sjsteias  die  den  vier  Strecken 
9  ff  0  ffs  entsprechen  so  und  «ich  wef,en  des  Portbestehens  jeder  Zahl 
beziehung  dei  Punkt  j  genjn  eben  o  aus  den  drei  Punkten  j),  p^,  p^  nuinen=ch 
ableiten  l'iaten  wie  6icli  die  "itrecte  i  aus  dpn  diei  Strecken  g  g^  g^  nunienaLh 
ableiten  liess  Mit  anderen  WnitPn  wenn,  lie  drei  Punkte  j»,  j),  j>„  unendbch 
entfeint  und  lu  gilt  dassell  e  «tuch  von.  dem  Punkte  jj  Sind  aber  die  Punkte 
p,  Pi  p  nicht  ■ille  drei  zuglei  h  unendlich  entfernt  ao  liegt  dei  Punkt  p  (naoh 
Nr  336)  m  dei  durch  ^le  bestimmten  Ebene  Somit  gehören  dann  die  Bildei 
aller  unendlich  fernen  Punkte  des  ersten  Systems  der  Elen  n  =  [fi,  Pjft,]  an 
die  durch  die  Punkte  p,  p^  p^  bestimmt  i  t  Diese  Ebene  m  heisat  die  Fhiclit 
ebene  des  zweiten  ''ystems 

Die  Saiipf-'ähhii  r,  und   die  Satiptgebiete   (Doppelelemente)   a,    des   KoUi 
neationsbruche     q  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 
(8^  oq  =  i< 

in  der  r  eine  /dbl  1  pde  itet    ider   iHo  aus    Ici  Gleichmig 

0  -  »f.         , 
fiir  die  man    wenn  iiin  n     h 

setat,  auch  schreib?  i  kini 

(9)  0  =  p„  .  e„(i:  -  (|)  +  - .  ■  +  «3  ■  «.C:  -  1)- 

Nach  dieser  Gleichung  hegen  die  vier  Punkte  e„(r  —  q),  .  .  .  ej(i  —  q)  in  Emci 
Ebene,  folglich  verschwindet  ihi  Susseies  Produkt,  (der  durch  sk  bestimmte  Spat 
das  heilst,  man  eihält  fui  die  Hauptaablen  i^  des  Bruches  q  die  filiicliun^ 
vierten  Grades 

oder,  bei  Benutzung  dei  iii  den  Nummern  5(id  und  506  oingefiilii'ten  Bezeichnung, 
die  Gleichung 

[(.  -  «']  -  0, 
die  man  auch  in  der  Porm  schreiben  kann 

(10)  t^  -  4[<|]i"  +  ö[t,']i'  -  4[q']r  +  W]  =  0. 
Aus  ihr  folgt  insbesondere,  dass  das  Produkt  der  vier  Wurzeln 

(11)  r„t,ir,rs  =  [q^  ^  +  1 
ist  (vgl.  Gleichung  7). 

Hat  man  aus  der  Gleichung  (10)  die  vier  Hauptzahlen  i:^  des  Bruches  q  be- 
stimmt, so  hängt  aUes  Weitere  davon  ab,  ob  die  Wurzeln  der  Gleicliung  alle  von 
einander  verschieden  sind  oder  nicht. 

Erster  Bauptfall:    Alle  vier  Hauptzahlen  sind  von  eirtattder  ver-  (11*) 
schieden.    Dann  gehört  (nach  Nr.  3S9)  au  jeder  Hauptzahl  r^  ein  Haupigebiet  fl, 
von  erster  Stufe.     Um  dieses  zu  finden,  setze  man  noch 

*)  Am  Rande  sollen  die  in  Betracht  kommenden  Fälle  /ortlaufend  numerirt 
werden. 
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Dajin  vei-winidelt  sich  die  Gleichung  (9),  in  der  man  zugleich  r^  statt  t  zu 
schreiben  hat,  in 

»  -  «.,0  ■'.(«. -in ^«.,^■«l<•.  — * 

ociei',   falls  man  noch  die  Punkte 

set7,t,  in  die  Gleichung 

Pm  die  Koefficientea  a^ ,  in  dieser  Zablbeziehung  zwischen  den  vier  Punkten 
^i  Ol  ■  -  ■  '^B  K  ^"^  ermitteln,  multiplicire  man  die  Gleichung  mit  [c^  ^c^  j],  wodurch 
sich  die  Gleichung  ergieht 

^U5  d  P5(i  und  au  den  beiden  inalogen  Gleichungen  folgt  il  i  da  d  p  iiei 
aiftretenden  FMihentheile  Einei  Ebene  ingehuien    die  Proportitn 


Für  jedtn  Werth  von  ii  1  eshmrat  die'it  Proportion  die  viei  Äbleitzahlen  tt  ,  des 
zugehöngen  Doppelpunktes  a  bis  aut  einen  Proportion*ilii&tsfaktor  eindentig 
Die  ?o  gewonnenen  vier  Doppelelemente  stehen  (nach  381)  in  keiner  Zahlbeziehung 
zu  einander  hegen  ako  nicht  in  Emei  Ebene  und  man  eihält  daher  den  Satz 
Hat  die  Gleichwny  (10)  lautfr  uHgleiche  Wuieelti  so  fteMtrt  dte  Kolhneatvin  q  iiiei 
getrennfe,    mM    Sinei    Ebene    atigehorende   D'ppelpmtkte   «„  Og    die   ditrch 

MulttpltKaftofi  ittit  dem  Bracke  q  nui  wn  eiiien  Zahlfahtoi  geändert  werden  sie 
multiphcaen  bKh  namlich  äei   JRetht.  nadi  vut  den  Ww,,eln  t  t    det    Glei 

chuMg  (10) 

Fdhrt  man  die  Doppelpunkte  a„  o,  statt  dei  Punkte  (■„  c,  ais  Nenner 
in  den  Brnoli  q  Pin  was  nach  Ni  oHO  mogbch  ist  di  die  Doppelelemente  m 
keinei  Zahibeziehnng  ?u  einander  stehen    so  erhalt  dei  Bruoh  q  die  Form 


W  II  man  I  rn  /u  e  nem  1  eliebigen  Punkte  j  des  Rimnes  den  entsj^  lechpn 
den  Punkt  aq  konib  iiien  so  legb  man  duich  drei  ein  Dicieck  bildende  Kanten 
Ipb  Doppelpunktteti  tedeiB  etwi  duich  di  drei  Kanten  [«jUj]  [«s«]]  [<*  äj]  und 
duirh  den  Punkt  c  die  Ebenen  und  bezeichne  ihre  Schnittpunkte  mit  den  jedesmal 
gegenubei liegenden  Tetraederkanten  [«„«,],  [«o'*!])  ["o^s]  "^^'^  '"''  "i  "'■  Endlich 
suche  man  zu  diesen  drei  Punkten  die  entsprechenden  Punkte  wq,  «iq,  wq  auf, 
so  schneiden  sieb  die  drei  Ebenen  [oiöj  .  uij],  [<i„a^  .  uq],  [niOj  .  wq]  in  dem 
geeuchten  Punkte  «q. 

Ist  ein  Wuraelpaar  der  Gleichung  (10)  conjugirt  komplex,  also  etwa 
Xj  =.  n  —  jb,  Xj  =  n  +  ib,  so  müssen  aucli  die  zugehörigen  Hanptgebiete  con- 
lugirt  eomplei  sein,  also  etwa  die  Eorm  haben  o,  =  ü  +  »6,  %  =  «  —  ib.  Der 
Biuch  lautet  dann 
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Will  man  dem  Bruche  wieder  eine  reelle  Form  geben,  so  bestimme  man  diejenigen 
Punite  ofl  urrd  btf,  wekhe  dorr  Punkten  a  und  h  zugeordnet  sind.    Es  wird 


(»  +  •«<  +  (»- 


(4), 


--|(a^  «8(0  + «)  +  («+«)  (»-«)) 
-  na+b6, 

M-i  ((»  +  «) «-('■-"<) Hl 

_Jj{(«-ib)(o  +  .-i)-(a  +  i6)(»-.-6)l 
Pill  ilt  d  ihpi  tili  JpD  Bruch  q  die  leellp  Daratellung 


Ihr  zutolgt  geht  diP  Gprade  [ab],  die  durch  den  leellen  und  den  imaginären 
Theil  der  heiden  koD]Ugiit  komplespn  Doppelelemente  bestimmt  ist,  vermöge  des 
Bruthe?  ij  in  sich  über  ohne  da^a  it^end  em  reeller  Punkt  dieaei  Geraden  sich, 
selbst  ent<iprache  Um  die  Voran derung,  welche  die  I*iinkte  dei  Geraden  [a&] 
durch  die  KoUmeation  q  erfahren,  bessei  übersehen  rn  konneu  führp  min  &titt 
a  und  6  Polare oordmaten  ein  setze  alB3  q  =  c  oob  t)  und  [  =  c  sin  b  D  nn  nimmt 
der  Bruch  Cf  die  Form  an 

aus  dei-  ersichtlich  ist,  dass  die  Punkte  a  und  b  durch  den  Bruch  q  eine  circuläre 
Aenderung  erfahren,  ausserdem  aber  noch  eine  Multiplikation  mit  einem  gemein- 
schaftlichen Faktor  c*). 


*)  Mit  der  circul&ren  Aenderung  des  Punitepaarea 
o,  h  ist  eine  durnh  don  Bruch  q  bewirkte  Umwandlung 
der  ganzen  Punktreihe  der  Geraden  [ab]  verknüpft, 
TOn  der  man  sich  auf  die  folgende  Weise  eine  An- 
schauung verschaffen  kann;  Man  schlage  innerhalb 
einer  beliebigen  durch  die  Gerade  [ab]  gelegten  Halb- 
ebene über  den  Abständen  der  beiden  Pnnktepaare 
a,  h  und  a-\-  b,  a  —  b  Halbkreise,  die  sieh  Jm  Punkte  s 
schneiden  mögen  (Tgl.  Fig.  30}.  Dann  projicire  man 
die  Punktreihe  der  Geraden  \ab~\  von  s  aus  durch  ein 
Strahlbüsohel  und  drehe  dieses  in  seiner  Ebene  von  a 
nach  6  hin  um  den  Winkel  b.  Alsdann  schneidet  das 
Strahlbüsehel  in  seiner  neuen  Lage  aus  der  Geraden 
[a6]  die  Funktreihe  aus,  in  welche  die  ursprüngliche 
Punktreihe  durch  der  Bruch  q  übergeführt  wird.  Dieser 
Zusammenhang  zwischen  der  Drehung  eines  Strahl- 
hüsohela  und  der  durch  den  Bruch  q,  oder  was  geo- 
metrisch betrachtet  auf  dasselbe  hinauskommt,  der 
durch  den  Bruch 
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Zweiter  Hauptfall:    Die  Gleichung  (10)  besitzt  eine  Doppelwurael ,  da« 
heiset,  es  sind  zwei  Ha^pteaklen  einander  gleich,  etwa  gleich  n,  wo  n  eine 
reelle  Zahl  bedeutet.     Dann,  sind  (nach  390)  zwei  Unterfälle  möglich: 
(2)  Erstens  kann  das  sw  dieser  Mauptsahl  gekärenüe  Hmtptgebiet  von  zweiter  Stufe 

sein;  dann  gestattet  der  Bruch  q  die  Darstellung; 


(17) 


x^a^,_ 


(18) 


aus  dei  m  dei  iliat  heivoraeht,  d^ss  nicht  nur  die  Punkff  c  un  l  n  in  ihi 
Q  fache s  lernajidelt  weiden  enndem,  dass  dasaplbo  uberhaupl  I  ei  jpdim  Pimktt 
c  =  i„Uj    |-  i^K,   dor  Creraden  [('o«i]  eintritt,  denn  es  wiid 

iH  -  4,«.  +  [,«,)q  -  «*.«.  + 1,«,)  - « '. 

und   es  wird   dahei  jeder  Punkt   dei   ßeiadPti   [fl„o  J   duich   die  Kollinpation   auf 
^ict  selbst  bezogpn 
8)  Zii.e-iter!<:  iher  kann  e'^  (nach  Nr  390)  auch  vorkommen,  dais  die  Doppel 

wuizel  a  dei  hiquddtdtischen  Gleichung  (10)  nur  ein  Jlavptgihiü  eiatet  &f>ifr  «, 
besitzt      Dinn  hit  der  BruPk  q  (nach  Nr   390)  die  lorm 

und  es  geht  zwar  noch  immer  die  Gerade  [o„ai]  in  sich  über,  aber  auf  ihr  he- 
walurt  nur  der  Punkt  «[  lieine  Lage,  denn  er  multiplicirt  sich  bloss  mit  dem  Zahl- 
faktor a.  Jeder  andere  Punkt  der  Geraden  hingegen  YCi-wandelt  sich  in  sein 
a-faehes  noch  vermehrt  um  ein  gewisses  Vielfaches  yon  b,  ,  In  der  That  wird 
ein  beliebiger  Punkt  x  der  Geraden  [a„o,]  übergeführt  in  den  Punkt 

«H  =  (Et."»  +  El "1)1  =  "(Jo"o  +  Ei«i)  +  flSo«!  =  a«  -f  8E„o, . 

Um  Yon  dieser  Umwandlung  der  Punktreihe  a:  eine  geometrische  Anschanung 

an  gewinnen,  bilde  man  die  beiden  Punktreihen  x  und  icq  in  solcher  Weise  per- 

spektiv  auf  einer  durch  den  Punkt  a„  gehenden  Hfllfsgeraden  ab  (Tgl.  Pig.  31), 

da.ss   dem   Punkte  ß,    der  unendlich  ferne   Punkt   dieser  Hülfsgeraden   entspricht. 

_  a  COS  6  -|-  6^in  b    fcoo-!  b  —  o  sin  b 

iBwuktPi  AU  ildung  dPi  Punktreihe  auf  der  Geraden  [ah]  aeigt  zugleich  fes 
die  luiite  a  und  S  lei  der  Umwandlung  der  Punktreihe  keinerlei  ausgezei  hnete 
Stellung  einnehmen  In  ler  That  weiden  durch  den  Bruch  S  nicht  nur  die  Punkte 
n  6  cir  ulBt  um  den  ^  mkel  i)  geändert  sondern  zugleich  tammtliche  Punkte 
paare  o  b  deigemgen  Involution  welche  1  ch  aus  dem  Punktepaare  a  b  durch 
die  eingliHÜige  Grujpe  alhr  positiven  Lircularen  Äenderungen  \gl  Nr  1ü4)  a\ 
leiten  lä  it  die  also  dargestellt  wird  duich  die  Gleichungen 
a  =  «  eos  f  +  Ö  sm  f. 


sf- 


1  i  den  Parameter  der  Gruppe  bezeichnet. 


Diese  Involution  bildet   also   das   geometri 
nären   Doppel  demente   a -}•  ib   und   a  ^  ib   des 
des  Drehmnkels  b  und  der  Gewichtsfaktor 
und  a  -^  ii  versinnbildlichen. 


in!. 


iache  Abbild  der  konjugirt  imagi- 
Bruches  q,  während  die  Grösse 
zugehörigen  Hauptzahlen  a  —  iß 
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Dazu  bezeichne  man   den  mit  b„  zusammenfallenden  einfachen  Punkt  mit  o^'  und 
eine  beliebige  StrecJie  der  Hiilfsgeraden  mit  a,'.     Dann  bewirkt  der  Bruch. 


Kg.  31. 


die  gewünecbte  perspektJTe  Abbildung  un.d  führt  zugleich  die  VerwandtBchaft  i^ 
(so  fem  eich  dieae  auf  die  Punkte  der  Geraden  [ö,j«,]  erstreckt)  über  in  eine 
Verwandtschaft 


welche  den  dem  Punkte  a  der  Geraden  [»„a,]  entspreeh enden  Punkt 
der  Geraden  [(iu'a,']  umwandelt  in  den  Punkt 


Hier  ist  x'  ein  Punkt   vom  Gewichte  r„,  also         ein 
Ausdruck  in  der  Klammer: 1-  --o,'  stellt  somit  ei 


1  die  konstante,  das  heiast. 


n  einfachen  Punkt  dar,  der 
Lage   des  Punktes  x'  un- 


abhängige, Strecke  - 


'  absteht.   Der  Bmch  n'  verschiebt  daher  alle  Punkte  der 
i  ^ÜJiel  ung  der 


G  raden  [a^  l^  ]  um  ein  g!ei  h  grcsses  Stüi-k  und  stellt  ilso  ( 
Punktleihe         in  ihrei  eigenen  Lmie  dai 

!Nun  wai  aber  be  Veiwandtschaft  t[  da&  jeispektiTe  Abbild  dei  Verwandt 
Bohaft  q  in  dem  binne  dass  Mch  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Hulfsgeiaden 
[fi  u,  1  in  den  Punkt  (j  ter  Geiaden  [a  a,]  projicute  Die  lurch  den  Bruch  q 
bewirkte  Umwanllung  der  Punktreike  i  kann  tDmit  ala  eine  pi  DiektiTe  Ver'illge 
memerung  dei  Schiebung  emer  Punktieihe  in  ibier  eigenen  Linie  aufgefasat 
werden  bei  der  an  die  Steile  dca  unen(lb''h  feinen  Punktes  der  im  Endlichen 
liegende  Punkt  (das  Centrum  a,  getreten  lat  bie  möge  daher  ei/ie  centmehe 
Schiebung    kj    PmAtiethe  o    mit  dem  Zielpunkte  «i     genannt  werden     Auf  der 
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einen  Seite  des  Zielpuuktes  a,  verscliiebeii  aich  H,lle  Punkte  der  Geraden  [«„"il 
nach  dem  Zielpunkte  Mn,  auf  der  andern  von  ihm  fort. 

Dritter   Hauptfall:    Sind    z-wei  Paare   gleicher   reeller*)   Haupt- 
sahlen  vorhanden,  so  ergeben  sieh  drei  Unterfälle. 
(4)  Erstens  kann  jede  von  ihnen  ein  Hauptgebiet  ztveitm-  Stufe  beaitsen.    Dann 

hat  der  Bruch  q  die  Form 

«0,       ",,        «i,        «J 

Durch  ihn  wird  jeder  Punkt  der  beiden  Geraden  ["o"!]  und  [oja,,]  auf  sich  seibat 
bezogen,  und  es  bleibt  daher  auch  eine  jede  Gerade  in  Euhe,  welche  die  beiden 
„Stützlinien"  [«„oj  und  [ajOa]  schneidet,  während  die  Punkte  auf  ihr  mit  Aus- 
nahme der  Schnittpunkte  s  und  t  mit  den  beiden  Stützlinien  ihre  Lage  Terändem. 
Hieraus  folgt:  Ein  jeder  beliebige 
Punkt  X  des  Baumes  verschiebt 
sieh  auf  der  durch  ihn  und  die 
beiden  Stützlinien  gelegten  Ge- 
raden (vgl.  rig.  32).  Diese  Art 
der  Eollineation  heisst  (nach  F. 
Klein)  windschiefe  Perspektive**). 
Sucht  man  die  geometrische 
Bedeutung  der  Hanptaahlen  a  und 
b ,  oder  vielmehr  die  Bedentnng 
ihres  V^hält/nisses,  dem  ja  allein 
ein  geometrischer  Sinn  zukommen 
kann,  so  stelle  man  einen  be- 
liebigen Punkt  X  des  Baumes 
als  Vielfachensumme  der  beiden 
Punkte  s  nnd  (  dar,  in  denen  die 
durch  ihn  und  die  beiden  Sttttz- 
linieii  gelegte  Gera.de  die  Stützlinien  sehneidet.     Es  sei 

(20)  a:  =  @s  -1-  U; 
dann  wird 

AH  =  g.sq  +  t  .  iq 
'  oder,   da  die  Punkte  s  und  t  der  beiden  Stützlinien  bei  der  Multiplikation  mit  q 
in  ihr  a-  und  b- fache a  übergehen, 

(21)  3^q  =  0  ,  Ss  +  b- ti. 

Das  UoppeiTerhältniss  der  vier  Punkte  s,  t,  x  und  arq  wird  daher  (vgl.  S.  44U) 
M    [s^q]  _  a 
[xt}-[x^:t]         6' 


(22) 


)  U  ht  w    tl     flg  1         w  11 

w         gl     h      k  DJ  g  rt  1    mpl  H     1 1  ahl       < 

)  D      Abb  Idgqht       mhhmtd      g 
ptti       (glS4  8)dEg        hftgm  d        b 

d      Abbld     g       f  P     kt  1  r«t  w    t 

httPkt  dllbCd         gbd 

1         glg         fit  ITf        tgdL 


1    d     B  h     11  l      F  1! 

m  L  11 

wöhnb  h       (ce  tn    h     )   P 
b  1    h  Ite    Anw    düng 

w   te    Eid        1         w  te 
b       d         1     d     P  h  k 
1 
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wcduich   ilii     geometrisLlie    Bedeutung'    des   "V erLaltoiis'".   —  d.Pi    1  eilen    Hiiipt 

zahlen  getunden  ist      Zugleidi  hat  ma,n  den  Satz  gBWonnbE 

Bei  (ie)  wmdschAefeH  Penspektvee  jsf  das  üop^pekerhtdtmsB  umi  äww  etigemä 

netmi  FmJcfen  und  den  mgekungen  Stutzpunkten  h>nstant,  TMiHhch  gleich  dem  Vei 

halMiss  dei  betden  Haußtzahlen  beidei  SttUuhtm'n 

Sind   die   beiden  Stiitzlmien  gegeben     so   reicht   die   Angabe   des  ^en^nnten 

Doppelverhältnis^es,  alsc   des  Veili'iltiiisie'-  aus,  um  die  Verwandtachatt  em 

deutig  zu  definüen  Dies  Doppel¥erh,iltniis  hPiBst  da,her  (nach  W  Fiedler)  die 
Ohitraktei  isttK  der  windichiefea  Perspektive  Da  temei  die  Charakteristik  fest 
gelegt  ist,  sobald  ausser  den  beiden  'stützUnien  noch  zwei  zugeordnete  Punkte 
ihrer  Lage  nach  bekannt  smd,  no  ist  die  Verwandtschaft  auch  eindeutig  bestunnit 
durch  die  beiden  fetötzlinien  und  em  Paar  7ugeoidnete  Punkte  die  noch  beliebig 
auf  einer  duich.  die  beiden  Stiitzlinien  gehenden  Geraden  angenommen  weiden 
dürfen 

Hat  die  Charakteristik  den  besonderen  Werth  —  1,  ist  alao  daa  V  erlialtniss 
der  beiden  Hauptzahlon 

m  !--'• 

so  werden  je  zwei  zugeordnete  Punkte  x  und  xc\  durch  die  beiden  Stützlinien 
harmouiach  getrennt,  und  der  Bruch  q  nimmt  die  Form  an 

Aus   der  Gleichung  (11)   folgt  nämlich  für   die   beiden   Haiiijtz£i,hlen  a   und  b    die 

weitere  Glei  I  uug 

(26)  a'fi^  =  ±  1 

und    diese    I  efert    zusammen   m  t   (2  )   für   et   und   Ii      falls   man     i  h      if    i^elle 

Werthe  TOn  o  nnd  &  l  eschrankt  (siehe  oben)    aui  die  We  the  a=^lunlt==  —  1 

oder  umgekehrt    und  also  für  q  die  Porm  (2i) 

Die  windsch  eti,  Peispektive  mit  dei  Chiraktenntil  —  1  hdt  nin  die  be  on 
dere  Eigenschatt  dass  ihre  nochmalige  Anwendung  aul  den  aus  c  durch  die  Ab 
bildun^  entstandenen  Punkt  rq  diesen  Punkt  wieder  nadi  a  zunlokfilhrt  (und 
zwar  unter  Wahrung  semea  Gewi  htes)  Diese  besondeie  Verwandtschaft  ist  also 
involutoriftoh  und   heisst   (nach  H    ^\  lenei     die    '■■iteghtng    am    Gerade} paar 

[<■.«,]  [•«] 

Ausser  dem  Palle   ier  wmdschiefen  Perspektive  ergeben  sich  1  ei  zwei  Paaien 
gleicher  Hauptzahlen    das  heisst   bei  zwei  Doj  peH  urzeln  der  Gleichung  (10)    als 
weitere  üntertalle  noch  die  beiden  F  die,  wo  d  f  eiH-i'  Dop}  dvyui i,el  es     Havpi     5) 
gebiet    w&tei  und  de  andete  eiw  JEfaMptjre&aef  er^et   Stufe  besitzt 

nnd  wo  jeÄfi)    ie     beden  Doppelwu) eehi  int)   ein   Sauptgebtet  erstei    bPafe  (ü) 
-.ujeho  (  w    al  J  der  zugeh  i  ge  Bruch  die  Form  hat 

M  ,  =  '-±«"    Z-'l    \- 

und  andererseits  die  Form 
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Im  eMtea  dteeer  beiden  ¥düe  geht  jpJer  Punkt  der  Geraden  [«j  a  ]  in  si  t  über 
während  m  der  Uer'iden  [a  a,\  eine  centxisclie  Schiel  ung  mit  dem  Zielpunkte  i 
erfolgt  Im  zweiten  Falle  finden  in  beiden  Gtraden  eentiiBche  Schiebungen  stitt 
beziehhch  nach  den  Zielpunkten  a^  und  a 

Vifiter  Hattptfall      Die  Gleichung  (10)   besitzt  eine  dieifache  Wuizel 
dä3  heieet    es  sind  diei  Saupt  ahlen  des  Biuches  q  i'inaitdei  gJeiü      Er 
liefert  vier  Unterfitlle 
(7)  Ist  erstem   da.      «    ?ei    die  lochen  Wu)  ei    h     qel    fiäe  Maujinel  et  imi 

(liitfei    "^tufe     0  läbst  sich    nach  Nr   390)  dei  Bruoh  anl  die  Fo  m.  biingen 

1^  a,  «s  "s 
Dnrcli  ihn  wud  jedei  Punkt  der  Ebene  K  =  [£,ajfi  ]  m  sein  6  fachen  verwandelt 
lie  Ebene  c  gtit  alsu  punktweiae  in  sich  ubei  Es  hiebt  dihci  auf  jeder  durch 
den  i'oliit  hegenden  Doppeipinkt  n„  gehenden  Teraden  ausser  dem  Punkte  a 
ielbst  äMih  noch  ihr  Schnitti-ankt  (  mit  dei  Fbene  a  fest  Eine  jede  solche 
Geiade  bleibt  somit  bei  der  Abbildung  q  ebenfxlls  in  Buhe  wenn  auch  ihre 
Punkte  mit  Aufnahme  der  beiden  gen  muten  ihre  Lage  auf  ihi  veiändern  Die 
durch  diese  Eigenschaft  gekennaeichnete  Kollineation  heiast  eeifn'ich^  Fe  spelUve 
des,  Saumes  dei  Pmkt  o„  ihr  MUflpunkt  und  die  El  ene  a  ihre  Spii  ebene  (vgl 
Fig  33) 


„.wpM, 


der    oeatrischen  Perspektiye   ist   wieder  das  Verhältnies  - 


beiden  Hauptaahlen  ein  für  die  Verwandtschaft  charakteristisches  DoppelTerhäitnisg. 
Denn,  ist  x  ein  beliebiger  Punkt  des  Eanmes  und  (  der  Schnittpunkt  der  Mittel- 
pünktsgeraden  [«„«]  mit  dei'  Spurebene  o,  so  läset  sicli  x  als  Vielfaehenaumme 
von  «1,  und  (,  das  heiest,  in  der  Form 

x^-^a,  +  tt 
daratellci).     Der  zugeordnete  Punkt  x<\  wird  daher 
iq-«.8«. +  6.tl, 
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und  man  eiliUt  imit  tir  dTi  Dcippheihdltni  dci  tiei  Punkte  i  ,  t  r  j,q 
wieder  dfn  Wtitii 

und  damit  den  öatz 

Bei  dei  centintchm  Penpektne  des  Bawnes  iit  da«  dutch  den  Mitttl}.unkt 
die  Spviebene  und  em  Faar  iigeo)dnete  Punkte  beslinunte  DoppehaliHm  s  Ion 
^ant,  namhch  gleich  dem  VmhaltmiB  der  bcidett  dem  MiUelpuiikte  Knd  de>  Spw 
ebene  imgehln  enden  Hauptsahlen 

Aneh  hier  wiedei  bestimmt  dies  DoppelveilialtiJiBB  Bnaaminen  mit  den  Veiden 
Hauptgeliiefen  (dem  Mittelpunkte  und  der  Spurebeni)  die  "\  erwandtsehaft  ein 
deutig  und  heia'it  dater  (nach  W  EiedleO  die  CftoioiioisfiÄ.  der  ceufciisclien 
FerspeltiVB  Da  aber  wiedpnim  die  Chamkten^tik  festgelegt  vi  dun,h  Angabe 
zweier  augeoidnetr  Punkte  ao  wird  die  centrieDhe  Perspektive  ^ueh  Pmdputig 
bestimmt  durch,  den  Mittclpinkt  die  Spurebene  und  ein  Paar  augeordnetei 
tunkte  die  noüti  beliebig  aut  einer  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  (jeiadfn 
angenommen  werden  durten 

Will  man  eine  vollständige  An  chT,iiung  von  dpr  Abbildung  dei  centnsthen 
Pfibpektive  gewinnm  so  bptratlitp  man  noch  die  dirch  sip  bpwirkte  Uniwindlun^ 
dei  unendlich  fernen  Elemente  lei  ersten  Systems  das  heisbt  die  Lage  dei  Fhifht 
bene  des  zweiten  Systemi.  Diz  i  bpzeichne  man  dpn  mit  dem  Mittelj  unkte  u„ 
der  \  erwindtsi.liaf t  aus  immenfdJlenden  emfacl  en  Punkt  mit  »n  und  emen  be 
liebigen  einfachen  Punkt  der  &purt,bene  mit  (  Dann  wird  der  «ueiidliüh  teiiie 
Punkt  y  der  Geraden  [i«f]  dargestellt  duich  die  Difteienz 

tili  den  ihm  zugeoidnet«n  Punkt  ii  =  yij  (das  heisst  l  n  Iluclit)  unkt  d  i  de 
i  iden  [ii  t])    crhiilfc  inai    ilso  den  4  isdiuük 

i*  =  ff"t  =  ö(  —  Ol« 

Die^e  Gleichung  aber  sagt  au'  Dem.  unendlich  temen  Punkte  q  der  Mittelpunkts 
geraden  [nii]  wird  t-m  Punkt  j)  derselben  Geraden  zugeordnet,  welchei  das  Ue 
ladenstück  zwischen  dem  Mittelpunkte  nnd  der  Spurebeni-  algebraisch  im  Vei 
Ivaltniss  6  —  a  theilt  di«  heisat,  mnerlith  odei  luaserlich  im  Veihaltnis'j  dei 
ibsolntLn  Werthe  \un  l  und  a  le  nachdem  dai  Verhaltnisa  ti  —  a  positiv  olei 
negativ  n-t  Hieiiuo  tolgt  Die  Fluchtphene  ji  des  /;»eiten  Systems  ist  der  bp  u 
(bene  a  der  tLutns  hen  Perspektive  parallel  und  theilt  den  ^bstind  dea  Mittel 
Punktes  m   von  der  Spurebene  <t   m  dem   angegebenen  Veihaltnies      Ist  ilao  zum 

Peispiel  die  OhmktPiistik       p Dsitn  un  1  zugleich  <  1     o  hegt  die  Fluchtebenp  it 

lom  Mittelpunkte  dei  Abbildung  aua  geiei-hnet  jenseits  der  Spurebene  a  und  ilii 
Abst  md  von  dieser  Ebene  leihalt  sich  zu  dem  des  Mittelpunktes  von  der  Spui 
ebene  wie  o  (&  —  a)  Dei  ganze  Halbraum  jenseits  der  Ipuiebene  wird  dann  bei 
dei  Abbildung  reliefirtig  aul  die  Raumsohicht  Bwiac,hen  den  pariilelen  Ebenen  n 
und  m  zusammeiigediaugt 

Ist  dei  Mittelpunkt  die  Spur  und  Pluchtebene  gegelen  so  kann  mxn  zu 
jedem  Punkte  -e  des  ßaumeb  den  zugeordneten  Punkt  ti)  konstiuiien  Man  lege 
dazu  dwch  c  eine  beliebige  Gerade  welche  die  Spmebene  h  in  y  schneide  und 
konatruiie  zu  dem  unendlich  feinen  Punkte  dieser  Geraden  den  /ugeordneteu 
Punkt  ',  indem  man  zu  dei  Geraden  [j/i]  durch  m  die  Paiallele  zieht  und  diese 

Cra^mann    Werlte     IE  2a 
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Anmerkungen  z 


mit  der  Fluohtebene  n  zum  Durchschnitt  bringt.  Dann  ist  die  Gerade  [yg]  der 
Geraden  [yic]  zugeordnet  und  schneidet  daher  die  Gerade  [mx]  in  dem  gesuchten 
Punkte  x^. 

Ist  die  Charakteristik  der  centrischen  Perspektive  gleich  —  1 ,  also  a  ^  1 
und  6  ^  —  1  oder  umgekehrt,  hat  der  Bruch  q  somit  eine  der  beiden  geometrisch 
gleiohwerthigen  Formen 


(39) 


so  wird  die  centrische  Perspektive  mvolntoiisch  und  heiast  (nach  H.  Wit 
Spiegehmg  an  dem  Punkte  a,  und  ifei  Ebene  u 
(8)  Igt  zweitens  dm  clei  HauptsaM  b  sugehoiiqe  Hattptqebiet  ton  zweiter  i 

30  lasat  sich  der  Bruch  q  (nach  lir  390)  auf  die  Form  Lungen 


(SO) 


;  Vielfachensumme 


ist.    Dieser  Bnieh  i)  o 
„Unterbrach" 


von  «2  und  03,  das  heisst, 
auf  dasselbe  hinauskommt 


1  ihm  euthaitojie 


1.  =  ■ 


'!+" 


bildet   zwar   immer  noch  die   Ebene  [a,a^aj   m  sich   ah    lasst   auf  ihi  aber  nur 
die  Gerade  [ii^a./i  in  Ruhe;  diese  heisst  dahei  die  Spuigerade  ilei  hibene  [(1,0,«,). 
Jeder  Punkt  j/   dieser  Ebene,   der    lusseihilb   dei  Spuigciaden  [<i  nj   liegt, 
das  hoisst,  jeder  Punkt 

y  =  5,  «1  +  IK  "    +  H  " 
für  \v'eloheii  l),  ^  0  ist,  wird  durch  den  Bruch  q  abergefühil  m   den  Punkt 

=  6(«,a.  4-l^!''ä  4-%«3)  +  Ol«' 
=  6V  +  5  « 
aho  verwandelt  m  sein  B  fachen  noch  veimehrfc  um  em  nicht  versehe  indendes 
Vielfaches  des  Punkte«  a  tin  edcr  nicht  auf  dei  Spuigeraden  iiegendei  Punkt  y 
der  Ebene  [  a  a^]  wird  ddher  auf  der  von  ihm  nach  dem  Zielpu  tlte  a  fühlenden 
Geraden  ^ifa}  verschoben  (vgl  Fig  34)  Eine  jede  solche  Zielgerade  [/<t]  lei 
Ebene  \a   i  a^]  entspiicht  somit  sich  seihst 

Um  die  Grosse  der  Vemickung  les  lunktes  1/  luf  aemei  Zielgerilen  [ya  J 
zu  bebtimmen  das  heisst  seinen  Bildpunkt  i/q  zu  konstniiren  hat  man  nui  m 
beachten  das=  sich  je  zwei  einander  zugeoidnete  Ueriden  der  Ebene  [a  a,a.'\ 
auf  dei  Spurgeraden  [öj  a^]  schneiden  müssen  Ist  daher  w  1er  Punkt  in  lern 
die  Geiftde  [i/a,]  die  Spuroeradc  [«,  t  ]  trifft  so  wird  die  der  Geraden  [«  a^]  zu 
^eordnete  Geiade  [(  f  q]  die  Zielgerade  [ya  ]  des  Punktes  y  in  dem.  gesuchten 
Bildpunkte  j/q  sohneiden 

Man  kinn  daher  'agen  Die  Punkte  der  El  ene  [«10,0,]  erfahren  eme  cwi 
i)-!scfte  Schiebung  m  dei  Ebene  [Mi«ä''»]  '"'f  ^^'  Zielpunkte  a  welcher  die  Schie 
bungarichtung  einei  gewöhnlichen  Schiebung  vertritt  and  mit  lei  Spaiqetadei 
[«oOj]    welche  die  Rolle  dei  unendlich  fernen  Geraden  spielt 

Eine  solche  ceiitiische  'Schiebung  in  der  Ebene  ist  gpometiisch  durch  Angabe 
dei  Spurgeiaden   und    dei  ^eiruckuug  et)  t    Punktes   eindeutig  bestimmt     Die 
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centrische  Schiebung  geht  in  eine  gewöhnliche  Schiebung  über,  ' 
elemente  a,  und  a^  Strecken  sind. 

Damit  ist  die  in  der  Doppelebene  {0,^0.0^^  erfolgende  Abbildung  eiledigit. 
Die  Kollineation   besitzt  aber  noch   eine  aweite  DoppelebPne     iiimlnh  dip  Jbene 
[öftOja,,].    Denn  der  Bruuh  q  oder 
der  in  ihm  enthaltene  Unterbrui;ii 
0  0,1,  tO;,  6aj 

bewirkt  in  ici'  Eheiu  \a^a,a,'\ 
(wieausderauf  S.  44Sf  gegebenen 
Darstellung  der  entspiecbendcn 
Yerwandtschaft  des  Ranmes  un 
mittelbar  hervorgellt)  eine  cen 
t/rmeh- <p&-i^ekUve  Ahbildmig  mit 
dem  Mittelpunkte  Og,  der  iSjiui 
geraden  [«sOä]  und  dei  Choral - 
teristik  a  ;  6.  Diese  ITidiakteristik 
wird  wieder  geonietnseh  fest- 
gelegt, sobald  ausser  den  Doppel 
elenienten  der  Verwandtschaft  if, 
noch  KU  einem  Punkte  u  dei 
Ebene  [«iiOi%]  der entsprethende 
Punkt  un,  =  itq  gegeben  ist 
Dann  ist  zu  jedem  Punkte  :  dei 
Ebene  sein  eiitepreohender  Punkt 
aq  linear  konstruiibar,  da  sich 
die  Geraden  [ms]  und  [itq  .  sq] 
in  einem  Punkte  v  der  Geraden 
[((5O3]  schneiden  müssen. 

Kann  man  aber  zu  jedem 
Punkte  y  der  Ebene  [«,  a,  a^]  sein 
Bild  )/q  und  ebenso  zu  jedem 
Punkte  z  der  Ebene  [01,030,]  sein 

Uild  aq  konstruiren,  so  lässt  sich  auch  au  jedem  beliebigen  Punl  te  x  des  Raumes 
der  entsprechende  Punkt  xlf  angeben.  Bezeichnet  man  namlich  den  Schnittpunkt 
der  Geraden  [aroo]  und  der  Doppelebene  [a,a  a}  mit  1/  und  den  Schnittpunkt 
der  Geraden  [soa,']  und  der  Doppelebene  ["„a»«,]  mit  ",  so  ist  der  &i,hnittpunkt 
der  Geraden  [«o-yfl]  °"^  ["il'^fl]  tl^''  gesuchte  Punkt  vti  Die  Kollmeation  q 
erscheint  also  gleichsam  als  eine  Art  Resultante  dei  beiden  Abbildungen  q,  und  q, 

Ist  endlich  drittens  das  m  der  Sauptzdlü   B    q^oienih  ILitqlqcbKt  loji  0 
erstei-  Siafe,  so  hat  der  Bruch  q  (nach  Nr   390)  die  Form 

^  Qo„,  6a, -|-3nt  +  :^a,.  ba  +  f o,     603 
^    '  "  ^  o,  a  a 

Er  bildet  zwar  immer  noch  die  Ebene  [o  u  a  ]  in  sich  ab  lässt  aber  m  ilu  nur 
den  Punkt  «^  in  Ruhe  und  ruft  m  dei  Geiaden  f  jO^]  et  le  ce}ÜJ  ecke  '^chiehmq 
nach  dem  Zielp  inlü  Qj  heivoi  (vgl  Pig  35)  ausseideni  aber  bewiikt  er  in  dies  1 
Ebene  eine  Abbildung  des  Stiahlbiischels  mit  dem  Mittelpunkte  a,  die  als  Pro 
jektion  dci   Scliebuug  e  nei  Puuktieihe  uufgefabst  werden  kann     Multipliciit  man 
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Anmei'kungeii  zu  A;,. 

L   den   zweiten   und   dritten   Zähler  und  Nenner   des   Bruches   q   äusaerlich 
ri  in  sich  übergehenden  Punkte  o, ,  so  findet  man,  dass 

die  Strahlen      [«,«3]  und       [OjBa] 

in  die  Strahlen    btoi  a^"|  +  fifo,aJ     und     hla^a^] 

ühergefülurt  werden,  welche 
die  Scheine  der  Punkte 

6O1  -|-  g«g  und  bog  , 
vom  Punkte  a,  aus  gesehen, 
daratellen.  Bezeichnet  man 
aber  den  Bruch,  der  die  obigen 
Nenner  «,  und  05  in  die  eben 
genannten  Punkte 

6«!  +  a«9     und     bog 
verwandelt,  mit  6,  setzt  also 

«1,  Ol  ' 

HO  bewirkt  S  eine  centrische 
Schiebung  in  der  Geraden 
[a,  (1,3  nach  dem  Zielpunkte  o^. 
Der  auB  i  dnrch  üuasere  Er- 
weiterung mit  dem  Punkte  u, 
entstehende  Bruch 

welcher  die  durch  den  Bruch  q  veimittelte  kDlhneare  Abbildung  des  StralilbnachelB 
mit  dem  "icheitel  ij  analytisch  auidruekt  itellt  1  aber  eine  StiählblscfKlscheiwi^g 
dar  die  aus  dei  centriscben  Schiebung  B  der  Geraden  [a,  a,]  durch  Projektion 
vjM  Punkte  a,  aii&  liei-vorgeht  und  also  den  Strahl  [«  öj]  zum  Zielstrahl  hat 
"^le  lat  vollständig  testgelegt  wenn  ausser  dem  Zielstrahl  [o  n^]  noch  ein  Piai 
/ngeoidnete  Strahlen  gegeben  siid  etwa  1  e  beiden  tatrahlen  die  den  Punkt  ö, 
und  einen  zugeordneten  Punkt  n  t\  ^  ba  -{-  Qa  +  ^"s  von  o,  aus  pioiicireu 
Die  beiden  Sohiebungen  m  dci  1  unbtreihe  a,  a,  und  dem  Strahlb  Uchel  mit  dem 
Scheitel  «  stehen  zu  einandei  m  dei  Beziehung  daas  der  Iragei  de^  emen 
Cebildes  i^das  hei  st  der  Pmktieihe  oier  des  Strahlhus(,hels)  das  Zielelement  dea 
andern  ist  Sie  best  mmen  zusammen  mit  der  Lage  der  beiden  zugeoidneten 
Punkte  a  ui  d  j  q  die  Abbild  mg  der  Lbene  [f  o  0  ]  mdeiitig  In  der  Ihat 
linlet  man  zu  einem  bebebigen  Pi  ukte  y  dieser  Ebene  den  entsprechenden  Punkt 
VA  inlem  man  die  Gerade  [va,]  mit  dei  Geiaden  [o^Qj]  schneidet  mi  dem 
St^hnittpunkte  u  den  entsptechenden  Funkt  ii  q  m  der  Puuktreihe  %  a^  aufsucht 
uid  ^Lbhesblicli  lie  Geiide  [a  q  uq]  mit  demjenigen  Strahle  znm  Duichschmtt 
1  iingt  m  den  ier  Strihl  [a  «/]  durch  die  Strahlbuschehchiebnng  ul  eigefubrt  wird 
Will  man  si-hliesalich  zu  einem  beliebigen  Punkte  t  des  Eaumea  aem  Bild 
tq  konstruiren  ao  projicire  man  den  Punkt  a,  von  dem  Doppelpunkte  a^  lus 
dur:,h  den  Strahl  [a„i]  und  von  der  Doppel  geraden  [a^Oj]  ins  durch  die  Ebenn 
[o  fljj,]  d-is  heiast  mm  fisse  den  Punkt  i  aui  ils  Dniehachnitt  des  dem  Stiahl 
biindel  mit  dem  Scheit«!  ti„  lugehCien leu  Stiahleii  fct^a]  und  der  dem  Ebenen 
luathel  mit  dei   Axe  [«  «  ]    tngehörenden  Ebene   |«  0^1]      Konstrnut  man  dann 
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zu  jenem  Stiahl  und  ditteF  Ehene    lie  /uge  rdm-ten  Uebildt    so  ist  ihr  Schnitt- 
punkt der  gesuchte  Punkt  a.  q 

Du  rrinsformation  des  "sfrihlhundeh  mit  äna  '^the[tel  a„  ist  nun  aber 
niLhts  dnderts  als  die  Pinjektion  dei  ölen  (S  451  f)  betriohteten  Abbildung  in 
dti  bbene  [o  n. «,]  vom  Punkte  <i„  aus  ind  tie  Verwandt sthaft  an  Ebenenbiiachel 
mit  der  Ase  \a  a^]  lasst  sich  auffaseei  ah  Projektion  emer  leitht  angebbaren 
\iojektiven  Transformation  der  Punktieihe  «„  a  \oii  der  Ueraden  [öjö^]  ans. 
Da  ntimhch  die  b-erade  [a  «,]  eine  Doppelgetade  der  Kolbneabon  let,  so  folgt, 
1  enn  man  d  e  beiden  ersten  Nenner  und  /ahler  des  Bruü  es  q  mit  dem  Produkte 
[«5  Bj]  Miultii  hurt    dais  die  Ebenen 

[«(,  Hj  OsI     und     [a,  a,  o,,] 
des  Kbenenbüschcls  durch  die  Verwajidtsoliaft  t|  in  dio  Ebenon 

n[ß„«jrt;,]    und    fi[(i,rt3(fcj 
übergeführt  werden.    Dadurch  aber  ist  die  Abbildung  des  Ebenenbüscliels  heetimrat, 
denn  sie  erweist  sich  als  die  Projektion  der  durch  den  Bvuch 

bewirkten  Umwandking  der  l'unktreihe  a„,  a^   TOn  der  Axe  ['(,33]  aus. 

Die  Konstruktion  des  dem  Punkte  a:  zugeordneten  Punktes  xH  gestaltet  sich 
daher  folgend erniassen:  Man  schneide  die  Gerade  [uaX]  mit  der  Doppelebene 
[o,  OjKaJ  in  y  und  suche  an  y  den  entsprechenden  Punkt  j/q  auf  (nach  der  Vor- 
aehrift  von  S.  452).  Ferner  schneide  man  die  Ebene  [OjöIsK]  mit  der  Geniden 
[%«,]  in  2  und  konstruire  zu  n  den  durch  den  Brach  t  zugeordneten  Punkt  at; 
Dann  schneidet  die  Gerade  [«u  '  2/f]  ^"^  ''«'■  Ebene  [a^a^  .  st]  den  gesnehten 
Punkte  «q  aus. 

l-'ünfter  Hauptfach  Dio  Gleichung  (10)  besitzt  eine  ■vierfache  Wurzel, 
das  heisEt,  es  sind  alle  vier  Jiauptzahlen  des  Bruehea  q  einander  gleich, 
etwa  gleich  a,  wo  übrigens  wegen  (11)  n,  da  es  zugleich  reell  sein  muas,  noth- 
wendig  den  Werth  -(-  1  oder  —  1  haben  wird.    Hier  bieten  sich  fitnf  Unterföllc; 

Ist  erstens  das  eu  der  vierfadien  Wursel  a  gehörende  Hauptgebiet  von  vierter  (10) 
Stufe,  so  hat  der  Bruch  q'die  Form 

~   «Ol      "i.      «ä,      «a  ' 
und  verwandplt  lomil  ubeihaupt  jeden  Punkt  des  Kaumes  in  sein  o-fachea.    Dio 
Kollmeation  wiid  also  zur  vollst^digen  Deckung  beider  Systeme. 

Ist  swcjteMs  dai  -ui  HauptMhl  a  gehörende  Hattptgehiet  von  dritter  Sf»/"e,(l') 
so  laset  siLh  der  Bruch  q  auf  die  Poim  bringen 


(34) 


^'h^ 


(3S)  o-  _  »o,  +  Ijo,  +  1«. 

ist.     Et  lä«et.  die  Ebene  [«i  Og  itj]   punktweise  in  Ruhe   und  verwandelt   e 

liebigen  Punlit 

="-I.o.  +  ■■■  +  1.». 
ausserhalb  dieser  Ebene  in  den  Piinlrt 

»■i| -««  +  £,<.', 
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bewirkt   aUo  (vgl    die  entspreihtndo  Entwi(,kelimg   auf  S   450)  eine   centrische 


Schiebung  de    Baumeo  i 


und  il'-i  Spwebem  [oiögaa]  (''gl' 
Fig  ^6)  Sie  wird  zur  ge- 
wöhnlicten  Scliiebiicg,  so- 
bald, c, ,  o, ,  «5  Strecken  sind, 
«enn  also  dpr  Zielpunkt 
Antüi  eine  Bichtung  und  die 
Spurebene  durch  die  uiiend- 
liob   ieme   Ebene   vei  treten 


In  dem  dritten  Falle, 
wo  Jos  -IM  HauptzgJil  a 
geltiiiende  Hauptgebiet  von 
^iBCiUr  Stufe  ist,  sei  xwnai^t 
dei  Somierlall  betrachtet, 
dass  dei  Bruch  q  die  Form 
be-.itzt 


=  tu,  +  la, 

lüt  V.O  iho  dl  Punkti  a  und  n  btidt  dim  Hauptgebiete  zweiter  Stufe  [o, Ha] 
angeboren  Dür<,b  diesen  Bruch  weiden  die  Punkte  der  Geraden  U  =  [«o^i]  ^" 
die  Punkte  dei  <  eiaden  F=  [{aa„  -j-  a  )(n«j  +  «'")]  übergeführt,  während  die 
ide  Tt  =  |a  rtj   punktweise  ra  Ruhe  bleibt  (vgl.  Fig.  37). 


Um  den  Punkt  7i  1  est  mmen  m  den  ein  1  elipbigei  Punkt  x  des  Raumes 
übergebt,  lege  m<in  lu  ch  hn  unl  lie  Spuri,eiadt  If  die  Ebene  |  =-  [a^TF], 
welche  die  I  craden  b  und  T  in  dm  Punktin  u  unl  «  ^cbniiden  mag.  Dann  wird 
dein  Punkte  «  duii.h  den  Biuch  q  dei  Punkt  v  zugewiesen  denn  setut  man  noch 
it  =  Uo«o  -|-  U,  «1 ,  so  wild 
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q  =  a  F  u  .  f  I 
da  I  c  ist  dfr  I  nkt  wq  lie„t  lut  eicer  Geraden  die  hiuh  m  ^thf  und  die  <jä 
rade  U— [/  ]  [  (]  schneidet  Bi  legt  abrr  anderere  ts  auf  der  (p 
mden  V  da  diese  der  Geraden  U  Eiigeoid  let  ist  md  ist  somit  wiikln-t  1p 
Punkt  !  Setzt  man  ferner  noch  u  b  +  ll  a  =  v.  ro  dan  i  ■ilso  m  den  ''ohnitt 
punkt  der  Lrtraden  [?  i]  und  TT  da,rsti.Ilt  so  erhalt  min  für  Iic  lu  cli  dpn 
Bru  h  q  Tiawirkte  Abbildung  dei  Fbene  s  die  Dai^tellun^ 

'-'-^  7  " 

wo  tv  eine  'V  leltaehensumme  Ton  a  nd  a  somit  auch  von  und  a  ist 
N-^ch  b  4o0  erfährt  daher  diei^e  Ebene  eine  centrischi'  '^tlielunf,  m  suh  die  den 
Punkt  10  zum  Zielpunkte  und  die  &e  ade  Tf  zur  Spnt^eraden  hat  und  ien  Punkt  i 
in  den  Punkt  o  liberfuhit  Alle  El  nen  s  =  ['■"ff']  m  denen  eine  solche  cen 
trische  Schiebimg  erfolgt  b  Iden  em  EbenenbuGchel  mit  dpr  4xe  If  und  wihiend 
sn,h  die  Sehiebungsebeae  i,  um  die  Äse  dea  Buichel'  dreht  rackt  ihi  Zielpunkt 
der  aus  W  durch  die  veranderliehe  berade  lue]  luegeiehnitten  wird  i  if  dei 
Ueraden  W  fort  Die  EammtliLhen  Zielgeraden  [a.tf]  bilden  daher  en  Imeires 
StraJibystem  in  demjen  gen  Imearen  Komplex  ■welcher  duioh  die  (reraden  L  T 
als  koniugirte  lerade  und  die  Gerade  Tf  als  Komilesgeiide  Ipstimmt  wir!  Mai 
erhalt  da'<  Stialihyeten  a  s  dem  Komplex  veun  man  lus  hm  alle  die  Komplex 
geraden  entnimmt  welche  die  feate  Geiaie  II   achntiden 

Die  aul  diese  Weiae  gekennzeichnete  Abbildung  iea  Eaumc  möge  ah   ( j  id 
schtife  Schiebu  g  bezeichnet  werden 

Es  bleibt  sodann  noch  der  vtert      allßmewere  Fall  au  behandeln    in  dem(13) 
das    ur  Hauptzahl  a  gehmeide  Hauitjebict  zwai  immer  noch  lon    le&tei  Stufe  lat 
der  Biueh  q  aber  1 1  Porm  hat 

,-"+^'  +  -    "+ '—^ 

wo  wiodei 

(3%)  a-  =  S"2  +  ba,     und     rt   ■=!,(,  +  1», 

ist     Ttfci    1  e  PI  Kollineation  bewirkt  der  dmch  Abtoheidung  diis  ersten  Nenners 

unl  /ihlti    henorj,  lunle     Untcrbiuch 


eine  ccnlnsohe  Schiebung  1er  Ebene  \a  a^a]  welche  den  Punkt  a  ium  Ziel- 
punkte und  die  Gerade  [i,  (3]  zui  Spurgeiaden  hat  Von  der  ausserhalb  dieser 
Ebene  erfolgenden  Abbildung  des  Raumes  erhält  man  eine  Voratellung  wenn,  man 
noch  die  Umisandlung  dea  Ebenenbuschels  mit  der  Aie  [1  u^J  in-;  Alge  fas  t 
Diest  Lmwandlung  lä',si  sich  als  eme  Ebe  lenbtlaeJiehcJtitebung'  beze  ebnen  H 
sie  als  Proiektion  der  Schiebung  einer  Punktreihe  betrachtet  werden  kann 
Multipliüirt  man  namlich  die  beiden  ersten  Nenner  und  Zahler  von  q  ausserl  ch 
mit  dem  Piodukte  der  in  Euhe  bleibenden  Punkte  a„  und  tj  so  findet  ma  lass 
die   Ebenen    [a  a^a^']    und    [«,«;«  ]    m  die   Ebenen    oKa  O3]  +  f[ii  ]      nl 

afdiajO,]  übergehen,  durch  welche  die  Punkte  aa„  -f-  f«,  und  aa,  von  der  Ase 
[a^a.,]  ans  projicirt  werden.    Mun  stellt  aber  der  Bruch 
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n     Cent     che  bchieb  ng    1er  P  nktre  he  a  na  h  dem  Z  eli  unkt  d 

folg!   h  ruft  der  Bruch  q  (  gl  die  Eiitw    kelung  auf      452)  m  lern  Eb  nenb      hol 
m  t   le    Ase  [    o  ]  eine  b  h  ebung  herro     wel  he  d      P  oj  kt    n  d  e  e      ent 
chen  Sehiebu  g    n  de    Geraden  [        ]    st    wel  he  alao    n  besonde  e  d  e  bben 
[    Oj     ]  zur    Z  elebeue    hat    D  ese  Bbenenbuachels  b   bung  be  t  mmt  zu  amn  en 
n  t  de    ee  tn  chen  S  h  el  ung  de    Ebene  [  ]  d  e  bet  a  htete  Koll  ne  t  o 

les  Raumee  endeutg  Eer  lunktivese  m  s  h  übe  gehe  le  lunkt  le  u  a 
lual  st  oh  entsprechend  enthalt  die  Verwandtschaft  q  bnge  au  h  no  h  e  n 
be  en  e  se  n  h  ile  gehendes  EbenenbdBchel  de  sen  Aae  d  h  d  e  (.  rad 
\a       J  geb  Idefc  wu  1    nd  alao  den  1  t^e    [a      ]  1  ne    Punkt  e  h       hne  iet   w 

oh  wiede    le  cht  durch  d  e  Methode  d  r  aiisse  en  Erwe  terung  d      B  u  hes  q 
I   we  sen  Usat 
(14  Indem//   ft      und  letzten  Falle      o  l(     u    Ha  pt  ill  a  jJa     ufcHj/ 

I  bf    vo       stf    St  fe    st  läa  t  8  ch  d  r  B  uch  q  auf  d  e  Form  bnngen 

(«)        ,  _  «— +-L  ±mJ^s^jl_  +  i_±J  _ JJ._t!  ^ 

^ll  bewirkt  in  der  Geraden  [u,<i,]  eine  centriache  Funktreihenschiebuug  mit  dem 
Zielpunkte  k^,  in  der  Ebene  [i'iUjia]  eine  Sfcrahlbiischelschiehnng  mit  dem  Scheil-et 
II,  und  dem  Zielstrahl  [(^dj],  und  endlich  im  Eaume  eine  Ebenenbüsche! Schie- 
bung mit  der  Axe  [((ä«s]  und  der  Zielebene  [a^a^a^]. 

Mit  liesen  14  Fwllen  sml  die  Kollineationen  Its  Eaunies  prschopft  wel  ht, 
■^ich  nur  durch  das  l.uftreten  eiufAcher  oder  mehrfachei  Ha,ui  tmahlen  und  die 
Stute  der  zugehörigen  Hauptgebiete  unterscheiden  Es  «t  beachten "werth  da  s 
diese  14  Falle  wekhe  die  Methode  von  hr  S9ti  ungezwungen  crgielt  il  gesehen 
\un  dem  lallt  (10  der  voDstÄndigen  Deekimg  mit  den  13  FäUen  übereinstimmen 
wel  he  Ton  Staudt  m  semen  Bmti  ijei  ui  GiomeUif  ihr  Liji.  (Drittes  Hefl 
Nurnlerg  IS*!«   S  J38  und  ffl  aus  einem  andern  Piincipe  entwickelt  hat*) 

Eine  Veionde  e  Behindling  ifoilern  chlie?  lieh  noch  diejenigen  sjeciellen 
Kolhncationen  lei  denen  der  unendl  ch  ferne  Kugelkiei''  oder  auch  nui  die  unend 
lieh  ftint,  Lbene  eine  lusge zeichnete  Stellung  einnimmt  di*.  hti  st  di  Vei 
wandtsthaften  der  Kongrueni  und  Symmetrie   der  iehnlichkeit  und  Wünitat 

Koftgruei  s  Um  den  i  lU  kongruentei  dais  heisst  duieh  Bewegung  in  em 
andei  überführbaiei  iiumLchei  Systeme  ers  hopfend  behandeln  zu  können  wiri 
es  nöthig  noch  einmal  auf  iie  r'jpiun^bche  Form  (1)  des  Bruches  q  ilio  auf 
die  DarsteUung 

("'  '-;--':  !■ 

/uinckzu^reifcn  Ein  sokhi,i  Brui.h  wiid  du  Bezithuni,  zweiei  Lnngi  lenten 
Systeme  d^rstelkn  wmn  dei  eiste  Nenner  e  und  dei  erste  Zähl  i  b  einfache 
Punkte  sind  und  die  drei  letzten  Hennei  und  Zahl  r  i  ,  ^  an\  b^  b  b, 
7wei  gleichainnige  einfache  Normalsyateme  jt  dreier  Stre  ken  billen  Setzt  min 
dann  wiedei  das  lusaere  Produkt  aller  viei  Henner 

)  Diese  Bemerkung,  verdankf  ich  meintm  Ireunde  II  Wien  r  dem  ich 
leihiupt  ti  r  manche  werth^olle  Anregung  bei  dei  ÄbfasBuog  ditser  Anraerkunf, 
verpflichtet  bin  H   fir'issmann  d  J 
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(42)  K''i'-,«,]-  +  l. 
so  wird  auch  das  entepreohendo  Produkt  der  Zahler 

(43)  [b,l>ib,b,]  =  +  1, 
und  also  auch  der  l'otünzwerth  des  Bruches  q 

(44)  [q']  =  +  li 
fernev  wird 

(45)  [Kb.l'A^lf.f.'!.]- 

Endlich  lasHun  sich  dip  b^  aus  den  c^  durch  Gleichungen  von  der  Form  ableiten 

in  Ipuen  d  r  4bleilzihlen  i„  ^  {L=^l  2  i)  die  Projektionen  dfi  Streike  b  — ■  ', 
auf  lie  Nenncrsti  ecken  tj  und  die  b  ^  («  i(  —  1  2  S)  die  Richtung' coaiou 6  der 
Zahlerstiecki  n  i  gegen  die  Nennecstieeken  Cj  sind  Hieraus  folgt  dann  noch, 
das*;  fli  h  umgekehit  die  Nennerati  ecken  dm  h  dit  Zahkrstiecfeen  Ausdiflcken 
virm  go   1  J  Gleichungen 

(  I  =  l^i  l''i  -+-  6-1''    +  ''1  i^ 

dtrpn  Koefficienten  lus  dtnm  der  diLi  letztpn  <jleii.hungtn  (4C)  Imth  Iränsposi 
tion  heivorgehen 

ITm  die  Doppeleleiuciitt  iki  VerwandtaLhaft  zu  uniitteln,  bprui-ksKbbge 
man  dais  durch  den  Brui,h  n  die  unendlicli  fi.men  Elementt,  (Strecken)  wieder  in 
unendlich  ferne  Elemente  (Strecken)  verwandelt  werden,  dasB  also  die  unendlirh 
lerne  Ebene  kollinear  in  sich  übetgefSbrt  wild  Man  beEtinune  dtther  sunäcbGt 
diejenigen  drei  Doppelelemente  der  Ver» andtachaft  i|,  welche  der  unendhch  fernen 
Ebfme  an,2;ehört,n   da^i  hoisat,  djqLnigen  Stttelen,  die  durch  die  Verwandt-achifl  q 


hoeh'iUn«  n 

m  emtnZihlfiktor  geändert  weiden,  wtlche  also  dtrOlenhung  genügen 

fii|  =  r«    oder    o  =  «(t  ~  q> 

Setrt  maa 

in  cli.s(.r  Gleuhung  «— n,  <,  +  o,!,  +  rt,f,,  so  \ei«  mdelt  sk  huii  in 

0  =  n,  .  .,  (r  -  q)  +  n,  .  e,{i  -  q)  +  a^  -  '^.(^  ~  i) 

oder  in 

-  a,{<ie,  -6,)  +  a,(rf,  -  b^)  +  a^ire^  -  b,) 

daü  heisHt, 

|(rf,  ~6,)(i;<-, -6,)(te3-6,)1  =  0. 

(48) 

y<,L-'  -  y.v'  +  y,x  —  y,  =  0, 

wo  die  Koefficienten  )■„,  y, ,  y^,  y^  iincndlich  ferne  Flächentheilc  darstellen;  denn 

es  wird 

V«  = 

[e,c,c,-\ 

(4S») 

[b,e,e,]+[e,b,e,\-]-[r,  t;b,]  =  (b,^,  ■}-  6,,,  +  &3,3)h''sf.]       f«l- *«] 

U;b,b,]  +  Uhc,b,]  +  [b,b,c,}  -^  (b,^^  4-  I',,,  +  \v:)\'>.bM      [01.47] 

Vs    = 

[bibib,-]. 
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W  g  n  4ft|  ni  n  n  L  r  1  e  sy n  etr  hen  Koeffidenten  gleich  gross,  nämlkh 
y^j  ulj^y  Dvditu'Mi  laJie  noch  die  Gleichung  (48)  mit  dem 
ilüchenthe  1  y  wolu  h  bi  h  n  e  ne  ^  higleichung  vcrwandcH,  imd  stellt 
zugle  ch  d  e  synmietr  s  I  en  61    1  r  z  sammen   so  erhält  man 

X    -  1  —  ''    t(   —  1;  =  0, 
7 
\      ve^en    4  j 

(  0)  _i_|^b      +&      -1-6     \r(i-l)  =  0, 

D  ese   <"  le    hung  l      t:4t    l  e  ^^    r  cl        =1      In    dem   zugeliörigen   Haujitgebiete 
erster  Stufe  se    Oj  eme  St  e  ke  von  der  LA  ge  I;  dann  wird  also  a,n  ^  a„  das 
l  e  a  t    de  fetrecke        w    l  unter  Wahr  ng    hrer  Länge,  ihrer  Richtung  und  ihres 
nnt      n  e  ch  uhe  gefuh  t 

D      be  de     ai  le  n  Wurzeln  de    C  le  cl  u  j,  (50)  ergeben  sich  aus  der  iiacli 
1er  D  T     on  m  t  r  —  1  Terble  benden  Gle  ch  n^ 

X     +Y  +  l-(^b         +1         +il,_^)t^O, 

1      1        i  d         1      1    n 

4-  1^0. 


1  kimn,  für  v 


Im  ersten  Falle  sind  die  Richtungscosinus  6,  ,,  bj  2'  ^s  s  nothwendig  alle 
drei  gleich  +  l,  und  es  fallen  daher  die  drei  Axenrichtungen  des  ersten  Systems 
mit  denen  des  zweiten  zusammen.  Femer  werden  dann  auch  die  beiden  Haupt- 
zahlen r^  und  fj  gleich  -\-  I.    Der  Bruch  q  hat  somit  die  Form 


(5) 

-y' 

1) 

Diese 

ergiebt  die  Wcithe 

(52) 

'-|('M+V. 

+  Kz  '- 

l±)/(b 

i",i~ 

man 

erhält  also,  da  b,  ,  + 

\2  +  ßä 

,3  nicht  i 

;rÖss 

Wcrthe,  wenn  entweder" 

(53) 

\x  +  6 

2,'i  +  &a,a 

^  = 

oder 

(64) 

ft,_,  +  b 

M  +  \^. 

,  < 

(65)  q  -=  - 


wo  die  '^trecken  o  «,  a^  ein  Pinfathes  Noimalsyctem  bilden  Er  IHflst  eme  jede 
Strecke  des  Baumes  nach  Länge,  Richtung  und  Sinn  unverändert  unt  stellt  also 
eine  blosse  Scliiebiinq  di  Bawmei  oder  die  hoUstandige  I)ecku»g  dai  je  na  hdem 
b„  ^  e„  orter  ^=  e„  ist 

Um  den  ^wetten  IBall  liberoehen  zu  können  beni>-rke  man  noi.h  da-is  «ich  in 
den  Hauptzihlen  und  H  luptgebieten  des  Biuchea  q  nichts  andern  kann  wenn 
man  (nach  Nr  380)  als  Nenner  des  Bruches  anstatt  der  drei  Strecken  e,  fj  e 
irgend  em  anderes  gleichsinniges  einlaches  Hormalsystem  einfuhrt  Man  wähle 
nun  statt  ier  Strecke  e^  die  Strecke  a,  die  nach  dfm  Obigen  m  sich  ubergeflihrt 
wird  Dann  wird  der  zugehörige  neue  ZSihier  ebenfalls  gleich  «,  Behalt  man 
laher  fili  he  Ableitzahlen  der  neuen  Zahler  ins  den  iieien  &  nnnn  die  alten 
Bezeichnungen  bei  so  wird  b,  j  ■=  +  1  walirend  b,  md  b,  g  gleich  Null  sind 
Non  ist  aber  dei  kiemate  Werth    den  die  Grossen  \  ^  und  b,  ^   annehmen  kennen 
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gleich  ^  1 ;  bei  der  von  uns  getroifenen  Wahl  des  Systems  der  Neuner  kann 
daher  die  oben  auftretende  Summe  6,  i  -(-  6^  ^  -f-  63  3  überhaupt  nidit  kleiner 
werden  als  —  I,  das  heisst,  in  der  Vergleichung  (54)  hat  nur  das  Gleichheita- 
aeichen  einen  geometrischen  Sinn.  Ihm  gekört  aber  die  DoppelwurzeZ  t^  ==  ts  ^=  —  1 
ZU;  und,  da  diese  nur  eintreten  kann,  wenn  fe^  ^  =  6^  ^  =-  —  1  ist,  wenn  also  die 
zu  den  beiden  letzten  Kennern  gehörenden  Zanlerstrecken  sich  von  ihren  Nenner- 
strecken nur  dem  Sinne  nach  unterscheiden,  so  hat  in  diesem  Falle  der  Bruch  ij 
die  Form 

und  fahrt  eine  jede  Strecke  des  Raumes  in  diejenige  Strecke  über,  welche  hervor- 
geht, wenn  man  das  ganze  System,  dem  sie  angehört,  um  eine  Axe  mit  der  Rich- 
tung a,  eine  halbe  Umdrehung  beschreiben  lässt. 

Mit  diesen  beiden  Fällen  sind  die  Mögliclikeiten,  imter  denen  tj  und  x^  reell 
sein  können,  erschöpft;  in  allen  andern  Fällen  sind  tj  und  x^  konjugirt  Tcomplex. 

Aber  auch  dann  kann  man  die  durch  den  Bruch  q  bewirkte  Umwandlung 
der  Strecken  des  Systems  leicht  übersehen.  Nach  Nv.  161  lässt  sich  nämlich  aus 
dem  einfachen  Normalsysteme  a,,  e^,  fj  das  einfache  Normalsystem  a„  ö,,  i^ 
durch  eine  einzige  circuläre  Aenderung  ableiten,  und  nach  Nr.  158  muss  diese 
circuläre  Aenderung  positiv  sein,  da  nach  Gleichung  (45)  die  kombinatorischen 
Produkte  der  Grössen  beider  Normalsysteme  einander  gleich  sind.  Folglich  be- 
sitzen (nach  Nr.  154)  die  Ausdrücke  für  die  Strecken  b^  und  iij  die  Form 
h,  =  cj  cos  b  -f  (3  sin  b     und     &,  =  e^  cos  b  —  '-^  sin  b, 


Die  Gleichnng  (5a)  geht  also  über  in  r  ^  cos  b  +  i  sin  i)  und  der  Bruch  q  nimmt 
die  Gestalt  an 

(67)  ,  _  '^■'.">  +  '-"'>.'^''~>~"-J5i  . 

Er  bewirkt  eine  Drehung  aller  Strecken  des  Raumes  um  die  Strecke  a,  als  Axe 
und  den  Winkel  b  als  Drehwinkel.  Der  Sinn  dieser  Drehung  stimmt  mit  dem 
des  rechten  Winkels  [_  (Cjej)  überein  oder  nicht,  je  nachdem  der  Drehwinkel  b 
positiv  oder  negativ  ist. 

Dieser  Fall  der  Drehung  um  einen  Winkel  &  umfasst  auch  die  beiden  schon 
im  voraus  behandelten  Fälle  reeller  Hauptzahlen,  welche  sich  aus  ihm  für  b^O 
und  b  =  w  ergeben,  und  es  bewirkt  daher  ü'berhav/pt  jede  kongi'uenfB  TJmwaiidlmng 
eines  rättmUchen  Systems  für  seine  StrecheK  imr  eine  Drehung  um  eine 
gewisse  Axe. 

Um  aber  anch  die  Lagenänderung  der  im  Endlichen  liegenden  Systempunkte 
KU  ermitteln,  wird  es  nöthig,  auch  noch  die  vierte  Hauptzahl  t,,  des  Bruches  q  tm 
bestimmen.  Dazu  hat  man  auf  die  auf  S.  441  entwickelte  biquadratische  Gleichung 
(10)  t«  -  4[(]r>  +  6[inr=  -  4[q']r  +  [fl*]  -=  0 

zurückzugreifen.  Sie  ist  im  Falle  kongruenter  Systeme  eine  reciproke  Gleichung. 
Denn  es  ist  zunächst  (nach  Gl.  44)  [q']  =  1 ;  aber  andererseits  ist  auch  4[n']  =  4[q]. 
In  der  That  wird 

(68)  4[q|  =  4[q.„.i '■,.,]=  K^,'-J'a]  +  ---  +  lf'.e,f,c,l    [Nr.  506,  5041 

=  1^3,3  +  \i  +  61,1  +  '  [Gi'  *^.  *^J' 
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(fifl)  4[i,']  =  4[qV„p,f5r,l  =  \e,b,b,h,]  +  ■■■  +  [b„b,b,r,\     [Nr.  506,  fi04] 

^  j  -j_  6i  I  . )-  bj  ^  +  B3  3        [Gl.  45,  42,  47,  4«]. 
Die  Gloiohung  (10)  nimmt  daher  diu  Form  an 

.'-4|,|t'  +  6[,'].'-4[,]lH.  1-0 

<■  +  ,',  -4Hl(t+    J)+6h"J-» 

(«0)  (t+  l)''-ilt]{t+  l)~2-a\r\- 

Hier   lässt   sich   dann   auch   noch  die  rechte  Seite  durch  [i]]  aiisdriickeni   r^s  wii'd 

n&mlich 

(611  filq'j  =  6|q'f,e,e,e3]  =  \(,e,b,b,]  +  [^„b,eM-\- \e,b,b,e,-\ 

+  [b,b,e,^,\  +  lb,e,b,e,-\  +  [b,e,eM 
-=  2(bj  j  +  h^j  4-  63^3)         (Gl.  47,  46,  45,  42,  43) 
^  2{4[q]  -  1}. 

Man  erhält  somit  fiir  die  röchle  Seite  der  Gleichung  (öOI  den  Wcrth 

2.-eh'i  =  4  -    Sfqj. 

Setzt  man  daher  noch  v  -[-        '^  §,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (60)  in 

g'-4|,qj^^4-.  SUl 
und  ergiebt  also  fiir  ä  die  Wcrthe 


Pur  die  gesuchten  Tier  Wurzeln  der  biquadratiachen  Gleichung  (öO)  bekommt  a 
demnach  die  beiden  f(uadrati sehen  Gleichungen 


(  V  4-  ^    -b 
das  heisat,  die  Gleichungen 


(63) 


Ton  denen  die  zweite  mit  (51)  genau  übereinstimmt  und  wieder  die  alten  Wurzel- 
werthe  r,  und  tj  ergiebt.  Die  erste  Gleichung  liefert  neben  der  achon  oben  ge- 
fundenen Wurael  tj  =  1  auch  für  die  vierte  Wurzel  den  Werth  1^  ^  l.  Bei  der 
Aufsuchung-  des  zu  der  Doppelwurzel  tj,  =■  t,  =  1  gehörigen  Hauptgebietes  hat 
man  daher  nach  der  Methode  von  Nr.  390  zwei  P&lle  zu  unterscheiden. 

EntioedtT  ergiebt  sich  füi'  diese  Doppelwurael  ein  Bauptgehiet  äweiter  Sbifv, 
indem  ausser  der  Strecke  a,  auch  noch  ein  im  Endlichen  liegender  Punkt  «„  ohne 
Hinzutreten  eines  Zahlfaktors  in  sich  übergeführt  wird.  In  diesem  Falle  bleibt 
dann  die  ganze  Gerade  \a„Ui\  punktweise  in  Ruhe,  und  der  Bruch  q  hat  die  Fonn 
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wo  die  Strecken  a,,  e,,  e^  ein  einfaches  ITormalsystem  bilden.  Der  Bruch  q  be- 
wirkt also  eine  ]>rehung  des  Systeme  um  die  Äxe  [(lo«!]  und  den  Winkel  b. 
Dabei  ist  auch  der  Fall  vollständiger  Deckung  lieider  Systeme  i,füi  b  =  ul  mit 


Oder  aber  das  Wuraelpaar  r^  —  I,  ^^  1  besitzt  nui  em  Hauptgebiet  ei^tei 
Stufe.  Dann  gehört  dieses  Hauptgebiet  nach  b  458  sidier  der  unendlich  feinen 
Ebene  an.  Ist  daier  wieder  a,  eine  Strecke  von  der  LängK  1  m  diesem  (jlehiPtPi 
so  lässt  sich  der  Brach  q  nach  Nr.  390  auf  die  Foiin  bnngnn 

(64)  ,  _  ?.  tlft^.._iL«'  »  p,'mb^Sl^i^<,  "1»  i  . 

El  veischieht  einen  jeden  Punkt  der  Geraden  [((„«i]  «m  die  Strecke  qii,  Jedei 
tmdere  Punkt  des  Baumes  erleidet  aussei  emei  Versi  hiebung  um  dieselbe  Hrt  ckf 
noch  eine  Drehiwig  uni  die  Ase  [h„o,],  deren  Diehwinkel  =■  b  ist  JD«  ganee 
Saum  elf/Art  also  ettii'  Sein aubutiq  um  die  Are  [Oga,^ 

SymmeWte  Aendert  mau  bei  iigend  einem  der  viei  Zählei  des  Kongmeii/ 
hruehes  das  Vorzeichen,  was  ein  Ueberspnngen  seines  Potenzwerthes  [ij']  m  den 
Weith  —  1  zui  Folge  hat,  'lo  tritt  an  die  Stelle  dei  Kongruenz  die  Symmetrie, 
das  heisst,  dei  Bruch  q  stellt  dann  du  Ve) tiandhchaft  meta  behchg  yelei/enei 
symmetnacheT  &j/s('W  dai  In  dei  That,  eisetat  man  znm  Beispiel  den  emfaihen 
Punkt  I),  duich  den  Punkt  c,  =  —  6„,  da«  hei'st,  dutch  einen  Punkt  Tom  (3e 
Wichte  —  1,  lilJet  ttlso  den  Bruch 

f(,5)  q  =  --      ^"    ^''    ^'  , 

wo  die  tj  und   b^  dieselbe  Bedeutung   haben   sollen   «le   biiher,   so  lAsst   sich  die 
durih  dtu  Biueh  q  venuitti'lte  Abbildung  als  Folge  der  bfnien  Vem ■tinltauhaften 
&u,  6,,   6.,  63 

und  "'     "     "     ^ 

-b„,  b„  6,,  6, 
''="     60,    b„  6j,  h 
darstellen.    Denn,  setzt  man  Äq,=i/  und  ^q,=^a,  und  ist  3;  =  j „ c,, -|- .  ■ .  -|-jjf», 
so  wird   y  ^  xtf,  .=  j„ &„-[-..■  -f*  £361    uai 

«  =  2"lä  =''«H<1,  =  —  Eo^o  +  El'*)  +  hh  +&^a  =«1. 
also  wirklieh  icq^q,  —  arq  für  jeden  beliebigen  Punkt  x  des  Raumes,  und  mau 
kann  daher  den  Bruch  q  als  eine  Art  Produkt,  als  „Polgeprodukt"  der  Verwandt- 
schaftsbvüche  q,  nnd  qj  auffassen.  Die  geometi-ische  Bedeutung  der  beiden  Ab- 
hildnngen  n,  und  q,  lasst  sich  leicht  angeben.  Denn  der  Bi-uch  tf,  stellt  nach 
dem  Obigen  eine  beliebige  Bewegung  des  Eanmes  dar  und  verwandelt  das  System 
der  einfadmi  Punkte  le  =  e^  +  Ei  «i  +  Ej  «j  +  Ea  ^3  i"  ^^  kongmente  aber  beliebig 
gelegene  System  der  einfachen  Punkte  y  =  «qj.  Um  die  Bedeutung  der  Abbil- 
dung q,  zu  finden,  bezeichne  man  noch  die  von  dem  Punkte  b^  nach  dein  Punkte  y 
gezogene  Sti'ecke  mit  v,  setze  also  y  -^  b^  -\-  V.  Dann  wird  die  Stiecke  v  als 
Vielfacliensuuime  der  drei  letzten  Nenner  durch  die  Verwandtschaft  q,  nicht  ge- 
ändei't,  der  Punkt  1/  also  übergeführt  in  den  Punkt 

s  =  yH,  ™  —  b^  +  v  —  -'  (6„  —  V), 
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las  heilst  m  denjenigen  PunLf  dpn  man  eihtlt  wpmi  man  de  Luiih  iil„  ubei 
6,  hinaui  um  bich  'jelbat  \eilangeit  Da  ganae  Sjatem  dei  Punkte  ;  eri-iiii-t 
also  bei  dei  Multiplikation  mit  n,  eine  "Spiegelung  am  Punkte  f„  iml  veiwandelt 
^i(,h  somit  in  ein  zu  sicii  selbst  und  zu  dem  Systeme  dei  x  ymmetrisclies  System 
Duich  eine  ganz  willkürliche  Bewegung  ij,  und  eme  darauf  filgende  Punkt 
Spiegelung  ij,  läsat  sich  nun  abei  jedes  raumlicke  System  in  em  symmetiisehi'^ 
System  von  gana  beliebiger  Lage  ubpifuhren  und  der  ßiucli  fl  ■=  H  q  iit  somit 
wuklich  der  analytische  Ausdruck  fili  die  Verwindt-^chaft  zweiei  belielig  gi- 
IpgeiiPr  7U  finander  symmetiivchei  Systeme 

lefti  hchlett  Eisetzt  nian  teinei  m  dpm  Kr ngiuenzl  lu  he  ■Hl  den  e  nti  hcM 
Punkt  t  durch  den  kongiu  iitpn  Pi  iikt  voi  Ülw  lM  m  U  liebst  I  ci  dPn 
Punkt  c„  —  m&     wo 

Sb  m  num  %  1 

ist,  bildet  also  den  Bruch 

so  hat  man  den  Ausdruck  für  die  Verwandtschaft,  zweier  ähnlicher  Systeme  von 
beliebigev  Lage.  Um  dies  ku  zeigen,  stelle  man  die  Abbildung  n  als  Folge  der 
beiden  Verwandtschaften 


""  h,  b„  6j,  öo 
dar,  so  dass  wieder  q  ^  i),  i(j  wird.  Dabei  ist  die  erste  Verw  indt8(,haft  ij,  wieder 
eine  Bewegung  allgemeinster  Art  und  führt  das  System  dei  einfachen  Punkte  x 
ilber  111  das  hystera  der  einfachen  Punkte  y  =  xtfi-  Die  Veiwandtaohaft  ij,  hin- 
gegen verwandelt  jeden  einfachen  Punkt  in  einen  in-fachen  Punkt  Hsst  aber 
wiedei  die  Sttecken  e  unverändert.  Den  einfachen  Punkt  y  =-  fc„  +  u  eisetzt  sie 
il  lieh  den  111  fachen  Punkt 

^^^khel  auf  der  Geiaden  [6,^]  so  gelegen  ist  dass  sich  sein  Abstand  vom  Pimkte 
;  zum  Abt-tande  des  Punktes  w  von  demselben  Punkte  wie  I  zn  tu  veihllt  Du 
System  dei  Punkte  und  j  sind  also  zu  emandei  ähnlich  und  aht  lieh  gelegpti 
haben  den  Punkt  h^  zmn  Aehnliühkeitsp  inkt  und  das  Orbssenveihältniss  1  m 
das  heisst  die  Abbildung  H,  ist  eine  perf^i-tite  AtliiiltchleitatTdi  sfutmitioii  (eine 
f^tteckuiQ  )  mit  dem  Mittelpunkte  ^o  und  dem  Maassstabe  1     nt 

Die  Verwandtschdft  q  ^  q^q,  welche  die  Punkte  %  diiekt  in  die  Punkte  ' 
verwandelt  erweist  sich  somit  als  die  Polge  einer  ganz  beliebigen  Bewegung 
und  einer  Perspektiven  AehiilichkeitHtranbformation  und  ist  albo  dit  aüge<innni,li- 
Bextehu  i)  sweta  ahnhclter  ii/sitfli«  von  hehebigei  Lagt 

Die  Frage  nach  den  Doppelelementen  beider  Systeme  erfordeit  noch  eme 
besondeie  Untei^uchung  Füi  die  drei  Hauptgebiete  dei  unendlich  fernen  Ebene 
fiedich  kann  sich  in  den  Ergebnissen  für  kongruente  Systeme  nichts  Andern    da 

•  Pur  die»^  loim  des  Brnchca  q  gilt  dam  fieihth  n  Ut  nel  le  (  le 
i,hung  {7;  denn  es  wnd  [n  ]  -=  rti  icch  ist  d  e-.e  l  Dim  f  ii  d;  Deut  in^  ki  dui  h 
den  Biuch  bewirkttn  AI  I  iHung  geeignetei. 
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dVa       tugnlD      d     Lmwandl     gd             db  h  t 

G  bli    de    Ib 

K  n    b  n     nd     m  u      lialt     1      w    d      f       1       1        1       u 

nll    1    f   -n       m  n 

ugeli        den  Ha  rt    W  n   de  W    the        =1      nd       }  = 

b±       n  b     la 

l       st      1        Z  hl  n                 m          h       -tt     th            Un    d 

te   Hauptaahl 

hud  n     nii            n       f  da     Cle    h     g  (10          fl  kg  h  n      D  e 

Ol      l  ung      t  j  t  t 

nht        h           pklnD           ttm        nlfl      iiung 

8j       9)    (  i      1       IJ 

1           f    1       P     kt  (     d      1    d  n  tn  fa  1  n  Punkt  n  h 

h  It 

4[1]   =1      +b     +e      +in  =  6-Mn 

4H  ]  =  1  +  (b,,i  4-  \i  +  6j,,)m  -  1  +  6m 

•M'J  - 


,  +  6^3  +  63^  +  m(b, 


,  +  6.,,)  - 


dazu  t 


[q'l-m. 

Die  Gleichung  (10)  yei'wandelt  siol:  daher  in 

(GS)  r*  -  (b  +  m)i;'  +  6(>  +  m)x'  -  (1  +  fiin)v  +  m  =  0. 

Diese  Gleichung  aber  besitzt,  wie  man  sofort  sieht,  die  Wurzel  x^  ^  ni;  denn 
Knbstituivt  man  diesen  Werth,  so  heben  sich  die  Glieder  auf  ihrer  linken  Seite 
paarweise  fort.  Wegen  (66)  ist  aber  diese  Wnrzel  i^  =-  m  von  den  drei  andern 
Wurzeln,  deren  numerischer  Werth  ^=  1  war,  sicher  verschieden,  und  die  Abbil- 
dung q  besitzt  daher  auch  bestimmt  ein  im  Endlicten  liegeudes  Hauptgebiet 
erster  Stufe,  das  heisst,  einen  im  Bndlichen  liegenden  Doppelpunkt  a„ ,  der  durch 
den  Bruch  q  in  sein  m-faohes  verwandelt  wird.  Der  Bruch  q  lässt  sich  also  auf 
die  Form  bringen 
(6,)  ,  _  !^g,i._0!!iJL+AJ^  ..,».b-.j.j . 

Sie  zeigt,  dass  die  Äehnlichkeit  q  als  Folqf  nne) 
[a^a^"]  und  ewfi  Stteekang  vom  Mittelpunktü 
Setzt  man  nämlich  noch 


hlossen  Drehung  um  dit 
ip    aus  aufgefasat  werden  I 


(71) 


1i-  - 


,  fij  cosb  +  e,  sinb, 


so  wird  q^  =  qjq,  wo  wirklich  q^  eine  Drehung  um  die  Axe  [«„«i]  und  q^  eine 
pevapektive  Aebnlichkeitstransfonuation  (eine  Streckung)  mit  dem  Mittelpunkte  a„ 
darstellt.    Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

Jede  AehnlieMieitstraiisfoi~matiOii,  die  sidi  nicht  auf  eine  blosse  Kongruenz  oder 
Symmetrie  redticirt  (vgl.  die  Ungleichung  66)  besitzt  einen  im  Endlichen  liegenden 
Pitnkt  und  eine  durch  ihn  ge}iende  Axe,  welclie  bei  der  Abbildung  in  Buhe  lleiben. 

Man  nennt  jenen  Punkt  und  diese  Äse  den  SituationspunU  und  die  Sifuations- 
axe  der  ahnUchen  Bäume.  Auf  der  Situationsase  verändern  alle  Punkte  ihre  Lage 
mit  Ausnahme  des  Situationspunktes  und  des  unendlich  fernen  Punktes,  Jeder 
der  beiden  ähnlichen  Bäume  lässt  sich  durch  eine  Drehung  um  die  Situationaase 
in  eine  zum  andern  Eanme  Perspektive  Lage  überfähren. 

Afßnilät.  Ist  wieder  der  ei'ste  Nenner  f„  und  der  erste  Zähler  b^  des  Bruches  q 
ein  im  Endliehen   liegender  Punkt  und   sind   seine   drei  letzten   Nenner   ?,,  e^,  e^ 
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und  seine  drei  lefcaten  Z^er  6,,  Öj,  \  beh^btgt  unPiidluh  fruip  Puiil>te  dit 
heisat,  bebebige  Stieckeii,  so  wnst  da  Siuch 

h>  &i.  ö,,  6, 

w»»»T  rtocfc  yedem  wne»dl%ch  ferwn  PwiiJi'  des  «neu  £^3(«iis  eineii  wicntötc/i  /hijtn. 
PuHilf  im  aiwiej-jj  ^m,  aber  im  aUgemeiueii  nicht  mehi  einpm  NormAUystein  der 
Stceckfui  des  einen  em  Normahv-item  Ton  Strecken  des  andern,  und  die  Verwandt 
Schaft  wird  am  Affinität  Ddbei  kann  mAn  dann  wieder  ubei  die  Gewichte  der 
Punkte  «0  und  h^,  und  liber  die  Längen  der  strecken  f„  e,,  ij,  6i,  6j,  6j  so  vei 
tagen,  Ai^t,  die  (Jleichungen  (5;,  (6)  und  (7)  erfüllt  weiden,  das»  nKo  m»  Besoiideii 

^['»    .        „ 

Zwei  be»ondeie  Aiten  der  Affi.nität,  die  zu  der  aOgemeinen  AffinitW  m  dei 
selben  Beziehung  iteheii  wie  die  KjngruenK  und  Symmetrie  zur  Aehnbchkeit ,  er 
geben  sich  noch,  wenn  man  die  Getrtehfe  de)  Piudfe  e,,  und  h„  ghuh  gioss,  irahlt 
Dann  wiid  nbeikaupt  jedem  Punkte  des  ersten  Systems  em  Punkt  von  gleichem 
Gewicht  im  zweiten  Systeme  zugewiesen  namentlich  also  einem  emfaclien  Punkte 
wiedei  ein  einfacher  Punkt  BeMtzt  dann  noch  uuebeidem  da  BiueJi  q  den  Pntev 
werth  In*]  =  -f-  1 ,  ist  also 

so  entspiiLht  einem  ]eden  duTLh.  Tier  einfache  Punkte  des  ersten  System  1  e 
stimmten  ?pate  em  Sjjat  von  gleichem  Rauminhalt  und  gleichem  Sinn  im  zweiten 
System  Denn  ist  J  die  Determinante  der  Zahlen,  durch  welche  die  yier  em 
fachen  Punkte  w  ,  a,  j/,  -  aus  den  Nennern  e,^,  e,  f  ,  tj  abgeleitet  sind  so  wiid 
(nach  Nr.  63)  das  Produkt 

und,  da  die  entsprechenden  Punkte  m?H,  XU,  y^,  en  des  zweiten  Systems  durcli 
dieselben  Ableitzahlen  aus  den  Zählern  &„,  6^,  \,  b^  hervorgehen,  so  wird  das 
Pi'odukt  aus  den  entsprechenden  Punkten  dieses  Systems 

Wegen  der  ßleichung  (74)  wird  daher 

[m     ei)    vq    eq]  =  [«3-v«] 
ml    \ü   nsseidem   luch  die  Punkte  ?  q  des  zweiten  Systems  emf    helmkte 

sind  so  haben  (nick  Nr  2bd)  die  beiden  duteh  die  Punkte  i  i  y  und  lirtli 
die  Punkte  wq  jq  j/q  »q  bestimmten  Spate  gleichen  Iteuminhiit  und  gleich  n 
Sinn      Die  Verwandtschaft  q  ist  diso  eine  laanfieue  Affiittai 

Ist  dei  PotenEwerth  [q  ]  =  —  l  bleiben  aber  sjnit  be  Bedingungen  dei 
laumtieueii  Affinität  eifdllt  so  entspricht  jedem  Spate  des  eisten  Systems  ein 
Spat  von  gleichem  Raummhfilt  aber  entgegengesetztem  Sinn  im  zweiten  System 
und  die  Afßnitat  wiid  tywmetnselnaumhm*  H   Grassmann  d   J 

Ni    tftl      S   .  7— «03     Es  seien  c  c     die  uispiungh  bei  l-iubeitei  iid 


'2-.- 


1  die  a^^  reelle  Zahlen  bedeuten    aollen.     Setzt  man    dann: 
=  Sy.e,,  ao  erhält  der  Ausdruck  [Qa  ö]  die  Gestalt: 
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i  b 

imme 

riQ< 

#]  = 

■  [Qb\a-]  3. 

3in  soU, 

a. 

(«■i 

„  1^ 

. . . «; 

1    eraetzt 

werden. 

[Oa;&]  = 

■■Zci, 

J^x^j 

die  erste 

Polai-e 

Zu  Wv.  377—390,  3(11. 

und  die  Forderung,  daes  für  beliebige 
kann  daher  dnrcli  die  Gleicliungen  a 
Diese  letzteren  wiederum  sagen  aus, 
von  b  in  Bezug  auf  die  quadratische  Perm:   [t?«!«]  ^  Sa^^x^x.  ist. 

Die  andre  Forderang,  dass  [0«!»]  bei  beliebigem  a  von  Null  verschieden 
sein  soll,  kommt  darauf  hinaus,  daes  die  quadratische  Form  Sa^.x^Xf  für  reelle 
X  nur  dann  verseh-winden  kann,  wenn  alle  x  null  sind,  dass  sie  also  eine  beständig 
positive  oder  eine  beständig  negative  Form  ist.  Diese  Voraussetzung  wird  von 
Grassniann  beim  Beweise  von  Nr.  391  mehrfach  benutzt,  sie  würde  aber,  wie 
sich  nachher  zeigen  wird,  zur  Folge  haben,  dass  die  Hauptzahlen  des  Quotienten  <J 
alle  positiv  oder  alle  negativ  wären,  sie  muss  also,  wenn  man  den  Satz  391  in 
seiner  jetzigen  aligemeinen  Fassung  beibehalten  will,  durch  eine  andere  ersetzt 
werden,  nämlich  dm-cb  die,  dass  die  Seterminoftte  der  quadratischen  Form 
SUfgXfX^  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  der  Potenxiverth  des  Bi-uches  Q, 
von  Null  veraehieden  sei. 

Wir  werden  nachher  zeigen,  wie  sich  der  Beweis  des  Sataes  391  gestaltet, 
wenn  man  die  örassmannsche  Voraussetzung  durch  die  eben  angegebene  ersetzt. 
Vorerst  wollen  wii'  uns  jedoch  klar  machen,  was  eigentlich  der  Sinn  und  der 
Zweck  des  Satzes  ist.  Dabei  nehmen  wir  gleich  an,  dass  der  PotenKwerth.  des 
Bruches  Ö,  das  heisst,  die  Determinante  der  a^.,  von  Null  verschieden  ist. 

Ausser  mit  Q  steht  die  quadratische  Form  Sa^.x^iSj  noch  mit  einem  andern 
Quotienten  in  Beziehung,  nämlich  mit  dem  Quotienten  /',  der  durch  die  Glei- 
chungen ; 


-2...^. 


(« _  1, . . , «) 


dehnirt  st  uud  dessen  Zäiler  von  (  — l'i  ter  Stuf  siid  wihiend  die  Nenner 
wie  bei  Q   von  erster  Stufe  sind 

Dieser  Quotient  i*  hat  eine  einfache  geometiischö  Bede  itung     Deikrn  w  i 
uns  udjnlicb   t  c     n    einem       fach  ausgedehnten  J  uklidiachen  Baume   il« 

auf  e  ninder  senkrechte  ^trecken  von  der  Lange  Eins  lurch  men  P  ikt  0  und 
fassen    wir    dementsprechend    J.  %^    als    lechtwuiMige    Koordinaten    diests 

Räume  auf  mit  0  als  Anfangspunkt  "(o  orinet  J*  jeder  durch  O  gehei  den 
Stiecke  die  (,«  —  1)  tach  aisgedehnte  Ebtne  ^u  die  alle  oujugirten  Duuh 
messer  dieser  Strecke  m  Bezug  auf  die  '^'  Mann  gfaltigkeiten  zweiten  firadei 
Sa^.x^a.,  =■  const   enthält*) 

Die    Beziehung    zwischen    dem    Bruche    P    un  l     lei     qua  Iritaschen    Fom 
Sa^  XyX   ist  von  dei  Wahl  der  Einheiten  f  unabhängig     Es  seien  näm 

lieh  C,  C      I  Crrossen  erster  Stufe    deien  kDml  inat  nt  hes  Produkt  gleich  Eim, 

ist.  also 


*)  Deutet  man  x,,  .  .  .  x^  als  homogene  Koordinaten  in  einem  -B,_i,  so 
führt  F  jeden  Punkt  x,,  .  .  .  x^  über  in  seine  (ii  —  3)-fach  ausgedehnte  Pola.rebene 
in  Bezug  auf  die  Mannigfaltigkeit;  Sa.^,x._,x.  =  0,  dagegen  verwandelt  1}  den 
Punkt  «1,  .  .  .  x^  in  den  Pol  der  ebsn  erwähnten  Ebene  in  Bezug  auf  <lie  Manni^'-- 
faltigkeit:  Ex,'  =  0 . 
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j  die  Determinante  dei'  A,,,  gleich  Eins  ist,  und  e 


endlich  sei  1  das  zu  dem  Systeme  der  Einheiten  c,,  .  .  .  c^  gehörige  Ergiinziings 
zeieheii  (s.  Nr.  IIU).     Dann  ist  iiothwendig: 


oder,  wenn  man  diese  fileichimg  mit  2!A.    c,=  e     inultiplicirt r  A^^^  ^--  e^,_,  also: 
wüi'ilua  durcli  Auflösung  folgt; 
Nun  findet  man  : 


Andrerseits  ist:  a  =  Sx  e^,  =  Sx'c^,  alao:  a;^  =  SX^^ti:^',  demnach  verwandelt 
sich  die  quadratische  Form  Za^^x^Xj,  bei  Einftihrung  der  neuen  Einheiten  t,,  ,  , .  e^^ 
in  eine  Form:   Sa'^^x^x^,  wo 

und  YOr gleicht  m sin  da.mit  den  yorhin  gefundenen  Ausdruck  für  Pc^,  so  ergieljt  sich; 

Diese  Gleichungen  aber  sagen  aus,  daas  die  Beziehung  zwischen  dem  Quotienten  P 
und  der  quadrafascliPn  Form  Sa^^r^x^  hei  Einführung  neuer  Einheiten  erhalten 
bleibt 

Anders  lat  es  mit  der  Beziehung  zwischen  dem  Quotienten  Q  und  unarer 
quadratischen  Form  Wach  der  Definition  von  Q  und  P  ist  nämlich;  \QCy_  —  Fc^ . 
Soll  nun  die  Pezieliung  /wischen  dem  Quotienten  Q  und  der  Form  Sa^^x^x^, 
heim  Uebei^'ang  zu  den  EmliLiten  t,,     .  -  c^  erhalten  bleiben,  so  muss; 

Da  aber  die  Determinante  der  a'^^  nach  Nr.  384  gleich  dem  Potenzwerthe  von  Q 
ist  und  somit  sicher  nicht  verschwindet,  so  können  die  letzten  Gleichungen  nur 
bestehen,  wenn  le^  =  'e,   ist,  mit  andern  Worten  (s.  Kr.  167  und  die  Anmerkung 
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Zu  Sr.  391, 


467 

dazu,  S.  430),  wenn  c  c^  Pin  v ill ständiges  NormaliTatem  Tnm  niimeri-rhen 

Wertlie  Eins  bilden  (dei  was  auf  dasselbe  hmauakomit  wenn  die  Tiantfornn 
tion:  a;„  =  Zl^^as^    crthcgcnal  ist*J  (vgl    die  Ämneikung  /u  %   In^    S   iut 

Hach  diesen  Vorbereitungen  kunnen  wir  jetzt  den  Inhalt  des  Satze*"  311  in 
einer  von  den  Symbolen  der  Ausdehnnngslebre  unabhängigen  Form  luaapiechen 

Zunächst  wird  in  dem  Satze  behauptet  dasa  man  immer  n  Grössen  c,  e 
liestimmen  kann,  diP  in  keiner  Zahlbe Ziehung  stehen  nnl  fui  die  [Oe,,lc,]  =^0  ist 
sobald  K  % ,/.  Denken  wir  uns  nun  was  olmp  Beschränkung  der  AHgememheit 
möglich  ist,  Ci,  .  .  c^  so  gewählt  dass  ilir  koml inatoiisches  Produkt  gleich  Emi 
ist,  so  gilt  für  die  c  die  Gleichung  (*)  und  da  niuli  dem  Früheren  \Oi.^^l' 
und  nach  Nr.  144  [Öc^kj]  =  [CjÜJcJ  ist,  so  wird; 

LOc^'c,]  =  [e,  .  PcJ  =  2<yl<^j  ■  -Tc,]  -  Kr 

Da  aber   die  Aiigdriicke   [Qc^|c]   für  «  ^j   sämmtlich   rei-schwiiideti ,   so   orgiobt 

und  die  quadratische  Form  21a ^.x^x,  ertält  beim  XTebergange  zu  den  Einheiten 
C,,  .  .  .  C„  die  Gestalt:  Ea^^x'^^.  Hier  kann  endlich  von  den  Grössen  a'^^  keine 
verschwinden,  denn  nach.  Nr.  92  ist: 

also  wird; 

VQc,  .Qc,...  OcJ  =  (-  1)"^"-"  [Pc,  , . .  l'c„]  |9ö] 


dieser  Ausdruck  aber  kann  nicht  verscliwinden,  weil  er  den  Potenzwerth  von  Q 
darstellt. 

Wenn  man  daher  c,,  ,  ,  ,  c^  in  der  angegebenen  Weise  bestimmt,  so  Io-.t  man 
im  Grunde  die  Aufgabe,  die  guadraUselie  Fonn  Sa^^x^x^  dwich  eine  leelle  liiiea/ie 
homogene  Sab&titution  von  der  Determinante  Etns  auf  mit  humnte  von  n  Quadraten 
BiMTicfofM/MÄi'ffli**).    Die  Zahl  der  positiven  unter  diesen  it  Quadraten  ist  dabei 


*)  Man  kann  das  auch  so  ausdrucken  Der  (Juotient  Q  ist  eme  aimultine 
Kovariante  der  beiden  quadratischen  Formen  X  =  Ea^^Xj^a.^  und  &  =  £u,  , 
unter  den  x  und  m  kontragrediente  Veränderliche  vei  standen  In  dei  Thf  t 
wenn  man  die  x  als  Punkt-  und  die  m  als  Ebenenkoordmaien  auffiist,  ao  sttlH 
die  Kovariante 

gleich  Null  gesetzt  gerade  die  lineare  homogene  Substitution  dar,  deren  Symbol 
der  Quotient  Q  ist  Man  vgl  Merzu'  Gundelfinger  Vorlesungen  aus  der  ana- 
lytischen Geometrie  der  KenOlschmtto  h  r*iu&j,egeben  von  Dingel  ley  Lejzig 
Teubner,  1895.  S.  70ff 

**)  Der  üebergäng  ?  den  Kcoilinitei  x  ist  i  aturl  el  gleichbe  leuten  1 
damit,  dass  man  die  X)  Manmgtaltigkeiten  Za  ,  c^j,  ^  const  auf  e  n  ^v'"ten 
koiyugirter  Durchmeesti  I  e?ieht  11p  le  4sluk  knjgle  Veien  luf 
S.  359,  Z.  18  f  V.  0 


y  Google 


468  Anmerkungen  zu  Aj. 

gleioli  der  Zahl  der  positiTen  unter  den  n  von  Null  versctiedeiien  reellen  Zahlen: 

In  unserm  Satae  wird  weiter  behauptet,  dase  es  immer  ein  Normalsjatem 
e„  .  .  .  e^  von  der  Art  giebt,  dass  Qe^  "=  p^e^.  ist,  wo  die  p^  reell  und  unter  ilmen 
so  viele  positiv  sind,  -wie  unter  den  Grössen  [0c^jcj  =  u^^.  Wählen  wir,  was 
immer  angeht,  das  Hormalsjatem  e,,  . . .  e^  so,  dass  sein  numerischer  Werth  gleich 
Eins  wird,  so  ergiebt  sich  aus  dem  früher  Gesagten,  dasa  die  quadratische  Form 
Sa^.x^Xj  beim  Uebergang  zu  den  neuen  Einheiten  e,,  . . .  e„  die  Gestalt:  Sg^ce^ 
erhält*).  Demnach  wird  durch  die  Bestimmung  eines  solchen  NormaUystems 
e,,  . . .  e^  im  Grunde  die  Aufgabe  gelöst,  die  quadratische  Foni  Sa^-x^^x.  dwch 
eine  reelle  SubsUtutian,  hei  der  die  Form  2:x^  invariant  bleibt,  das  heisst,  durch 
oi-thogonale  Sabstifwtion  auf  eine  Summe  von  Quadraten  zwüehiuf/lhi'eii.  Man  kann 
aber  auch  sagen,  dasa  hier  die  Aufgabe  gelöst  wird,  die  Hauptaxeji  der  cx>* 
MannigfcdUgkeiten  eweiten  Grades  Sa^.Xj^x,  =  conat.  des  R^  zu  besHmmmi, 
zugleich  ist  hiermit  der  bekannte  Satz  bewiesen,  dasa  die  Gleichung  7i-t«n  Grades, 
von  der  die  Bestimmung  dieser  Hauptasen  abhängt,  lauter  reelle  Wurzeln  hat. 
(Vgl.  S.  263,  Z.  16 — 18  V.  o.,  wo  hinter  „aweiter  Ordnung"  eigentlich  noch  ein- 
geschaltet werden  sollte:  „mit  Mittelpunkt".) 

Die  Thatsache  endlich,  dass  unter  den  $_.,  den  Hauptzahlen  des  Quotienten  Q, 
genau  BD  viele  positive  vorkommen,  wie  unter  den  Grössen  [QCj,|Cj,]  =  n^j,,  ist 
offenbar  gleichbedeutend  mit  dem  Sylvesterschen  Trägheitsgesetze  der  guadrati- 
scheel  Fwnieti  (s.  S.  268,  Z.  13  f.  v.  o.).  Dieses  Trägheitsgesetz  aber  kann  man 
bekanntlich  benutzen,  um  zu  ermitteln,  wie  viele  reelle  Wurzeln  einer  Gleichung 
zwischen  zwei  gegebenen  Gränzen  liegen  (s.  Hermite,  Comptes  Rendus  Bd.  36, 
B.  294  (lg53)),  und  damit  ist  zugleich  der  Zusammenhang  mit  dem  gturmschen 
Satze  klargestellt  (s.  S.  263,  Z.  14  f.  v.  o.). 

Es  bleibt  uns  jetzt  noch  zu  zeigen,  wie  sich  der  Beweis  von  Nr.  391  ge- 
staltet, wenn  man  die  Voraussetzung,  dass  [Oa|«]  für  jedes  beliebige  a  von  Null 
verschieden  sei,  durch  die  andere  ersetzt,  dass  der  Potenzwerth  von  Q,  also  die 
Determinante  der  a^,,  nicht  verschwinden  soll. 

Wir  suchen  zunächst  n  Grössen  Cj,  .  .  .  c„,  die  in  keiner  Zahlbeziehung  stehen, 
und  für  die  [!?e^|c,]  =-  0  ist,  sobald  «  ^  j.  Giebt  es  n  solche  Grösse»,  so  sind 
nach  dem  Früheren  die  n  Ausdrücke  [O^^lc,]  alle  von  Null  verschieden,  wir 
müssen  deshalb  bei  dei'  Wahl  der  c^  von  vornherein  darauf  achten,  dass  diese 
Bedingung  erfüllt  wird. 

Wir  wollen  annehmen,  wir  hätten  schon  m  Grössen  Cj,  . . .  c„^  gefunden,  die 
in  keiner  Zahlbeziehung  stehen  und  die  den  Gleichimgen  [Qc^  |cj  =  0  für  fi  ^  r 
genügen,  während  alle  [Qc  c  ]  ^0  sind.  Wir  behaupten,  dass  dann  immer  eine 
nicht  aus  c„  . . .  c,^  ableitbare  Grösse  e^,i  ^  bestimmt  werden  kann,  die  den»; 
Gleichungen:  [Qc  [e^t^]  ^  0  (fi  =■  1,  . . .  m)  und  also  auch  den  m  Gleichungen: 
[0c„^  ,  j,c  ]  —  0  genügt,  -während  [Oc^,, j,ile^j,i]  ^0  ist. 

Um  unsre  Behauptung  zu  beweisen,  setzen  wir:  Qc^^J:  (jt  =  1,  . . .  m), 
dann  stehen  sicher  auch  k,,  . .  .  h^  in  keiner  Zahlbeziehung,  weil  sonst  der  Poteun- 
werth   von  Q  nicht  von  Null  verschieden   sein  könnte,     Nunmeliv  bestimmen  wir 


*)  Setzt  man  a  =  Zx^e^,  so  wird  [ya,«]  ^  Eq^x^^,  ein  Ausdruck,  der  i 
dann,  wenn  die  p^,  alle  positiv  oder  alle  negativ  sind,  für  jedes  beliebige  a  i 
Null  verschieden  ausföUt.    Hiei'durch  bestätigt  sich  das  auf  S.  465  Gesagte. 
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Zu  Nr.  391,  469 

—       f  öseen  e  ster  St  fr    ö     i  J>      n     da       ie  in  keiner  Zahlbeziehung 

stehen    nd  li  e  Gle  ch  mgen 

[1     !    ^j]  =  0    (    =  1  ,^l...'n-m) 

e  f  llen  Na  h  l^r  1  ä  md  159  st  la  mmer  inoghch,  denn  wir  brauchen  nur 
lern.  1  eb    te  von  ?  ä  ^     gend  e  n  Nonnal  ystem  k,',  ■  ■ .  k^  von  m-ter  Stufe 

1  z  nehmen  und  d  eses  z  e  nein  voIlBtaudigen  l\o  maleysteme:  ft,',  . . .  k^,  ^bi  +  i  ' 
b    au  erifinzeii   dann  sin  1  (      ,  &    (jrüs  e    von  der  verlangten  Beschaffen- 

h   t   und   sogar   z      a  nauder  no  mal     Zw  a  heu  c      ■  ■  c^^  und  dea  gefundenen 

C  OS  en  ö^  I  6^  kann  keine  Zal  Ibez  ebung 

>■»  +      +-,.',  +  ?,+  >++      +ß.K~<>, 

\    t  >        sonst  müsste  naml  ch 

sein  für  !■  =  1 ,  , . .  t»,  es  müsaten  aläo  y,,  .  ■  .  y,„  verschwinden  und  zwischen 
^m+i'  ■  ■  ■  ^11  ^'1^™  ßi^ö  Zahlbeziebung  herrschen,  was  nicht  der  Fall  ist.  Ferner 
kann  die  Gleichung  [f3i>|6]  ^  0  nicht  für  jede  Grösse:  b  =  ■2'1„,_|. -Ö^^ij  erfüllt 
sein,  sonst  wilre  nämlich; 

für  alle  Werthe  der  l„_i.r  damit  aber  aui-h  [0&,„j., | &„,+_;]  =  <•  für  i!,ji=l,  .. 
n  —  !!i  es  l^are  also  jede  der  bros'en  Qb ^.^  zu  allen  Grössen  ö,^  i  j,  ...  6^ 
normdl  und  hieraus  wurde  nach  Nr  loi  folgen,  dass  alle  06,,,^^  dem  Gebiete 
der  Grossen  J,  i     oder  wa-,  dassLlbe  ist,  dem  Gebiete  der  Grössen  k,,  ■  ■  ■  k]^ 

an  geborten; 


QK+J  - ^ '^„i^j^ 


woraus  wiederum,  folgte,  dass  der  Potenawerth  von  Q  null  wäre  Wn  können 
daher  c^_^^  =  2;X^^_^_jbgi^j  immer  so  wählen,  dass  [Qe^_^j\c,^^,]  ^0  wird,  und 
es  wird  dann  e^,^  mit  c,,  -  - .  c^,  in  keiner  Zahlbeziehung  stehen  und  ausseidem 
die  Gleichungen:  [Qc^, 'c,„_|.,]  =  [Qc^+i'^^J  =  0  für  u  —  1,  .      m  erfüllen 

Damit  ist  unsre  Behauptung  bewiesen.  Da  nun  die  vorhin  gemarkte  An 
nähme  für  w.  ^  1  sicher  zulässig  ist,  weil  man  c^  stets  so  wlhlen  kann  d-^si 
[gc,  c,]  ^0  wird,  so  ist  damit  offenbar  gezeigt,  dass  es  immer  mögbch  ut 
n  Grössen  e,,  . . .  c  von  der  verlangten  Beachaffenheit  zu  bestimmen  Wii  denken 
uns  das  ausgeführt  und  denken  uns  überdies  der  Einlachheit  wegen  c  c^  «t 

gewählt,  dass  ihr  kombinatorisches  Produkt  gleich  Eins  ist.  Setzen  wir  dann  wie 
früher*);  [Qc.jcJ  =-  a,',,  so  ist  der  Potenzwei-th  unsera  Bruches  Q  gleich  dem 
Produkte:   «j,  . .  .  a^„. 

Durch  das  Vorstehende  sind  die  Entwickelungen  auf  8.  258  Z  4  v  o  b  •- 
S,  259,  Z.  5  T.  o.  ersetzt.  Der  Best  des  Grassmannschen  Beweises  brauiht  nicht 
geändert  zu  werden  und  bietet  nur  noch  an,  zwei  Stellen  zu  Bemerkungen  Anla^s 

•)  Grassmann  setzt  auf  S,  259,  Z,  6  v,  o,  [Qe^  c^]  =  a  benutzt  aber 
nachher,  auf  S.  261  f.  denselben  Buchstaben  k^  in  ganz  andrer  Bedeutung 
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470  Anmerkungen,  kii  A^. 

S.  361,  Z.  2 — 10  V.  o.  Hier  fehlt  noch  der  Nachweis,  dass  sich  auch  die 
Gleichung  a:'-\-y''^l  immer  hefriedigen  lässt,  daaa  also  y  nicht  gleich  i  werden 
Icann.  Um  das  noch  zu  zeigen,  heachte  man,  daes  für  y  ^  i  entweder  (r  +  r')- 
oder  (r  —  «■'}-  gleich  Null  werden  muss,  oder,  da  r  und  r'  reell  sind,  entweder 
r  +  r'  oder  r  —  r'  gleich  Nnll.  Das  ist  aber  unmöglich,  denn  jede  der  Gfrösaen 
)■  nnd  ]■'  ist  ans  einer  der  Grössen  c„  . .  .  c^^  durch  Multiplikation  mit  einer  reellen 
Zahl  entstanden  und  zwischen  c^,  . . .  c„  besteht  eicher  keine  Zahlbeziehung. 

S.  202,  Z.  2f.  y.  o.:  „Da  es  nnn  ein  Minimum  . .  .  geben  muss".  Die  Grössen 
(i,,  ...  a„  haben  nach  nnsrer  Bezeichnung;  [Qc.^' c.^^  =  a'^^  die  Werthe; 

lemnidi  i\iid  das  Pif  lukt  <i,  o.     ihiei  numeriiL-li  n  TVerthe  gleich  dein  Pio 

dnkte  der  numen^then  Werte  Ton  e  e^  dmdirt  dun-h  )/+  «j,         tt^      wo 

dis  Zeichen  untei  der  Wuizel  so  zu  wthlen  ist  daes  die  Wurzel  reell  wiid  und 
die  Wuizel  leibst  positiv  zu  nehmen  ist  S"un  ahei  ist  (Tgl  die  Anmerkung  zu 
]\i   195  b  432  t)  das  Produkt  der  numerischen  Werthe  von  c,  c^  sichei  nicht 

kleiner  ah  der  numerische  Werth  des  Produktes  [Cj  c  ]  der  gleich  Ems  ist 
andrerseits  ist  das  Piodukt  a^^  «  gleich  dem  Potenzwerthe  von  Q  hat  also 
immer  den  elhen  Zahlenweith  demnach  gieht  es  für  den  Werth  det.  Produktes 
H  a     eine  unteie  trränze    die  durch  den  Potenz'ftertk  von  Q  bestimmt  ist 

Kr  899,  Anm  "i  ,69  Z  10—12  v  o  In  diesem  Sinne  stellt  also  dei 
letztgenannte  Kreis  jenes  Gebiet  das  heisst  dis  aus  Kreisen  erzeugbare  Gebiet 
hitter  Stute  dai  E  Muller  macht  in  seiner  Abhandlung  Die  Kugelgeometne 
nich  den  Prmcipien  der  Grassmannschen  Ausdehnungslehre  (Monatshefte  für 
Mathematik  und  Physik  Jahigang  8  und  4  1892  und  1893)  darauf  aufmerk'iam 
dass  es  zweckmässiger  ist  den  Orthogonalkreia  dieier  kiPise  alt  dai  ^u  dem  G< 
iinte  jei  a  Eteise  eiijunzende  Geltet  aufzufa  sen 

Ni  41)1—404.  &  270-274  Man  vgl  hierzu  die  Dai'itellm  g  in  4  ^  lo4fi 
diese  Ausg  I  1    S  2)9fl 

Ni  406j  Anm  S  27(>  Dei  Begnli  dei  sjnc^l  Iiacheu  Veinandtscliift  lon 
kreiden  ist  deshalb  beachten  ■werth  weil  er  von  Graasmann  auf  Grund  eines 
lilgememen  Ui-bertragung  principes  dutgestellt  wird  Dagegen  ist  seine  praktis(,he 
Bedeutung  geimg  weil  beim  Uebeigang  von  emem  Vereine  von  Kiei«en  zu  einem 
BjnojkhaLh  vorviandten  Veieme  im  illgLnieinen  I  etuhrendf  Kreise  nicht  iMeder 
in  beruhiende  Kieise  übergehen 

Ni  409,  Anm  S  37<t  Z  13—14  v  o  Heatautagp  ist  lur  diese  Verwandt 
Schaft  der  Name    Tianstormation  duich  leupioke  Eadien    eingebui^ert 

Ni  420.  b  284  Dieie  Benennungen  &md  nicht  sehr  glücklich  gewählt 
statt  f{g)  Terachwindet  mit  g  wuide  man  beasPr  «agen  f{q)  wild  mit  q  un 
Lodli  h  klein 

Nr  454  b  äO  Nach  dieser  Erkliruna  ist  /wir  jede  achte  Reihe  unl  edingt 
konvergent   nicht  abei  umgekehrt  jede  unbedingt  konveigente  Reihe  icht 

Nr  460  "^  30b  Man  vcrmii't  hipr  den  Nachweis  das6  jede  Potenaieihe 
solange  sie  1*ht  iht  eine  stetige  Funktion  ihres  Ai^umente?  ist')  und  dass  die 
gliedweise  difierenturte  Reihe  wirklich  der  Diffeiential  [uotient  der  Eeihe  ist     Es 

')  In  der  Anmerkung  zu  Nr.  -HJl  S.  üOS,  Z.  IJ^ll  t.  o,  setzt  Grassmann  das 
als  selbstTorständlicb  voraus. 
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Zu  Kf,  391.  390.  401      Mi    iOh    400    4^0    1  li    4(il>    iü'J,  470.  483.  4S6,  495,  500.   471 

kann  nicM  unsro  Aufgabi,  sein  diese  und  ähnliche  Lücken  in  der  GrasBinann- 
sclien  Begrimdung  der  DifferentialrPühnung  und  Funktionentheorie  ausaufüllen, 
doch  mag  erwähnt  werden,  dass  sich  un  Nachlasse  Grasamanna  Beweise  für  die 
erwähnten  beiden  Sätze  finden,  dass  also  Giassmann  selbst  die  Nothwendig- 
keit  eines  Beweises  dafiir  empfunden  hat 

Nr.  462.  S  309,  Z  12  t  u  Hiei  hätte  bemerkt  werden  müssen,  dass  diu 
linke  Seite  auch  tur  ein  imendliihe«  n  null  blpiht,  weil  nämlich 

lim  «(0  — ])  =  ajii 
ist. 

Kr.  470.  S.  331,  Z.  11—9  v.  u.  Ersetzt  man  nämlich  y  durch  y  -\-  XiT,  wo 
X,  eine  beliebige  Grösse  erster  Stnfe  und  t  eine  beliebige  Zahl  ist,  so  erkennt 
man  sofort,  dass  auch 

ist,  lind  durch  Portsetaung  dieses  Verfahrens  erhält  man  schliesslich : 

worauf  sich  Nr.  357  unmittelbar  anwenden  lässt. 

Nr.  488.  S.  327.  Ist  x  eine  aus  m  >  1  Einheiten  ableitbare  extensive  Grösse, 
so  hat  das  Integral  von  f{x)dx  an  nnd  für  sich  keinen  bestimmten  Sinn,  sondern 
es  mnss  noch  der  Integration s weg  vorgeschrieben  werden.  Von  Grassmann  wird 
hier  der  Integrationsweg  so  gewählt,  dass  er,  wenn  man  a:,,  ■  ■ .  x^  als  rechtwink- 
lige Koordinaten  eines  S^  deutet,  mit  der  Geraden  vom  Koordinatenanfange  nach 
dem  Pnnkte  x  zusammenfällt.  Auf  diese  Weise  bekommt  d~'f(x)dx  einen  be- 
stimmten Werth,  der  wegen;  (  =  yx-  und  e  ^  x  ■.  yx-  wieder  als  eine  Funktion 
von  X  allein  dargestellt  werden  kann.  —  Die  Forderung  der  allseitigen  Integrirbar- 
keit  des  Differentials  f{x)dx  ist  gleichbedeutend  mit  der  Pordeiimg,  dass  der 
Werth  des  Integrals  von  f(x)dx  nar  von  dem  Anfangs-  und  dem  Endpunkte, 
nicht  aber  von  der  Gestalt  des  Integrationsweges  abhänge. 

Nr.  485.    S.  328,  Z.  20  v.  u.    Hier  wird  im  Original  ausser  auf  Nr,  433  auch 

auf  Nr.  431c  verwiesen,  ein  Citat,  das  gar  nicht  passt,  denn  der  Ausdruck  -j-  ist 

kein  Löckenausdruck,  in  dessen  Lücke  eine  Grösse  eintreten  soll,  sondern  er  soll 
gerade  umgekehrt  andeuten,  dass  a  in  die  Lücke  l  eintreten  soll.  Man  muas 
(iaher  vielmehr  so  schliessen;  Weil  a  konstant  ist,  so  ist  es  gleichgültig,  ob  es 
vor  oder  na«h  der  Difierentiation  in  die  Lficke  1  eintritt, 

Nr.  495.  S.  338.  Der  Beweis  dieses  Satzes  hat  sich  im  Nachlasse  vorgefun- 
den, er  ist  aber  zn  lang  und  der  ganze  Satz  von  zu  geringer  praktischer  Bedeu- 
tung, als  dass  es  sich  verlohnte,  diesen  Beweis  mitzutheilen. 

Nr.  50O,  Anm,  S,  342.  Der  äusserst  fruchtbare  Gedanke,  die  Integration 
einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  einer  unbekannten  Funk- 
tion auf  das  allgemeinere  Problem  der  Integration  einer  Gleichung  von  der  Form; 

n  -2,  {x„  . . .  xjdx,  -\ 1-  X,^{x.,  . . .  x^)dx^  —  0 

zurückzuführen,  findet  sich  zuerst  in  der  berühmten  Abhandlung  von  Pi'aff: 
„Methodus  generalis,  aequationes  differentiarum  partialium  .  .  .  primi  ordinis,  inter 
quotcumque  variabiles  complete  integrandi",  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie 
1814 — 15,  S.  76 — 136,  Es  ist  daher  jetzt  allgemein  üblich  eine  solche  Gleichung  (*) 
als  eine  Pfaffsche  Gleichung  zu  bezeichnen.  —  Die  beiden  im  Texte  angeführten 


y  Google 


472  Anmeldungen  7U  A.. 

Abhandlungen  von  Tt  oU  lidbea  folgende  Titel  ,  U  ber  d  e  Pfdft  Ech  Methode 
eine  gewöhnliche  lineare  DiffeientiaJgleichung  zwi  hen  2  Var  abeln  durch  e  u 
System  ron  «  Gleichungen  zu  mtegriren  und  Lieher  d  e  Eeduct  on  de  Integra 
tion  der  paibellen  Ditferentialgleichungen   erstei   Ordn     g  auf   1  e  Integ    tion 

eines  einzigen.  Systeme»  gewöhnlicher  Differentnlgle  hung  n  '^  e  s  nd  m  den 
Jahren  1827  und  1S37  erschienen 

Ni    501,    4.nm   1     S   J44    Z   jJ  v   u   bis  34o    Z  le  kt    na  h  d 

gegebene     partielle     Difterentialgleichung     zweitei     U   Inu  h         a  f    1    t 

t  =  F{x,  y,  z,  p,  q,  r,  s),  so  hat  man  zu  setzen 

u  =  e,x  +  e^y  +  e,^  +  e^iJ  +  e  q  +  e^r  +  e,s, 

U  =U[e}-sWe]-Fil\e] 
[  =e  t    +e  l    +e  L 
l     h  It      t  d  e  e  We   e  1  e  ble   h  n" 


t  eten    oll 

Nr  50^     &  3i5   Z   14  T  u     In    0   f,    ale     telt  li  e    blo  a      wo 
konstant  sind     es  kann  aber  be  nem  Zwe  fei  unte  1  eg  n    la      b  ch  G  as  mann 
die   C    als    cltk  rlcle  Ko  ita  te     gedacht  hat      In    lem   nachfolgen  len  Bewe  be 
[f,   S   345    Z   9—3  ¥   ü  j   setzt  e     niml    h  ofFenba    70  aue      i  sb   1  e  l"  le    hungen 
^  ^  e    e  nen   nteg     enden  Vere  n  darstellen   welche  Werthe  auch 

1  e  Konstanten   c  c     hai  en  n  3ge         on  t  ko  nte   er  nicht   schl  essen      las 

der  Ausdnck  Xlx     le     sc!   gle   h  Null  w  rd    aohald  min       yon  den  D  ffe  e 
f  alen  dv     lurel    de       —  w  uhr  gen  aus  Irü  kt 

Nr  508  S  346  f  D  eaer  batz  st  m  de  AUgeme  nhe  t  v^  e  e  he  du 
^eep  ochen  w  d  cht  cht  g  In  der  That  1  etet  gle  h  1er  Anfang  des  Be 
ceises  (S  äi     Z  12—15  t  o )  A  las    zur  Ent  k 

Aus  Nr  50  tolgt  naml  ch  blo  s  da  \  /  =.  0  unter  1er  Vord,uBsetzung 
on  ^  03  n  ht  1  1  u  en  V  re  n  o  <m  flle  ehungen  mtegiirt  weiden 
kann  der  wllkilche  Kon  tanten  enthalt  und  lach  dtei  Xwsta  ten  / 
!  bba  st  Dagegen  ist  es  sehr  gut  denkba  la  s  eui  mteg  ender  Ve  ein  on 
<;  (.  le  cl  ungen  to  1  dnde  st  aus  dem  a  h  e  r  e  vun  w  llkürl  chen  Kon 
tanten  f  e  e  Gle  hung  able  ten  lässt  D  eser  Fall  t  itt  zum  Be  sp  el  e  n  wenn 
n  len  Auslrucke    XU^X  dix.  +       +  X  da.     d  e  Funkt  onen  X  \   „ 

i  r  %    =0  sammtl  ch  ver    h  v  nden     wahrend  T^  f  r  a,    »-  0  nicht  i  lent  cl 
null     1  d     denn    lann     at  a>  0    augeusche  nl  ch  e  ne  Integralgle  ch  ng   von 

Yrfi  =  0 

Ma  kann  n  clt  sagen  dass  G  a  sman  überhaupt  nicht  an  d  e  M  gli  I 
ke  t  des  A  ftretens  le  artiger  ntegnrender  Te  e  ne  ge  lacht  hat  de  n  n  N  dOS 
1  en  erkt  er  ja  au  d  Ickhch    dass    (7=0  t     =  D  e  n  ntegn  en  le    'V  e  e  n 

st  es  war  ihm  also  keine  wegs  entgangen  la  s  man  unter  Urast.  n  ien  durcl 
Nullsetzpn  aller  Koeffic  enten  des  betrachtetpn  D  fferent  alausd  u  k  nen  nt 
gl  renlen  Vere  n  hält  Er  hat  abe  ni  ht  bea  htet  da  s  man  auf  diese  We  se 
auch  unte  der  Nr  503  ^e  achten  "^  o  auasetz  ng  zuwe  len  nteg  rende  Ver 
1  rie  chunge     finlen  k  nn    und  zw  r  1  egt 
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das  wohl  hinptsächlicli  in  einem  andern  Umstände  den  e  iLeiselien  Int  m 
dem  Umstände  namlich  dass  ein  mtegniender  \eiem  verloieD  gehen  kinn  i\  nn 
man  die  lorgelegte  f.lpichung  \i).  =  <i  durch   liö  Gleichung 

J  du  +       +r    u  =*> 

ei^etzt  De  p  Muj,lichl  eit  liegt  iher  jedenfill  1  nn  v  wenn  emzdne  dei 
Lrt&sen     «,  "■„     t  f      fur    alle  Wertlis^'itLme  j,        die    lern,   be 

trpffenden  integrtrende»  Vereine  geniigen   unendlich  giosse  Wertha  annehmci 

Der  eben  erwähnte  von  Graesmann  übersehene  Umstand  ha,t  zui  Folge 
dabB  dei  Bewei''  von  Ni  503  belhot  dann  nicht  ganz  einwandfrei  ist  wenn  man 
die  etwa  vorhandenen  mtegnrenden  \  ereme  die  weniger  ils  n  ¥0n  ein.indei  uu 
abhängige  Gleichungen  eithilten  ganz  Tcn  der  Betrachtung  ausachhe'sst  I'jfc 
nämlich     (    =^  (i  j    =  0    em  integniender   Verem   mit    n   unabhängigen 

Glen-huugen     o  kann  man  immer  uut.li  nicht  'nis  en   ob  die  Funktionen  u  u 

fili  die  Werthsyiteme     j  a      die  den  Gleichungen     u   =^  0  t    =  0  ge 

nugen  endlich  bleiben  und  es  ist  diher  keineswegs  sichei  das«  tich  das  Glei 
chnngeniTstem    i    =  0  t    ==  0  duich  einen  Verein  von  Gleichungen  awischen 

«I  11^  und  m  —  n  von  den  v  eisetzen  lä^et  wie  das  auf  N  S47  Z  17—13  t  u 
angenommen  wird 

Im  Grunde  ist  dabei  dei  Giaaemannsche  Beweis  nui  dinn  nniiöndblr 
nenn  man    ich  von  Tornherem  auf   mtegiirende  Veieine   von  der  Form     s,  =  e 

I     ==c,   beschrankt     wd   c,  t      willkürliche   Konstanten   sind      \endirt 

maJi  d  e  Betrachtungen  auf  <*  347  Z  II  v  «  bis  b  3*8  Z  20  v  u  in  diesem 
''inup  ab  so  werden  sie  Tollstftndig  streng  imd  zeigen  dass  sich  jeder  integnrende 
^  erem  von  der  angegebenen  Foim  auf  di»  Gestalt  b  s  347  bringen  Iksst  wo  » 
eine  dei  Zahlen  12  n  i=t  und  wo  die  willkuthchen  Konstanten  c  i.     nui 

in   den  Funktionen   qi,  ip^   auftietcn      Man  kann  dmn   noch   bemerken     dass 

die  Gleichungen  b  emei  mtegnrenden  Veiein  daistellen  wekhe  Funktionen  man 
anch  ftii  q>  y    setzen  mdg  und  dass  auch  der  Fall  i  =  0  einen  mtegnrenden 

Verein  liefert 

Trotz  diesei  Ausstellungen  die  wir  an  dem  tiatze  oOä  und  seinem  Beweise 
haben  machen  mus^jen  bleiVt  de  ^atz  und  aem  Beweis  doch  immer  noch  be 
ichtenswerth  Eistens  bedeutet  der  Satz  sichei  einen  gewissen  Fortsehntt  gegen 
über  dem  was  Tacobi  m  dei  auf  S  S48  Z  14  y  n  angetuhrten  Abhandlunj, 
Ausgespiochen  hatte  obgleich  natürlich  Gr*iS'<mannB  Behauptung  dihS  es 
Ausser  den  Gleichungsveremen  (b)  keinen  1  eiem  mtegnrender  Gleichungen  gebe 
emer  Einschiänkung  bedarf  Zweitens  xber  i  t  es  bemerkensweith  dass  duich 
den  Beweis  von  Ni  lOi  imphcite  eine  Aufgabe  gelost  wiid  die  si.Äter  in  den 
l  ntersuchungen  von  Lie  über  partielle  Diffeientialgleichungen  und  Benihrmgs 
transformitionen  ils  Hulfsproblem  eine  gewisse  Rolle  spielt  e  ist  das  du 
Aufgabe  alle  Vereine  von  höchstens  n  Gleichungen  zniscben  den  3»  unabhängig  n 
Veränderlichen  u,  v     U  U^  zu  bestimmen  vermöge  deren  die  Gleichung 

l\  d«,  +  +  U^du^  =  0  integrirf  wird  Die  Betrachtungen  m  Ni  503  zeigen 
m  der  That  dass  ein  derartiger  mtegrirender  Veiein  m  ndestens  n  Gleichungen 
enthält  und  dass  er  wenn  er  gerade  n  Gleiehungen  enthTJt  die  Ftrm  b)  erhalten 
kann  wo  i  eine  der  Zahlen  Ol  «ist  Lie  hat  bei  veischie  denen  belOoen 
heiten  hierauf  aufmerksam  gemacht  s  Aichiv  for  Mathematik  og  Natuwidenskab 
Bd  2  S  341  Kristiania  1877  und  Abh  d  Ges  d  Wias  au  Leijzig  math  ihjs 
Klasse   Bd  SIV  Nr  \n  S     39  (i88S)    An  der  letztem  Stelle  eiwdhnt  Lie  aich 
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„daea  Grassmanns  Beweis  nnrichtig  uncl  sein  Satz  nicht  allgemein  gültig  ist"; 
inwiefern  das  der  Fall  ist,  haben  wir  soeben  gesehen. 

Nr.  504.  S,  340  f.  Hat  i  gerade  n  Lücken  und  wird  es  nach  AusfüOmig 
dieser  Lücken  eine  Zahlgi-össe,  so  kann  man  den  Ausdruck;  [ia,  .  , .  u^J  folgender- 
massea  schreiben; 

Hier    hat    man    hir  nich    und    ndch    alle    \  ertausohungen    der    Zahlen 

1,  3,  ...  w  zu  setzen  und  dis  Pluh  idei  Minuszeichen  au  wählen,  je  nachdem  die 
betreffende  Vertansijiung  geiide  oder  mgeride  at  endlich  bedeutet  q:(i,,  . . .  i^) 
die  Zahlgröis  die  n  an  eihalt  wenn  man  die  Glos  en  a,  ,  a  ,  .  .  .  a^  der  Reihe 
nach  in  die  eiste    zweite  n  te  Lücke  \on  L  eintreten  lässt,  es  ist  also  (vgl. 

485,  Anm,,  &  328 1 1 

X«,^a,^.,.</,_  =  9,(*,,,..g. 

Ist  L  insbesondere  ein  Produkt  von  n  AusdiTicken  mit  je  einer  Lücke,  die  naeh 
Aiiafüllung  ihrer  Lücken  sämmtlich  Zahlgrössen  werden,  so  hat  die  Funktion  <p 
die  Form: 

•pd,,  .  .  .  i„)  —  rpi'h^  •■  ■  f«{Q 
und  der  Äuadriick  [Lii,  ...  (i„]  wird  eine  gewöhnliche  Determinante,  die  aller- 
dings durch  n\  diTtdirt  ist. 

Das  Grassmannsehe  Symbol  [£«,  . . .  a  ~\  ist  denmact  eine  Verallgemei- 
nerung des  Determinamtenbegriffs  und  zwar  in  der  Hanptsacbe  eben  die  Verall- 
gemeinerung, Ton  der  Cayley  schon  1843  bei  seiner  Untersuchung  über  das 
Jacobische")  Sjmbol  (1,  2,  ... ,  2«)  ausgegangen  war  (s.  die  kurze  Abhandlung: 
„Sur  les  d^terminants  gauches",  Grelles  Journal  Bd.  38,  S.  93—96  nnd  The  col- 
leeted  mathematical  papers  of  Cajley,  Bd.  I,  S.  410—413). 

Nr.  älO.  S.  354.  Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  nicht  ganz  befriedigend,  weil 
keine  Rücksicht  auf  den  Zahlfaktor  genommen  ist,  der  nach  Nr.  504  bei  der 
Entwickelnng  jedes  bezüglichen  Lückenpro dnktes  hinzugefügt  werden  muss.  Wir 
wollen  daher  den  Beweis  des  Satzes  510  etwas  ausführlicher  entivickeln. 

Es  seien  a^,  . .,  a^^  Grössen  erster  Stufe  und  es  seien  A^  und  A^^  (k  ^r) 
solche  Produkte  von  je  2n  —  1  und  2»  —  2  dieser  Grössen,  dass 

ist;  sollte  das  Produkt  \a,a^  ...  o^  J  ^  0  sein,  so  hat  man  sich  Ä^  nnd  J.^,,  so 
gebildet  zu  denken,  dass  jedes  der  beiden  Produkte:  [a^-i,]  und  [(!„«,. 4^,.]  aus 
dem  Produkte:  [«i  «j  ...  a^^]  durch  eine  gerade  Anzahl  von  Vertäu  schlingen  je 
zweier  der  Grössen:  «,,  a^,  ...  a^„  entsteht 

Bei  diesen  Festsetzungen  ist  nach  Nr,  504: 

(1)  [Ca,  .  .  .  „^  J  =  _^.^^  2'(C''-'^,.  -  Ca,.a,)\C''~' A^,.\. 

wo  Ca-a^   bedeutet,  dass  «,  in  die  erste   und  a^  in  die  zweite  Lücke  von  C  ein- 

•)  Caylej  hat  später  für  dieses  Symbol  die  Bezeichnung:  „Pfaffian"  ein- 
geführt; wir  werden  von  dieser  Bezeichnung  keinen  Gebrauch  machen,  da  wir  mit 
Lie  der  Ansicht  sind,  dass  der  Name  „Pfaffscher  Ausdruck"  unbedingt  für  die 
Ausdrücke  von  der  Form  SX^,dx^  aufgespart  werden  muss. 
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treten  soll,  und  wo  im  Zähler  der  Faktor  n  hinzugefügt  ist,  weil  n,  nach  und 
nach  in  jede  der  beiden  Lücken  jedes  der  n  Faktoren  Ton  C  eintret«a  «luss  und 
weil  infolgedessen  hei  der  Entwickelung  des  Ausdrucks  {C"  a,  ...  «j  „]  jedes  Glied 
«-mal  vorkommt.    Wegen 

I  (c«,«, -(-■■■,«,)-  [c«.«,] 

folgt  nun  aus  (1)  sofort: 

(2)  [C-a,...a„]-^J--j^.[Ca,aJlC'-'Ä,J. 
Andrerseits  ist  aber  nach  Nr.  504; 

WO  der  Faktor  von   a^,  eine  Zahlgrösse  ist,  folglich  wird; 

(3)  [Ca.lC-U,]]  =  ^^^^\^-^^[C<i,a;\\ü''~'Ä^,]  . 

Damit  ist  die  erste  der  Gleichungen  Ton  N"r.  510  bewiesen.  Die  zweite  crgiebt 
sich,  wenn  man  noch  die  unmittelbar  einleuchtenden  Gleichungen: 

hinzuniniint. 

Wir  knüpfen  hieran  gleich  noch  einige  Auseinandersetzungen  über  das 
Bechnen  mit  dem  Symbole  [Ca,  ...  «a,,].  Wir  hoffen  dadurch  das  Veretändniss 
der  Nummern,  in  denen  das  Pfaffsche  Problem  behandelt  wird,  wesentlich  zu 
erleichtern. 

Es  seien  jetzt  e,,  . . .  e^^  lauter  verschiedene  Einheiten  erst-er  Stufe,  so  dass 
also  das  Produkt:  [e^  ...  e^^]  sicher  ^  0  ist;  ferner  denken  wir  uns  E,^  und  X,  ^ 
in  derselben  Weise  definirt,  wie  vorhin  A    und  A^   .     Dann  ist  nach  (2); 

(4)  [CT"«,  ..,.,j=  ,^^^__^  V[r.  .][r— i£j,,]. 

Da  nun  das  Produkt  [e^^Ej,]  =  E^  eine  ungerade  Anzahl  von  Faktoren  enthalt, 
so  bleibt  es  ungeändcrt,  wtnn  man  seine  Faktoren  eykliscl  virtiuscht  demnxch 
können  wir  die  übrigen  Glieder  d^'r  Summe  luf  1er  rechten  Peit  von  i)  au*;  dem 
Gliede 

lal  rch  ibleiten  las  wir  e  e^,..,e.,^  cjklisch  unter  einander  tertausuhen 
un  1  das  so  olt  v  ederholen  als  wir  noch  nicht  wiedel-  zu  der  msprunglichtn 
E^-ihenfolnC  f,clangen  Entw  kehl  wir  daher  den  Ausdruck  \f''~^E^  ]  m  ikr 
selben  We  se  wie  vorh  n  den  Ausdruck  [C^e,  , . .  e^„]  und  setzen  wii  dieses  Ver 
fahren  fort  so  finden  wir  schliesslich : 

Hier  besteht  die  Summe  rechts  aus  allen  den  Gliedern,  die  man  erhält,  wenn  man 
zuerst  in  dem  hingesohriebenen  Gliede  die   2«  —  1    letzten  Indices  a,  3,  ...  2« 
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gerade  (3«  —  l)-mal  cjklisoli  vei-tauscht,  wenn  man  dann  in  allen  eo  entstellenden 
Ausdrücken  die  2n  —  3  letzten  Indiees  {äw  — 3)-nial  cyklisch  vertauscht,  und 
so  weiter. 

Diese  Voreckrift  stimmt  genau  mit  der  überein,  die  Jacobi  schon  1827  zur 
Bildung  seines  Symbols  (1,  2,  . . .  2k)  gegeben  hat  (Grelles  Journal,  Bd.  2,  S.  390  ff., 
ges.  Werke,  Bd.  i,  S.  27  f.).  Ist  daher  Ce^e^  =  y^y,  «nd  also  nach  der  Jacobi- 
schen Bezeichnung: 

[C<,«J-i&„-r.,)-  j  (•,»), 

a^.csjt—ixaH  — 3)...3.i 

Man  yergleiche  hierzu  die  auf  S.  474  angeführte  Abhandlung  Cayleys,  in  der 
das  Jacobische  Symbol  ganz  ähnlich  abgeleitet  wird,  m  der  Grassmannechen 
Bezeiehnimg  wird  jedoch  Alles  etwas  übei sichtlicher 

Ersetzen  wir  in  der  allgemeinen  Pormet  (21  die  Giosee  a^  durch  e„  und  a, , 

Oj     lurch  die  2»  —  1  Faktoren  von  E^,  so  müssen  wir  auf  der  rechten  Seite 

nd  Ä      dnrcb  e,,  und  E  ,  (p  %  fi)  ersetzen,  denn  ffii  p  ^  a  ist    [e,  E,  ,]  =■  E^ 

nd  also  [e  e  .E^,,,]  =  [ßx-^,,!-    Bedenken  wir  noch,  da^s  L*^^^*;,]  "  "^  '''*'  "i'' 

B  tzen  w     überdies  fest,  dass  E      und  also  nach  Nr.  505  auch  [C'"~^.E|,„1  immer 

den  We  tl    Null  haben  soll,  so  erhalten  wir  die  Formel: 

(7)  [C?"^-^,J  =  ^^-I^[^«:<M['^''~'-^/mJ 


Nun  ist  für  «  ^/i  stets  [e^E  ]  =  0,  demnach  auch  die  linke  Seite  Ton  (7)  nnll, 
während  [e^E^\  =  [e,  ftj  ...  e^,]  ist,  folglich  können  wir  fiir  (7)  schreiben: 

,  je  nachdem   m  %  u  oder  x  =  ji  i 
-E,      dürfen  wir  hierzu   noch   die  l 


wii   f^j    den   Werth   0   oder   1  hat,  je  nachdem    m  %u   oder   x  =  ji  ist.     Wegen: 
[e^ej  '=  .-  [Bj.cJ   und   JB,,,,  =  —  .E,^      dürfen  wir  hierzu   noch   die  Gleichungen; 


fügen. 

Tst  nun  insbesondere   [Ve^  .  .  .  c^,]  %0,   so   sagen  (8)  und  (9)   offenbar  a 
dass  Tnn  den  beiden  Gleichungonsystemen : 


=  2'-. 


-_§[(,'— s,j., 


jedes  die  Auflösung  des  andern  ist.    Man  vergleiche  hiermit  die  Formeln,   die 
sich  ergeben,  wenn  man  die  Gleichimgen  (10)  oder; 
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110) 


iv. 


mit  Hülfe  dps  Tacobischen  Symbols  (1,  2,  ,  2»)  auflost*)  Man  wild  zugeben 
müssen,  dass  die  Bouutzinig  der  Grassmannsoheii  Bezeicbnung  gewisse  Vorzüge 
hat,  sie  liefeit  etwas  kuraere  und  auch  nberaichtlicliere  Formeln 

BeTor  wir  die  Auflösung  (11)  der  öleiehungen  (10)  mit  dei  Auflösung  durrh 
Determinanten  yei^leicben,  wollen  wir  noch  Einiges  emsclialten 

Wenn  man  unter  A  einen  Auadiuek  mit  einer  Liicke  versteht,  der  ndch 
Au&fuUung  diesei  Lücke  duich  eine  Grosse  erstei  &tufe  eine  Z,ihlgio=BP  «iid  so 
kann  man  iitzen    a    ^  At^    und  also  die  UlPiehunxen  (10)  jn  dei  Poun 


,^y,ir,,. 


ergeben 


ich  die  Gh'ichu liger 


(la')  Ae,.=  {Ce^x\    (v^l,  ...,2n). 

Auij  (11)  findet  man  dann; 

(13)     [Ce,  ...e,„-]x^  =  ^Zn^^^l-'^"'"'-^r.1  --=  -  Ht'"" 

da  [e^E^.^l  =  —  [e,E^„]  =  —  K^   ist,  oder: 

(13-)    [CU,...e 


-^eJ^f"-^^^]=  — 2«[^C"- 


Versteht  man  endlich  unter  c  ^  Sq^i 
so  kann  man  die  Gleichungen  (12')  in 


!  beliebige   Oi'ösee   erster  Stufe, 


ba.            E         A            ud                     « 

d  C         Ad 

ei  Li  hen    n      w      der        dss  betde  Ä  sd  il 

ZU                   dn  wn 

h      Im     n  du          Ich    Ch      en       te    Su     me 

ü              a      d      2n  Etnhette 

g  ti         nd    a        det        g    nod 

m            werden     das$  A 

Cb   de          N        ersch    Jen     nd             (d          de 

A    d  tckeA        w 

Ausd  tcke  C                efti   wie»      ist  d  tw   [C 

^iO          w   d  d     G 

chtmg  (12  )dwehden  aus  (13  )  folgenden  T(  erth  vo> 

i  X  eifuXlt,  welche  ause,,  ...  e^^ 

ableitbare  Giosse  auch  e  sein  mag. 

*)  In  der  auf  8.  364  angeführten  Abhandlung  hat  Jacobi  die  Auflösung 
der  Gleichungen  (10')  für  den  Pall  n  =^  2  und  ji  == ''  TollstHndig  angegeben  aber 
ohne  Beweis  Cayley  hat  spStei  (1860)  den  Bewns  f\ir  die  JacobisiJieii  Poi 
mein  geliefert  und  diesen  zugleich  noch  eine  etwis  eleganteie  Foim  gegeben 
(„Demonstration  d'un  th^oreme  de  Jacobi  par  rapport  au  problfeme  de  Pfafi' 
Grelles  Journal  Bd  67  S  37o  Mathematical  papers  Bd  IV  S  3(H  Die  Auadeh 
nung  der  Cayleyschen  Formeln  ^uf  em  beliebiges  n  hat  keine  ''ehwieiigkeit, 
man  findet  sie  bei  Mansion,  Theorie  des  öquations  aus  dönvöes  partielles  du 
Premier  ordre,  Gand  l'*73  8  105f  ,  m  dei  deutschen  Uebersetzung  Berlin  l'<">2 
auf  S.  lOef.  Vgl.  auch  Poisjth  Theory  ot  diffeiential  eiiuations,  pait  I  Cani 
biidge  1890,  S,  95  f,  in  der  dputsdien  Uebeisetzung,  Leipzig  lö9d    *>  105  i 
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Ersetzt  man  hier  A,  C  und  x  durch  —  J.X,  -3—  X  und  äx,  so  erhält 
man  aümmtliche  Ergebniese  von  Nr.  515. 

W&re  [C"e,  ...  e^J  ^0,  verechwänden  aher  alle  Ausdrücke  [^C""'^,,] 
{ii  =  l,  ...  2«),  so  würde  aus  (13)  folgen:  ic,  =  ■  ■  ■  =  «j^  =  0,  was  nach  (12) 
mit  der  Voraus setzumg  in  Widerspruch  steht,  dass  J.^  0  sei.    Also; 

Sata  2  Sind  A  und  C  iMCktmimsdnicke  von  der  m  Satz  1  angegebenen  Be- 
sclKiffenliett, so  zieht  dasVersiAimnd^n  aller  2n  Ausdrücke  [AC^^JS^^  {»"^^l.  ,,.,2»i) 
das  Veisehvnnden  tow  [Ce,  . . .  e^^"]  nach  sich. 

E?  ist  das  der  Satz  Nr.  518  in  einer  etwas  verallgemeinerten  Fassung. 

Ist  endlich  [C e^  ■■-«3J  =  0,  ohne  dass  alle  Ausdrücke  [C"~'E  ]  ver- 
schwinden, so  zeigen  die  Gleichungen  (8)  immov  noch,  dass  die  Gleichungen; 

(14)  O-^tC«,.«,!«. -»     (.-1,...,2..) 

befriedigt  worden,  wenn  man 

<"'  '»■-2T"^^f''"'^'-^'J'-'    ('->.•■■. 2") 

setzt,  unter  den  x^'  beliebige  Zahlgrössen  verstanden  Demnach  wird  x  =  21x^e^ 
die  Gleichung:  [Cca;]  =  0  erfüllen,  welche  aus  f,,  e^^  ableitbare  Grösse  auch 
C  sein  mag.  Ist  nun  A  ein  nicht  vei  ach  wind  endci  Ausdruck  mit  einer  Lücke,  so 
können  wir  jedem  x^  den  Werth  Q.Ae^  erthiilni,  unter  q  eine  beliebige  Zahl- 
grösse  verstanden,  und  erhalten ; 

oder  nach  504: 

(16)  ,  _«s[^C— '.,,...,.], 

was  natürlich  nur  dann  em  branchbarer  Werth  von  x  ist,  wenn  nicht  alle  Aus- 
diucke  IAC~'-E^1  verfcchwinden  Die  «„  genügen  noch  einer  andern  linearen 
homosri-neji  Gleichung,  es  ist  narolichr 

^a,  .  Ae^  ^  Ax  =  e  ^^Ie,,[^lC"'-^.EJ  = 

=  2nQlAA  C'-'-e,   .  .  .  e^J  =  0  |50S,  Ö03]. 

Mit  andern  Worten; 

Satz  3,  Haben  A  und  C  die  in  SaU  1  angegebene  Bedeutung  tmä.  ist 
[C"ei  . .  .egj  =  0,  während  nicht  alte  [€""'£„,]  und  aueh  niclit  alle  [AC'^~^S^~\ 
verschteindenj  so  kann  man  x  d&-art  bestimmen,  dass  es  nicht  bloss  die  Gleichung 
[Ccx\  =  0  erfüllt,  welehe  aus  e,,  . ..  e^^  ableitbare  Grösse  auch  das  c  sein  mag, 
sondern  dass  es  auch  noch  die  Gleichung  Am  =  0  befriedigt;  man  hat  lu  diesem 
Zwecke  mm'  x  den  WertJi  (16)  ^u  m'tlieilen. 

In  Nr.  516   ist   dieses  Ergebniss  für  den  Fall  abgeleitet,  dass  man  A,  C,  x 

d 
durch  X,  -^  X,  Sx  ersetzt. 

Wir  kehren  jetzt  zu  den  Gleichungen  (8)  und  (10)  zurück. 
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Zu  Nr.  r,IO,  Till,  T; 


und  bBzcichnen  wir  die  Deierminante  der  p^,^  mit  zl,  so  folgt  ans  (8) 
Miiltiplikationasatze  der  Deteiminanten: 

TCe,  ...  e^  f "  = ^ 5-  ^  .  Det.  [6'"-^£^    l. 

2^''(2«_1)^" 

Nun  ist  ^  eine  ganze  Punktion  2«-teii  Grades  der  ß^^,  und  [C^i  ... 
ganze  Funktion  M-ten  Grades,  mithin  kann  die  eben  gefundene  Gleichui 
stehen,  wenn  sich  J  von  dem  Quadrate  TOn  [Ce,  ■  ■  ■  e^^]  nur  durch  ei 
faktor  nnteraeheidet.  Da  ^  das  Glied :  ßl^ßl^  ■  -  -  ßl^—t  2„  enthält,  so  fi 
wenn  man  noch  die  Gleichung  (Q)  berücksichtigt,  dasa 

(IT)  [f"«,  ...f,„.p^ 


".[(2ii-l)(2»-3),..3.1]^ 
was  mit  der  zuerst  von  Cayley  bewiesenen  Gleichung;  ii  -^  [1,2, . . . ,  y«)'  übei'- 
einstimmt  (vgl.  Gl    (6)  und  die  auf  S.  474   angeführte  Abhandlung  TOn  Caylej). 
Löst   man   andrerseits   die    Gleichungen  (10)    durch   Determinanten    auf,    so 
erhält  man: 


woraus  durch  Vergleich ung  mit  (11)  und  durch  Benutzung  von  (17)  folgt; 

(18)  ^  ^  alC-'E,..^-]  [C-e,  . . .  e,  J, 

unter  a  eine  Zahl  verstanden*).  Dies  zeigt,  dass  mit  [C"e',  ...  e^J  zugleich  alle 
(2»  —  l)-reihigen  Unterdeterminanten  von  J  verschwinden,  eine  Thatsache,  die 
für  das  Verständniss  des  Satzes  3,  S.  4T8  von  Wichtigkeit  ist. 

Nr.  511.    S.  355.     Es  hätte  hier  bemerkt  werden  sollen,  dass  das  Verfahren 
des  Textes  ohne  Weiteres  auch   die  Bedingung 

liefert,  dass  diese  aber,  wie  aich  später  [in  Nr.  518)  lievaus stellt,  eine  Folge  der 
Gleichung 


Nr.  511,  Anm  S  356,  Z  7f  v.  o.  Ist  nicht  bloss  a;,  aondem  auch  Xda 
eine  extensive  Grösst,  so  ist  die  Gleichung  Xdx  =^  0  gleichbedeutend  mit  einem 
Systeme  von  Pfaffschen  Glei&hungeu: 


V.Y 


*)  Die  nbe;[uemen  jidlilenfaktoien  äif  in  len  (ilHichun^en  li)  und  (18) 
auitreten,  sind  eme  Folge  der  n  N  Wi  getiofienen  Best  mn  mg  wonach  der 
Ausdruck  [C  ^1  e,J  den  Nenner  (2n)  bekommt  F  ioigt  sich  hier,  dass 
diese  Bestimmung  für  mT.nchB  Zwecke  unpraktisch  ist 
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Setzen  wir  nämlich   Zx  e    =  x   und 

SO  kilnnea  wir  ilfis  System  (1)  in  der  Fonn 

(2)  X.iix  =  0,  ....  X^dx  =0 

Nclireiben,  wo  X,  da;,  .  .  . ,   X^dx  Zaidgrosaen  Bind    wenn  wii  dih.'i  no  h 

.,X,  +        +.,Xi_\ 
aetaeii,  so  wird  das  System  (2)  gleichbe deutend  mit  dei  Qlpichung     Aii«  '=  0 

Soll  nun  das  System  (1)  odei  (,2)  auf  ein  System  ^'unicifuhrbai  sein  in  dem 
bloss  «  <  m  Ditferentiale  vorkommen,  so  muia  ea  mtglict  sein  die  Grossen  u 
lind    V.^^   derart  als   Funktionen  von    c  t,     oder    ivis   uif    lasaelbe   hmius 

kommt,  als  Funktionen  Ton  x  'io.  bestimmen    dass 

(3)  X^dx=  V^^du^Jr        +  ^\  <?«,     I>t  =  l         ' 
wird.     Hieraus  aber  ergiebt  sieli: 

und  wenn  man  diese  Gleichungen  nach  dem  Vorbilde  von  Nr.  üll  behandelt, 
erhält  man  als  nothwendige  Bedingungen  für  die  Möglichkeit  jener  Zurüekfühi'ung' 
die  fönenden; 

("  [^;'^?  •v(s^.r-(ä5^.)'*]-«. 

wo  jedes  t  einen  dei  Weithe  u  odei  1  und  jedes  i  einen  der  Weithe  0  1  , 
11  +  1   hit     und  wo  min   f,  t,     i,  i,    a  if  llle   möglit-hen  Weisei    sc    zu 

wählen  hat   dass 

■,  +    +<,+•,+    +1, -»  +  1 

wild  Dac  sind  oflenbai  din  Bedingungen  die  Grassmann  im  Sinne  gehabt  bat; 
möglicherweise  hat  ei  aie  noch  aif  Glei  hungen  fui  die  Gnase  \  illeiii  zurnck- 
gefihit    etwi  dif  die  Gluchungen 

wo  der  Auadruck  in  der  schaifen  Elimmei  ab  ein  algebraisches  Produkt  im 
Sinne  von  Nr.  364— S71  anfaufassen  itt 

Die  Bedingung'igleicbungen  51  deren  Auftreten  biahei  noeh  gai  nicht  be- 
achtet worden  zu  sem  scheint  veidienten  eme  nabele  Unteianchnng  namentlich 
w&re  es  von  Interesse  zu  wissen  ob  an  auch  im  Falle  A  >  1  mcht  bloss  noth- 
wendig,  sondern  auch  hinren-hend  sind 

Nr.  512.  S.  367  £  8—4  t  u  Bei  Jacobi  ist  der  Ausdruck  '  A  ,  2«  +  1) 
/unächat  in  etwas  andeier  Weise  definirt  (vgl   die  Anmerkung  iu  Nr  &1U,  S.  476  f.). 

Nr.  514.  S.  361  Z  llf  v  i  Es  hätte  gleich  hier  gesagt  weiden  sollen,  dass 
im  Falk  ^  =  0  die  Aufgabe  gelöst  ist,  sobald  ea  gelingt,  Sx  so  au  bestimmen, 
dass  es  die  Gleichung: 
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Zu  Nr.  511  Anm,,  513,  5U,  515,  515  Anm.,  51C,  518,  519.  481 

für  jeden  Werth  der  Grösae  c   erfällt  und   ausserdem   auch  noch   die   Gleichung: 
X3x  r=  0.    Dadurch  würde  die  Darstellung  in  Nr,  516  wesentlich  gewonnen  haben, 
Nv.  515.    S.  362,  Z.  13—16  v.  o.    Diese  Zahlgleichungen  lauten: 


L/j 


•2"[/, 


ITntei  len  hiei  gemachten  Voraussetzungen  kann  man  n^ch  Anleitung  t  n  S  47bf 
die  Auflösung  dieser  Gleichungen  sotoit  hin8:,hreiben  ujii  übersieht  ziglei  h 
vollkommnn  wie  die  Auflösung  zu  Stande  komnt  In  dei  Grassmaunsch  n 
Darstellung  dagegen  beruht  Alles  auf  einem  Kunstgriff  der  nui  geeignet  ist  dis 
VerstäüdniBS  zu  eiachweren  Die  Anwendung  dieses  Kunatgrifts  hat  illeidies  den 
Na*htheil  disa  GriiSamann  eist  noch  bosondPia  nachweisen  mues  dam  dei  g 
funlene  Weith  von  öt  wirklich  den  gegebenen  Gleichungen  genügt 

Ni  515,  Anm  S  365  Z  1—13  Man  vgl  die  Änmeikung  zu  Nr  olO  S  479 
DasB  sich  die  in  Nr  616  angewandte  Methode  i  Dn  seihst  laibiete  wirl  man 
kium  zugeben  kdnnei  Dagegen  inuss  man  nlleidmg«  anerkennen  da,ss  die 
Gl assmannsche  'Symbolik  unmittelbar  7i!  den  trgelnissen  y  n  Ni      1     fnhit 

Ni  516  S  i6  f  Man  TetgJeich  lie  Aimeikungei  i  Ni  514  ind  I( 
S   480  f   und  478 

Ni-.  518.    S,  368.    Man  vergleiche  die  Anmerkung  xa  Nr,  ülü,  S.  478,  Satz  2. 

Nv.  51».  8.  371,  Z.  18  v,  o.  Im  Original  steht:  „zwischen  1  und  ^^^  , 
was  offenbar  ein  Drackfehler  ist. 

Nr.  519.  S.  371,  Z.  1  v.  u.  bis  S.  372,  Z.  9  y.  u.  Setzt  man  für  äx  seinen 
Werthr  3x  -=  Ze  Sx^  ein,  ao  erhalten  die  Gleichungen:  G^  =^  (i  die  Form: 


«.-'21 


.  0     (J_l,...»>) 


und  der  hier  bewiesene  Satz  sagt  einfach  aus,  dass  in  der  Matidx,  die  zu  diesen 
m  linearen  homogenen  Gleichungen  gehurt,  alle  (2«i-f  l)-reihigen  Determinanten 
verschwinden,  sobald  die  Gleichung  (b)  erfüllt  ist.  Beim  Beweise  wird  still- 
schwei^iid  die  Voraussetzung  gemacht,  dasa  der  Ausdruck; 

[(Ä -)■-■'..]*« 

ist,  denn  nur  untci  dieser  Voraussetzung  stellt  die  tut  S  372  abgeleitete  Glei- 
chung Ea„G.  '—  *)  eine  Zahlbeziehung  dai,  m  der  G^^  wirklich  vorkommt.  Erst 
nachträglich  (S.  372  Z  2,  1  v  u  und  '^  373  7  12—9  \  u)  macht  Grassmanii 
auf  diese  Voraussetzung  'iufmelks^m 

Nv.  51».    8.  S7-J,  Z    5  T   o      Es  wire  hess.i  ge«esen,  ^.ni    diese  Bedingung 
in  der  Form: 

[x(Az)"-,......J.o 

geschrieben  worden  wäre. 

Nr.  519.  S.  373,  Z.  9-0  v.  u.  Dabei  ist  natürlich  i 
nach  S.  372,  Z.  7—2  v.u.  in  den  Gleichiiugenr  G^  ■---=  U,  .  .  . 
gleich  Null  gesetzt  hat. 
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Kl-.  519.    S.  374,  Z,  3—16  y.  o.    Auch  liier  wird  ^ 


ist;  aelbstversiändlich  ist  dieae  Voraossetzung  keine  Eeschränkiuig  der  Allgemein- 
heit, da  ja,  yon  voniherein  vorausgesetzt  iat,  dass 

nicht  verschwindtt 

Nr  520,  {  Inm  ]  ^  H75  Die  n  Zusatz;  i&t  gemicM  KoideD  um  zu  er 
kläien  warum  Giassn  ann  den  F\ll  wo  i«  =  2«  —  I  ist  gar  nicht  enrcihnt 
Fa  naie  ganz  falsch  au^  der  Niehteiwahnung  dieses  Fallet  zn  feigem  dasB 
Uia^smann  ihn,  auageachloasen  habe  und  es  ist  nicht  recht  veiatdudlich  wie 
Forsyth*]  behaupten  kann  It  s  assumed  implicitlv  that  if  the  oeffiuenti. 
tf  m  ejuitun  satisfy  no  chaiacteristn.  i,ondition  then  the  mimher  of  vanables 
16  evtn  so  that  Grasamann  [ractiLallT  considers  only  the  even  claase«  of  iincon 
ditioned  equationa  Grisamann  sagt  doch  in  Nr  d12  S  356  Z  7  G  v  u 
ausdrücklich  daas  fiir  jii  <;  2w  +  1  ^so  insbeecndwe  tut  »t  =  2»  —  1  gar  keine 
Bedmgungsgleichung  heivortntt,  er  war  sich  also  Yollständig  darüber  klai  dass 
die  &Ie  chung  X  äx,  -\-  +  '^'•„_i'i^2n—\  ~  "  '™^«  durch  Veieine  vcn 
]i  Ijleichiuigen  mtegii-t  we  den  kann,  mag  nun 


gleich  Null  odei  yon  NuU  Teiachieden  sein. 

Ni  502— o27.  S  345—379.  Wii-  wünschen  Grassmaniis  bisher  so  wenig 
beamtete  Unters uchnngen  über  das  Pfaffsche  Problem  inöglichat  auch  solchen 
zugänglich  zu  mai_hen  die  nicht  gewillt  sind,  sich  den  Graasmannschen  Kalkül 
anzueignen  Deshalb  wolleri  wir  jetzt  Tersuchen,  den  Inhalt  der  Nrn.  502—527, 
soweit  ei  sich  auf  das  Pfaff-iohe  Problem  bezieht,  ia  der  Sprache  der  gewöhn- 
lichen Analjsis  darzustellen  Wir  benutzen  dabei  das  J  a  c  o  b  i  sehe  Symbol 
(I    2  n)  und  zwar  m    lei  Weise    wie  das  Cayley  gelehrt  hat     Mit  Hülfe 

die&ea  Symbuls  sind  wir  im  btaiide  alle  hechnungen  und  Ueberlegnngen  Grass- 
manus  durch  vollkommen   lequivalente  zu  ersetzen 

Uebrigens  beabsichtigen  wir  keineswegs  Graaamann  Schritt  für  Sehiitt  zu 


folgen  —  das  wurde  zu  weitläufig  werden  —   wir  wollen  nui   aein 
gang  mrigbehst  volMSndig  wiedeigeben    um  zu  zeigen    was  Giassi 
lieh  geleistet  hat 

Tn  Nr     0'  7oigt  Grastmann  zunichgt    dias    lie  Gleidnng 

en  Gedanken- 
nann  eigent- 

1                                                \  (7j,  +         +  \     U     =0 

lann   mi  nii  dam   duich  einen  Verein  von  n  Gleichungen: 

11                 K   )  =  const.,  ...,u^{x,,...  xj  =  const. 

mtegrii-t  werden  kann,  wenn  der  Ausdruck  SX  dce     auf  die  Form: 

(;i)                         2"  ^>'^^^  =2  ^'■^'■'"  ■  ■  ■  ■''"''*''■■ 

*)  Theory  of  differential  equations,  Pait  I,  Caii]l)ridge  1890,  1 
deutschen  Ueberaetzung  (Leipzig  1893)  auf  S.  92. 
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Zu  Nr,  519,  520  { Anm.  ]  .  —  Das  Pfaffsche  l'roliloui.  483 

mit  nur   *i   Differentialen   zurückführbar  ist*).     Der  Beweis    ist   umnittelliar   ver- 
ständlicli. 

Soll  SX  dx^_    auf  die  Form   (3)   gebracht   werden   könuec,    so   mfisaen   die 
Gleichungen : 


0-X,,       -snSlL  du^       ^  S'u,. 


bestehen.     Um 
Ausdruck : 

'""" 

"  *" 

(») 

2' 

elirainiren,    bildet    Gri 


wo  (^i ,  ...  flu „4,1  irgend  %n  -\-  \  unter  den  Zahlen  1,  i,  m  sind  und  wo  die 
Summe  in  der  Weise  ku  bilden  ist,  daas  man  /i[,  fs„-)-i  ^iif  allö  mdglKhen 
Arten  permutirt  und  jeder  geraden  Permntation  das  Pluszeiilien,  jedei  ungeladen 
das  Minuszeichen  giebt.  Bei  dieser  Bildungsweise  des  Ausdrucks  (G)  fallen  die 
zweiten  Differenfcialqnotienten  der  m^  alle  weg  und  es  bleilit 

'■^ö"         -^       '^■^,    ^»r    ^^,  ^"•«+1    ^^"»4-1 

wo  die  innere  ?  imme  ebenso  zu  bilden  is.t  wie  bei  5)  Da  nun  intei  den  n -\  1 
Indices   v  '',-fi   stets   mindestens   zwei  gleiche  yoikommen     so  yeiachwindet 

die  innere  Summe  identisch  und  es  ergiebt  sich  somit  dass  ille  Ausirucke  ^on 
der  Form  (5)  den  Werth  Null  haben  muBsen  wenn  eine  Glen-hnng  yon  dei 
Form  (3)  bestehen  seil  Natürlich  tritt  diese  Bedingung  nur  dann  m  Kraft  wenn 
m  >  2«  +  1  ist 

Das  ist  der  Inhalt  von  Nr  jll  Die  Ableitung  dei  nithwenligen  Bedingungen 
fili  dis  Beistehen  von  (3)  ist  vollständig  Grassmanns  Eigeithuni  und  entschieden 
hoilnt  beachtend  werth  zumal  sie  sich  auch  auf  Systtme  von  Pfaffachen  Gki 
(.hingen  übertragen  läast  (vgl    die  Anmerkung  zu  Ni    611  Anm    auf  S   47ilf 

In  Nr  612  zeigt  Grissmann  wie  man  die  in  Nr  511  gefundenen  Be 
dingungfigleu-bungen  mit  Hülfe  des  Jacobisuhen  Symbols  (1   "  2«)  schreiben 

kann      Iniin    ri   namhch  mit  Jacobi 

Betat  und  jenes  Symbol**)  benutzt,  bringt  er  die  Gleichung,  die  durch  Nullsetzeii 
des  Auadiucke  (6)  entsteht,  auf  die  Form: 

*)  Ueber  Nr.  503  vgl.  man  die  Anmerkung  auf  S.  472  ff. 
**)    Dieses   Symbol    ist   eine   ganze    Funktion    w-teu  Grades    der   Ausdrücke 
(fi,  m)  und  ist  durch  die  Recnraionsformel; 

(1,  ä,  ...,  2n)  =  2:{1,  2) (3,  4,  ..,,  a») 
deflnirt,  wo  die  Summe  rechts  aus  allen  Ausdnlcken  besteht,  die  man  erhält,  wenn 
mau  in  dem  hingeschriebenen  Ausdrucke  die  Indices  S,  3, ,.  .,Sm  einmal, zweinial, ... 

31' 
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"Ao  jetzt  die  Summe  aus  allen  den  Ansdrückpn  bcetebt,  die  man  aus  iten  hm 
gesthiiobenen  duroli  emmalige,  aweimalige,  .  (2«  +  l;  inalige  cvkliiche  Vpi 
tauschnng  dei  Indices  fi, ,        ,  ftg„  i  j  erhält 

Wir  brauchen  uns  wohl  mit  der  Begründung  dieses  Eignbnisses  nicht  auf 
zuhalten  und  wollen  daher  gleich  einsehalti'n ,  daas  die  Gleichung  (7)  mit  Hülfo 
Pinei  yüh  Cajlej  liPiiuhiendPH  Kunstgriffs *1  m  eini'i  sohl  elegmten  Foim  gL 
schrieben  werden  kmn,  die  uns  nachher  gute  Dienste  leisten  wiid  Set/fn  wii 
iiumlieh  mit  (  a^lsY 

v6  )  (0,  f.)  =  Z„,     (f-,  Ot  =  -X„, 

•ifi  erhdlt  (7|  i!ie  Gestalt 

I'    )  (0,  (1,,  (ti,  ,  f2,_|_l)  =  0, 

Wii  liphren  nach  dieser  kleinen  Abschweifung  zu  Nr.  612  zurück. 

Eigentlifh  hätte  man  alle  Gleichungen  (7)  oder  (7')  zu  bilden,  die  man  er- 
halt, wenn  man  für  (i, ,  ,  f»3,  j_i  u^ond  2«  -j-  1  der  Zahlen  1,  3,  .  . .,  in  setzt. 
Giasamanu  beweist  abei  noch:  dass  anter  der  Vorawssetzttnff:  X,  ^0  diesenigen 
Glnchmigen  i1)  oder  {1  ),  in  üenen  eine  dei  ZaMen  fi, ,  fij, -- .,  ftj^ii  den  WertJi 
iiBS  hat,  das  Be''tehen  aller  Ubngtti  GhteJmngen  nach  sicli  dehen. 

Uebersetzcn  wir  den  Beweis  Giassmanns  in  die  hier  gewälilten  Bezeich- 
nungen, so  kommt  er  einlach  auf  Folgendes  hinaus:     Die  Gleichung; 

(0,  0,  l,ft,^,...,fiä„^.i)  =  0 
ist  eine  Identiät,  da  daa  Jacobische  Symbol  auf  der  linken  Seite  zwei  gleiche 
Indices  enthält.    Entwickelt  man  aber  diese  Gleichung  nach  der  für  das  Jacobische 
Symbol  geltenden  Regel,  so  erhält  man,  da  das  erste  Glied  verschwindet: 

(0,l)(f„p„.,.,p,._|_,,0)+2<».l'.)(l'.  + C„  +  ,,»,1,A,.  ■.,(■.-  ,)-0 

und  diese  Gleichung  ist  gleichbedeiifieud  mit  der  folgenden: 

X-,  (».  (•,,.■■,  H.+i>  -^  '~'>""^'  ■'^.<"''  '■  '"  ■  ■■■  f*— ■■  l'.+  i.  ■  •■.  .«i.+i), 

aus  der  der  ku  beweisende  Satz  unniitf elh  ii  folgt 

[n  Nr.  514  wird  die  Aufgabe  bebandelt    dxi-  CiUiiäiung 
\   Ix   -{-         +  a    (Ja^  =  0 
du  ä  Effufnng  neue    Veranderl  eher  a  f  e  ne  Gleichung  nuriKl  ufuhien,  im  dei 
bhss     och        — 1  Ver    delde     mhon    en     Analytisch   kommt  diese  Aufgabe 
da  a  f  h  n  US     fe     A  sd-ufl    EX    l        J      1    Emfilliiang  iteuet    "i ejimdrilicliei 
I  y   _      faufd      r 

—  1)  nal  cjkl  E  1  Tertau  cht  (Vgl  h  erzu  die  Entwickelung  auf  S.  47S  f.) 
Fe  f  Igt  dann  lei  ht  dass  der  Auad  mck  (p  -  - ,  /*2  J  l>e'  Vertanschung  zweier 
!nd  cea  und  a  oh  t  e  ykh  cl  e  Verta  sehung  aller  2m  Indices  sein  Zeichen 
ve  hselt  und  dass  e  ve  schwrdet  we  n  iwei  der  Tndices  gfcieli  mn\.  Man 
Ti^l    de  a  f  8   4/*  genan  te  Allanil  ng  yo     Oayley, 

•)  Vgl   d  e  auf  S   477  a  „etul   te  Alba    llung  von  Gaylfij. 
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zu  Mngen,  wo  t  nm-  in  dem  Faltoi  N  vwkommt.  Die  ganae  Aufgabe  imii  das 
dabei  benutzte  Verftihren  stammen  to»  Pfaff  *),  der  Inhalt  von  Nr.  514  ist  daher 
im  Weeentlichen  nur  eine  UeberBetzung  Pfaff scher  Gedaaiken  in  Grassmannsche 
Sprache. 

3  wird  gelöst  sein,  wenn  man  die  Gleichungen : 

=  0     (r  =  t ,  .  .  . ,  jii  —  1) 


befriedigt  hat.    Setzt  man  nun 

so  erhalt  man  durch  Verbindung  der  Gieiohungen  (8)  die  folgenden: 

(II)        i    >'X^  =  >'(-5-  "  -^^)~^     (r=1,  ...,m-n, 
jiLi      ^'oy,       ^\dx^        ox^J   et   dy,     ^ 

die  offenbar  identisch  erfüllt  sind,  wenn  man  die  Gleichungen; 

(13)  }.  (ü,  ,«)  ==  2  (^  «)  ^-       (/.  =  !,...  .«) 

befriedigen   kann,  wo  (ji.  k)  und  (0,  k)   die  in  (ri)  und  (6')   iuigegeb.me  Bedimlung 
haben 

Gelingt  ts  nun  umgektlirt,  die  x^  deiait  Als  Funktiontn  *on  (  und  i/  ,  . ,  . 
y^_,  zu  bestimmen  disa  (121  erfüllt  itt  und  dass  X  nicht  veisthwindet,  to  wird 
augennhiinluh 


■    lO, 


^-^v/:  =0 


und  es  bestehen  zugleich   die  Relationen  (,11>      Aus  (13)  und  (111  folgen  d,V>er  bei 
Benutzung  von  (10)  die  Gleichungen  (9),  also  ist  die  Auigabo  gelost 

Sind  andrerseits  die  Gleichungen  (lü)  w  beschaffen,  dass  aus  ihnen  da^ 
Verschwinden  von  l  folgt,  so  imi^s  mdn  diP  -t^  -o  bestimmen  das&  sip  au"ir  den 
Gleichungen : 

auch  noch,  die  Gleichung; 

erfüllen.     Dann  wird  nämlich  auch  (11)  erfüLt  sein,  wenn  man   i  =  0   setzt,  und 
da   die  Gleichung  (lU)  im  Falle   1^0   aussagt,   dass  N    von  t  frei    ist,   so   folgt 

*)  Vgl.  die  auf  S.  *71  angeführte  Abhandlung, 
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aus  (11)  und  (13')  oder  (13)  wiedev  das  Bestehen  ilei'  Gleitliungen  (9)  und  die 
Aufgabe  ist  gelöst*). 

Der  Fall,  dass  m  gerade  ist,  wird  jetzt  in  Nr,  51ö — 517  unter  gewiasen  Vor- 
auGGetzungeii  vollst^dig  erledigt. 

Ist  m  ■=  2n,  so  folg^  aus  (13): 

1^(0,  I)(2,  a,  .  ..,  ft-  1,  ft-f  1,  ..  .,  2«)  = 
=.j!j;(l,«)(2,3,...,,-l,.-fl,,..,2„);;", 

wo  ^  andeutet,  dass  die  Summe  aller  der  Ausdrücke  zu  bilden  ist  die  ms  dim 
liingeschriebonen  durch  ein-,  zwei-,  .  .  ,  (2w  —  l)-nialige  cyklische  ^  ertauschun^c 
der  Indices:  1,  2,  . . ,,  fi  —  1,  ;i  +  1,  ji  +  2,  ....  äw  entstehen.  Die  letzte  Crleichung 
aber  tässt  sieb  schreiben: 

l(0,l,2,...,p-],^  +  l,.-.,ä»)  = 

und  da  hier  rechts  alle  Glieder  verschwinden,  in  denen  x.  ^fi  ist,  so  kommtr 

(H)         1(0,  1,  2,  .  .  . ,  ^  -  1,  ;.  +  1,  ,  , .  .,  2«)  =  (-  1)"(1,  2,  ,  .  .,  3h)  -g^" 

Andrerseits  ist; 

(«,  0,  1,  2,  ...,  2»)==0, 

welche  unter  den  Zahlen  0,  1,  2,  . . .,  2w  man  auch  für  «  setzen  mag,  hieraus  aber 
folgt,  wenn  man  die  linke  Seite  nach  der  Recursionsformel  auf  S.  463  entwickelt. 


(«,  0)  (1,  2,  ..„  2»)  +  2 '"'''''''  + ^'  ■■  ■ 

(16)       I  ^7.  (-  l)"(x,  (i)  (0,  1,  . .  .,  ^  -  1,  f.  +  I,  . 
Sind  daher  nicht  alle  3m  Ausdrücke; 


*)  Dei'  Fall  1  =  0  wird  allerdings  erat  in  Kr.  6lö  berücksichtigt,  doch  ist 
es  besser  ihn  gleich  hier  zu  besprechen.  Noch  zweckniäe Biger  wäre  es  natürlich, 
zu  sagen,  dass  die  Aufgabe  gelöst  ist,  wenn  man  1  und  x,,  .  . .  x^^^  derart  als 
Funktionen  von  J/i,  •  ■  -  y,„_i  "^^  (  bestimmt  hat,  dass  die  Gleichungen; 


mi^)+^'(^^i^)-^-o  (c=o,i,. 


m) 


identisch  erfüllt  sind;  doch  wäre  das  eine  wirkliche  Abweichung  von  dem  Grass- 
mannschen  Gedankengange  und  wir  erwähnen  das  hier  nur,  weil  man  daraus 
erkennt,  dass  die  Cayleyschc  Bezeichnung;  X^^  •=  (0,  ji)  in  der  Natur  der  Sache 
begründet  ist. 
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( !U  (0,  1,        ,  n  —  1,  fi  4-  1,  .        2«)     ((1  =  1  2  nl 

gleich  Kuli  imd  ist  aucli  (1,  B     ,  .,  3»)  ^0    'o  werden  die  Gleichungen  (19)  durch 
die    au»    (Iti    folgenden  "Werthe    der    Diffetentialquotienten    von      i,  .  .  .  x^^   be- 
tnedi£;t,  oline  dasa  X  VPr^ehwindet,  und  zwar  kann  man    wenn  ptwi; 
(17)  lü,  1,  2,  ..      2h  — 1) 

von  Null  verachieden  lat,  3:^^  =  f  eetaen,  und  erhält  dann  I  und  die  Diiferential- 
quotieaten  von  o),,  ■  -  ■  ^2™  — i  '^^'^^  '  ^'^  Funktionen  von  x,,..  ■  3:2^_  j  und  ^j^  =  f 
dargestellt. 

Wenn,  dagegen  zwar  nicht  alle  Ausdrücke  (IB)  verschwinden,  wohl  aber 
(1,  2,  . . .  2t(),  also  wegen  (14)  auch  A  gleich  Null  ist,  so  zeigen  die  Gleichungen 
(15),  dase  (12')  und  (13')  identisch  erfüllt  werden,  wenn  man  setzt; 

Jt|  __  =  p_lj''0    1  fi  —  lii  +  l  ,2)11, 

untei  e  uce  beliebige  Utösee  verstanden  Wenn  dahei  insbesondtit  du  Ausdiutk 
^IT")  von  Null  verschieden  ist,  so  kann  man  wiedei  "Cg,,  ^  t  setzen  und  erbalt  e 
und   die  Differentialquotienten  von   a.,,  4,_i   aacli   t   durch    i,,        ""-a  ,_i 

und  a,j  ^  =  (  ausgedruckt 

Ist  iho  m  =  2n  und  sind  nicht  »lle  ausdrucke  (Itii  gleich  Hüll,  so  erhält 
man  immer  ein  System  von  Gleichungen 

(19)  -^  =  l^(a^,  ..-*^_„f)     (fi  =  l,,..,m-l), 

dis  zutammen  mit  J^  =  t  entweder  die  Gleichungen  (12)  bei  nicht  verschwin- 
dmdem  l  oder  die  Gleichungen  (13')  und  (13')  befriedigt;  tritt  der  letztere  Fall 
<  in   ao  hat  man  1  =°  0  zu  setzen. 

Die  Difteientialgleichungen  (19)  werden  jetzt  integrirt  unter  Zugrundelegung 
der  Anfangibedingnngen*!  J,  —  J/^  ^'"  *^0  (ii^l,  . . .,  m^l).  Berechnet  man 
ferner  N  lus  Gleithung  (101  so  erfüllen  x, ,  j,^  als  Funktionen  von  1/, ,  . . . 
j!  |_j  und  (  die  Gleiehnngen  (9)  und  es  best«ht  daher  eme  Gleichung  von  der 
Form  (8)  Macht  man  endlich  m  (8)  die  Substitution  (  ^^  x^^  =  0,  eo  erkennt 
min  =otoit  da^is  die  Gleich  mg  ZX  dz  =  0  beim  Uebergange  au  den  neuen 
Vi  iindcrlnhen  V|  J/   _„i   '  <iie  Form 

(30)  2^,(,'A,  .  ■ .  y„,_,,  o}'-hh  ^  0 

erhält. 

Graasmann  macht  übrigens  noch  ausdriicklich  darauf  aufmerksam,  dass 
in  dem  Falle,  wo  (1,  2,  . . .,  3«)  und  also  auch  l  verschwindet,  der  Multiplikator  N 
von  t  frei  wird,  dass  also,  sobald  nicht  aUe  Ausdrücke  (16)  null  sind,  die  Glei- 
chung (1, 2, . .  .,2m)  =  0  nothwendig  und  hinreichend  ist,  damit  sich  der  Pf  äff  sehe 


*)  Hierbei  wird  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die  Punktionen  S, ,  .  ,  . 
g^_j  für  t  =  0  endlich  und  stetig  bleiben,  eine  Voraussetzung,  auf  die  übrigene 
Grassmann  selbst  an  einer  späteren  Stelle  (8.  377,  Z.  7fE.  v.  0.)  aufmerksam 
macht.  Auch  ist  zu  bemerken,  dass  Grasamann  in  Nr.  494  das  Vm'handensein 
der  Lösungen,  die  er  hier  benutzt,  nicht  wirklich  bewiesen  hat. 
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Ausdruck  SX   l        d      1    L  nluh  V        d    1   h  ■  -  y„<_i.  *   in 

einen  Ausdruck    brfh       1  d  h—     Vä,dlhe  enthält. 

Der  Inhalt   1      Nu      1  —5  t       m  gr      t       Th    1  e  Erweiterung 

und  VeiTollständ  g  J  1d  h  Gedank  D  J  b  h  tte  hereits  auf 
die  besonderen  Eg       Ift        iCllg  dlm  (12)  aufnierkstim 

gemacht  und  h  tt  h  oi      1        m       dur  h  Emf  1        ([1      Anfangswerthe 

die  neue  Form  (Ol  Pf  ff  h  CI  Inn^  ^\  ?  =0  hne  Integration 
finden  kann  (s.  (_    11    Bd  17    S  15  ß  W    k    ßl  4    S         ft) 

Die  allgem         E  1  1  g  mg  d  N     514    g    t  11t      A  fg  be  (s.  8.  484  f.) 

bereitet  Grass  mNöISldh  d  l=!tb  weist: 

Wmn  all    A    d   ick  1      F 

(21)  (0  p  ^     ^) 

verschtcinden   so  vn-ichtmitden  auch  idh  Ausdrücke  von  der  Form- 

untei-  /i     II  t  gend  «e?  he  der  Zollen    12         in  lei'tanden 

Der  Giisamannsche  Bewei?  diesps  Satzes*)  kommt  auf  die  Bildung  der 
Identität  (IS)  hinaus  m  der  man  nui  n  dardi  n  + 1-  ^"  eisetzen  hat  da  man 
nÄmbeh  in  diesei  Identität  den  Zahlen  k  1   2  2n  +  2  ngend  Vielehe  'Werthc 

aus  der  Eeihe  12  m  prtheilen  kann  und  da  nicht  alle  (Oh  ^  Y,  veischwm 
den,  so  ergiebt  sich  die  Richtigkeit  des  batzes  unmittelbar 

In  Ni  519  zeigt  GiiBsminn  jetzt  iais  u  jedei  Pfattschen  Gk  ijitmq 
XidKi  +  +  X  dj;  =^  0  Ptw  gav  bestimmter  Werth  von  n  jehnrt  derat  da'" 
alle  Amdrucle  t.on  der  Form 

(21)  (>  fi     ft,  l^i  +i) 

lerachtomden   niclit  aber  all    Ausdrücke  lon  der  J'oim 
(-3)  (ü   (i    f  «8   _-i'> 

feind  namlich  alle  iuiiiracke  von  der  Form  (23)  gleiLh  NiU  ';o  t  t&  >w  «Iph 
wie  soeben  gezeigt  worden  ist   auch  alle  Ausdrücke    {f.     m  ft  ^)  und  damit 

raeh  alle  Auadrücke  (21)  indieiseits  hat  fir  2n  +  1  >  m  leder  Au  dmck  von 
der  Form  (21)  suher  den  Werth  Null  weil  ei  dann  zwei  gleiche  ladices  enthalt 
während  dagegii  für  n  =  I  «  chei  nicht  alle  Ausiiucke  ("3)  das  heisst  nicht 
alle  (jrosien   \  X      verschwirden 

Demnach  wi  d   es   zwis  hen   den   C  ibnzen     1  ^  m  ^       (,ni  -|-  1     einen  j,  mz 

I  estimmten  Weith  von  «  geben  ler  die  yeilangten  Eigenischatten  besitzt  Diesen 
Werth  denkt  sich  (Tiassmann  ftti  n  gewählt 

Nun  1  t  die  in  Ur  514  gestellte  Aufgabe  boieits  in  dem  Falle  eiledigt    wo 

M   n'uade  1  id  n  ^  ^   h  ist  (s  Ni  515—517  und  S  48b  t)     Es  bleiben  aho  nir 

le  be  len  Fälle  ot=_«^1  und  »i^"*«.  iibng  Von  diesen  behandelt  Grias 
mann  m  Nr  519  nui  ien  zweiten  und  iwar  mit  gutem  trrmide  denn  m  dpii 
Jaile  )«■=  Sw  —  1  ist  die  gestellte  Aufgabe  leikaupt  nicht  Iiabar  Cia  emann 
erwähnt  dae  zwar  nicht  ausdrücklich    aber  es    intcrliegt  keinem  Zweifel     la^s 

ich  vollständig    laruber  klai  war 

*)  Bei  der  hier  angewandten  BezeichnungsweisC  eischeiat  dieser  '^atz  aU  die 
unmittelbare  Erweiterung  emea  in  Nr  512  bewiesenen  Satzes  (s  S  4»4  Z  14ft  t  o  ) 
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Es   sei   also   im>Hw.     Nach    dem    Früheren   kommt  Alles    ilai'iiuT   an,    die 
Gleichniigen: 

(13)  1(0,  .")=^'J(C,  ")  -gf-    li^=h.-.m) 

zu   bcfnodigen,   um]    wenn   ilas   nur  Lei   verschwintlunclem   J   mögllcli   sein   aollti;, 
ausserdem  noeli  die  (ilcicliung; 

(ir;  ._2(»,..)^- 

Grassmann  zeigt  aber,   dass  sich  diese  Forderung  auf  den  einfacheren  schon 
früher  erledigten  Fall  aurückfühi-en  läast,  wo  m  =  'in  i^t. 

Unter  den.  gemachten  VoraussetKungen  sind  alle  Ansdröckc  yon  der  Form  (ai) 
gleich  Null,    dagegen  nicht  alle  von  der  Form  (23).     Fcmer  wollen  wir   zunächst 
noch  annehmen ,   dass  nicht  alle  Ausdrücke  von  der  Form :   (f i ,  Cs  i  ■  ■  ■  i  fä  ^)  '"^'^- 
schwinden,  und  zwar  möge  etwa 
(34)  (1,2,3,  ....  2«) 

Ton  Null  verschieden  sein.   Dann  lässt  sich,  wie  Grassmann  aeigt,  nachweisen, 
dass  alle  Gleichungen  (12)  eine  Folge  der  2«  ersten  unter  ihnen  sind. 

in  der  That,  setzen  wir  mit  Grassmann: 


,.-W,p.)+^.(«,^)^-^ 


und  verstehen  wir  untei  ^  die  Summe  aller  Ausdrilclio,  die  ma»  erhält,  wenn 
man  die  2  ti  -|-  1  Indices  1,2,  ,  'in,  1n-\-  v  einmal,  zweimal,  ...  {'in  -\-  l)-mal 
cjklisch  vertauscht,  so  ergiebt  sich 

J'e.fS,  J,        ,  a«,  2n  +  v)  =  X^ii),  l)(2,  3,  .  .  ,,  -2»-,  2n+v)  + 

+  2Tf^<''""'' ■■'■■■■•'' "■='"+"• 

hier  aber  lässt  sich  die  rechte  Seite  in  der  Form: 

i(0,  1,2,  ...,  3»,  3n  +  n+   ^^,'  l",  1.  -.        ,3m,  3«+") 

schreiben  und  .dieser  Antdiiitk  v et Rob windet  idenliBL.h  da  nach  Her  Voraussetzung 
alle  Ausdrücke  (21)  und  demzufolge  (s  die  voiig»  t-eitct  auch  alle  Ausdrücke 
(22)  verschwinden.     Es  i-.t  oomit 

^(?,(3,3,,..,2n,3«  +  ») 
identisch  null,  und  da  hier  der  Faktor  von  &^„^,  den  Werfch  (1,  2,  . . .,  2n)  bat 
und  also  von  Null  verschieden  ist,  so  ist  hiermit  bewiesen,  dass  die  Gleichungen: 
G^^.i  =  0,  .  .  .,  ff,,,  =  U  slltnmtlich  eine  Folge  der  Gleichungen:  öj  =  0,  .  .  .  , 

Ks  ergiebt   sich   hieraus,   dass  wir,  jedenfalls   sobald   (1,  2,  .  ,  .,  'inj   ^  0  iüt, 
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von    eleu   Grössen   ■ 
r  mit  Grassmann; 


Dadurch  raduoiren  sioli  aber  die  Gleichungen  (12)  nach  Weglassnng  der  über- 
flussigen Gleichungen:   (?g„_|_j  ^  Ü,  .  , .,  G,^^  =•  0  auf  die  folgenden; 

(13")  MO,  ")- 2 ''''''' ^     {r  =  l,...,2n), 

und  mr  erhalten  wie  auf  S.  iSG: 

("61  jrO   1    2  -1^+1  ''«)  =  (-l)M,2,,..,2»)^ 

w     ä      Faktoren  y  n  J  au     1er  linken  Seite  sicher  nicht  alle  versch winden,  weil 
onst  (nacl    S  488)  auch  (1  2t)  null  sein  rnüsste. 

Damit    st  geze  gt    das      sobald  (1   "       .,  2«)  ^0  ist,  die  öleieliungen  (12) 
le»  tis  1   eifüllt  wei  len  können   ohne  da5s  1  Terseh windet. 

Es  ble  bt  n  n  noch  de   Fall  z    eiled  ^e     wo  alle  Ausdrücke  (pi,  (i;,  , , ,,  (ig„) 
T    Bchwm  len 

Be    iic  em    Urfen    vir  ohoe  Bescl  rankung  der  Allgemeinheit  voraus  setzen, 
la     nicht  alle  2     A  sdrtlcte 

(     1   "  ^_i   „^.1  „)     (^-1,2,. .,,2«) 

V  a  hw  nden  Machen  wi  lann  n  len  C  leiehungen  (12)  die  Substitution  (25), 
lassen  a  ch  •,  e  aus  (  6)  hervorgeht  d  e  entstehenden  Gleichungen  sicher  nicht 
1  fnedigen  ohne  das  l  vers  h  vindet  Dagegen  können  wir,  ähnlicli  wie  auf 
S  48  erre  chen  dass  die  Gle  hingen  (12"*  für  1^0  erföllt  sind,  und  dass 
US  erdem  (13  )  befriedigt  w  d 
I     1      riit    &etaen 

l  !T7-  =  e(      I  ^-l,,--)-: 2n) 


,2(.,.)( 


=  e(«,o,i,..,,2«)-e(«,o)(t,2,,,,,3«), 
also  unter   den  geraachten  Voraussetzungen   gleich  Null.    Damit  aber  ist  unsre 
Behauptung  bewiesen*). 

*)  In  den  vorstehenden  Betrachtungen  (S.  489—49(1),  die  nur  eine  Ueber- 
fcragung  der  Grassmannachen  sind,  steckt  ein  Satz  über  die  schief-sjni metrische 
Determinante: 

^=      (0,p)(l,  fl)...(«!,^)._ 

der     Satz    nLimlich      dass    das    Verschwinden    aUer    Ausdiücke    von    der    Form 
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Um  jetzt  UBSre  Aufgabe  vollständig  au  erledigen,  wollen  wir  annehmen,  daes 
(U,  1,  2,  . . . ,  2  »  —  1)  ^  0  ist,  was  wir  offenbar  dürfen.  Dann  können  wir'  x^^  =  t 
setzen  und  erlialten  für  x^,...,x^,  unter  allen  Umständen  Differentialglei- 
chungen  von  der  Form.; 

(38)  ^-  =  i{^>,.--,^sfl-i.  *)     (r  =  l,...,2«-l), 

während  J'ja^.i,  ■  «■,„  <lei'  üleichnngen  (35)  genügen  müssen.  Intepiren  «u 
die  Gleicliungen  (aS)  unter  Zugrundelegung  der  Anfangsbedingungen  c,  =  y,  tur 
(  =  0  und  setzen  wir  überdies:  Xi„  +  i  —  ^sn  +  i'  ■  •  ■•  ^m  —  V^n'  ^°  erhalten  wii 
x„  ...  3!^  alfc  Funktionen  von  y,,  . ..,  yan—i'  *>  2'2ji+1'  ■■■'Vm  dai^eEteHt,  und 
es  ergiebt  sich  genau  so  wie  auf  S.  487,  dass  die  Gleichnng:  SX  da,^^  ^=  u  m 
den  neuen  Veränderlichen  die  Form: 


2x,,„„ 


■■■  y,Myr  + 


erhält. 

Dies  der  Inhalt  von  Mr.  519.  Er  geht  ganz  wesentlicäi  über  das  von  Jaoobi 
Geleistete  hinane  und  zeigt,  dass  Grassmann  die  Theorie  der  Gleichimgensjsteme 
Ton  der  Foi-m  (12)  Tollständig  beherrschte. 

In  Nr.  520  und  521  wird  auseinandergeaetat,  in  welchen  Fällen  die  bisherigen 
Betrachtungen  erlauben,  die  Pfaffsche  Gleichung:  X^dx^  +  ■  ■  -J-  ^,„^*„,  —  ^ 
auf  eine  Gleichung  zwischen  bloss  ?n  —  1  Veränderlichen  zurückzuführen.  IJio 
betreffende  Zm-ückführung  ist  nämlich  iiiimer  dann  möglich,  wenn  alle  Ausdrücke 
von  der  Form 
(29)  (0  p,    ,1,  fij    ^,1 

verschwinden  und  überdies  iii  ^  2 «  ist  denn  dann  ist  die  aul  ^  \%^  definirte 
Zahl*)  n  <  «  und  al-^o  auch  m  >  2>i  Für  w  >  2b  ist  al  er  die  Zumckfuhmng 
m  Nr  aI9  geleistet  und  für  i»  =  2«  in  Ni   ol5— oI7 

Insbesondere  ist  die  ZuruLkfühiung  immer  A^aa  mcglich  ntnn  h  gerilc 
^=  2h  ist  denn  dann  enthält  jedei  dei  iusdnuki,  (21)  zwei  gleiche  Inlins  unl 
ist  daher  sichei  null 

In  Ni  o^''  wird  nnnmehi  der  wichtige  md  loi  Ltia'jsmann  noch  mtht 
bekanntp  featz  abgeleitet    da»,  die  GleichD/nq     X^l      -\-        +^'''^„^=''  ''t'» 

("   P  f2   4-l)   ^^^  Verschwinden   aUer   (Sü  +  l)   reihigen  Unfa,idetermmantcn 

von  ^  nach  sich  zieht     Da  jedei  Ausdruck  (0   jt  fjo+i)  ^^^  Quadratwuml 

aus  einer  (3w  +  2)  leihigen  Unteidetermmante  Ton  J  ist  (vgl  S  479)  und  zwai 
ans  einei  Unterdetermininte  die  geiide  "  i  -f-  2  Elemente  der  Diagonal  von  J 
enthält  so  ist  klar  dass  wii  es  hiei  mit  einem  dei  bekannten  Frobeniusich  n 
Sätze  ubei  schief  symmetrische  Determinanten  zu  thun  haben  |a  CreUe  Bd  8_ 
S  242    Satz  V    187" 

•)  Es  ist  em  Mangel  m  der  Grassmannsehen  DaisteUung  dass  der  Buch 
Stabe  (  in  verschiedenen  Bedeutungen  gebiiucht  wird  Wir  bezeichnen  dabei  nui 
die  auf  S   48ö  defamrte  Zd,hl  mit    i  und  schreiben  sonst    (    an  Stelle  von  n 
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4U2  AmiiMlvimsun  KU  rt, , 

auf  etne  Gletthung  ^wiscJuh  bloss  in'  —  1  Vefäiiderlichen  smOckführbar  ist,  sobald 
alle  AiisditliÄe  (29)  veischwiitden 

Ist  nämlich  »»^2n,  to  kann  man  nach  dem  Früheren  stets  solche  neue 
VerJindeihche  i/, ,  .  .  .,  !/„_i,  i  einfuhren,  dass  die  Gleichung;  ZX  dx  =  0  die 
Form: 

hilt     Nun    ind  iL  i  nich  Voidwssetzung  alle  Aisdnlckc    2  "1  i,leich  NuU  unl 
1  leiben    onut  luch  gleich  Null  wenn  man  in  ihnen    -c  '^  y  '<■   —i  =  J  _ 

und  -c^  =1  0  setzt  Ist  also  noch  m  —  1  ^  3n  so  smd  die  Bedingungen  eifullt 
unter  denen  die  Gleichung  (30)  auf  eine  C  lachuug  zwischen  hloae  m  —  2  Ver 
Jnderlichen  zurückgeführt  werden  kann  In  lern  man  dieses  VerfahiPn  gemgend  ott 
wiedciholt  ihält  man  schhesslich  die  Gleichung  EX  dv  =^0  auf  eine  Ewischcn 
bloss  3»  —  1  Veianderlichen  zui-flckgeführt 

Nunmehr  kann  in  Ni  534  und  526  der  Nachweis  gefihrt  weilen  dasi  die 
m  Nr  511  abgeleitete  Bedingung  nicht  hloaa  nothwendig  sondern  auth  hiiueiehend 
ist  lobs  sicfi  also  der  Pfaffehe  AushueK  X  dxi  +  -\-  \  dx  stets  dain 
aber  audi  «im-  dam  auf  eine  Fmm  U  lu  ■}■  +  Ü^du  nt  II  ss  n  Difft 
lentiaTen  h  ngen  Icssf  lurn  lle  Ausdiucle  (3'>)  teiseht  nden  Auch  dieser  Satz 
wAi  zu  Grassmanns  Zeit  neu 

Nach  Ni  oll  (s  '^  483f)  ist  die  genannte  Zunii-kfiihiung  sicher  nur  dann 
moghch  wenn  alle  Ausdrucke  ('91  veischwinden  Ist  dieie  Bedingung  erfillt  lO 
Inngt  man  die  &len,hung  UX  di  ^^  t  zunächst  auf  die  Foim  einer  Cleichung 
wibchen  llos<!  2  —  1  Veian  lerlichen  ivi^  nach  dem  Finlheten  sicher  möglith  ist 
In  diese  Cleichung  nird  nach  di-m  Vorgänge  TOn  Pfaft  eme  dei  Tcnnlei 
1  chen  sie  heisse  (  konstant  gesetzt  nnd  d-mn  die  entstehende  Uleichnng 
Bwisclien  ^H  —  2  Verändei liehen  aut  eine  zwiöchen  -h  —  3  aurückgeluhit  \on 
diesen  -n  —  ä  Veränderlichen  ^  ud  wiedei  eine  konstant  gesetzt  die  it,  heib'<e 
und  so  weitei  Hat  man  diese«  Verfahien  i  mal  angewendet  so  hat  min  r  Funk 
tioaen    h  u     1er  uiBprünglichen  Verändei liehen   konstant  genetzt  nnd   hit 

noch  eine  Lleiehung  zwischen  >k  —  2r  —  1  VerÄndei liehen  Macht  man  laher 
r  =-  i  —  1  und  setzt  man  auch  die  letzte  noch  ihit^e  Veianlerliehe  «  kon 
atant  i  t    lu^taseheinhch         ^  mntt  (     =  const     m  herein     lei    li 

(jI  iihiing    2:\^   ij.    =  0  mtegmt      Nach  Ni    50>  (s    S   48"  f     n  uho  dihci  se  n 


inl  d  [  bt,t/  isl  Ici  mach  bewiesm  Zugleich  it  klii  disa  li  Le  tin  mun^ 
eines  jtden  u^  dii,  Integra.hon  ^cwissei  gewdhnliUier  Pifiiientialgleichungen  erfii 
deit    die  man  aufstellen  laim   ohne  vorher  m,    m,  w^  —  i  bestimmt  /u  hal  en*) 

Nr  525 — 529  Aus  dem  oben  bewiesenen  Sat?e  geht  msbesondeie  hervoi 
Hss  ein  Pfaffschei  iusdiuek  m  2n  Veränderlichen  unter  allen  Umst^den  tut 
einen  mit  nur  »  Differentialen  zurückführbar  ist  und  hieraus  folgt  wiederum 
da^E  die  Gleichung  £A,  dx  ^  0  niemals  auf  eine  Gleichung  zwischen  weniger 
als  2  h  —  1  Veränderlichen  zumckfYihrbar  ist     unter  »  dte  au/   s   488    leß  irlc 

*)  Grassmann  sa^t  dis  /wir  niiht  ausdrufklich  es  war  ihm  aber  un 
zweifelhaft  bekannt  wie  a  s  lei  Bemerkung  aul  S  377  Z  IB^17  y  u  hervoigeht 
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Zahl  sta  den  L  esse  t  d  e  &le  h  mg  n  mb  h  auch  n  r  auf  e  nP  b-le  chung 
zw  sehen  2  —  2  Ve  nd  1  eben  zmuckfuh  n  o  k  nnte  man  de  A  sd  V 
SX  dv     auf      neu  Au   1    ck  m  t  bl  a         -  I   I  fte  eut  dien     u  u  Irf  1  u    i 

es  w    en    1      na  h  ^       11  alle  A  sd      ke 

(0  C  /  ) 

„1     k  N  11  d      D  fimt       d      Z  hl      -wia     p     kt 

Edthk  mnh  Iditegt         ä      Gl     h     g     S\    la     ^ 

gltetwd         wgt  m  hfint  giir    d     ■\  o      le 

Pm         =         t  =.         tbkinit)Itanühdi        fS4Hb 

d  fi    rt    Z  hl        g  bt       k  te^ri       IV  di        A-t  b      lenen«'<ii 

istdgggbt  teg        d'^mbd  =        td    ach  Nr.  503 

k  OdimtgdV  fld  bllml        Ausdruck; 

SX    l  fdi  t?+        +  U  d       gl       htht 

Nkdwi           dtJtek              f            m  bl       Pfaffsckc 

Pblmk  Itbb  11  IL  g  ditigen  v/m 
b         m               dLtg         mV          g     hmi  g  fClgt  1    t 

&           m             Vd        tbtltnähtd           d  —       können  wir  es 

bt         dk-dlinteth                    blb  Pf  ff    In  Gleichung 

b                      g               G     1        Ilata  dg      twi  k  It  1    t  E       i„t      mh&h,  da«s 

z      j    1            g  1  gte      Pf   ff    1         tri      bung    X  d      +  +  \     i    „  =  0    eine 

g  VI       g      e  Z  hl  gehört,  die  f      1     dl     h     g    harakt  n  t     h     t    Diest  gm/p 

Zahl  liegt  zwischen  den  Gränzen  1  und  —  (w  +  1),  die  Gränaen  mit  eingeichloisen 
und  kann  ohne  Integration  gefunden  werden.  Hat  sie  den  Werfcb  n  ao  kann  die 
Gleichung:  ZX  dx  ^0  dnrcbEinfübrungneuerVeränderlicher  auf  eine  Pf  äff  sehe 
Gleichung  in  2n  —  1,  nicht  aber  auf  eine  in  weniger  als  2«  —  1  Veränderlichen 
;;urückgef(ibrt  werden,  und  es  kann  ausserdem  die  linke  Seite  der  Gleichung: 
2! X  dx  =  0,  also  der  Pfaffscbe  Ausdruck:  SX  dx^  auf  einen  Ausdruck: 
Ujdu,  +  ■■■  +  ^^^'"'s  1"'*  gerade  n  Differentialen,  nicht  aber  auf  einen  mit 
weniger  als  n  Differentialen  zurückgeführt  werden.  Hiermit  ist  tbats&chlich  he- 
wieeen,  dass  jede  Pfaffsche  Gleichung:  EX^^dx^^  =  0,  deren  charakte listische 
Zahl  den  Wevth  n  besitzt,  die  Normalform; 

erhalten  kann  wo  J/n  •  ■  ■  2'an  — i  '*'**^  einander  unabhängige  Veränderliche  be- 
zeichnen mit  andern  Worten,  es  ist  bewiesen,  dass  die  Zahl  n  die  einzige  In- 
variante dei  Pfaff sehen  Gleichung  £S,,da;^"=0  ist.  Zwar  spricht  Grassmann 
sein  Ei^ebniss  nicht  in  dieser  Form  aus  und  auch  die  soeben  angeführt«  Korinal- 
form  hndet  'ich  bei  ihm  nicht,  aber  trotadem  kann  man  mit  Reeht  sagen,  dass 
11  die  Kriterien  angegeben  hat,  an  denen  man  erkennen  kann,  auf  welche  Nonnal- 
form  eine  vorgelegte  Pfaffsche  Gleichung  gebracht  werden  kann. 

Bei  dem  Ptaffschen  Aasdi-udze:  SX^dx^^  bleibt  nun  noch  die  Frage  kii 
eileiigen  ob  die  Form:  ETjdWj  +  ■  ■-  +  tJ^dn^,  auf  die  er  gebracht  werden 
konntü     noch    euer   weiteren  Vereinfachung   iUhig  ist    oder  nicht,    ob   also   der 

*)  Dass  Grasamann  thatsächlich  nur  die  integrirenden  Vereine  von  dieser 
Turm  bfruikiKhtigt,  ist  in  der  Anmeldung  zu  Nr,  503  (s,  S.  472f.)  gezeigt. 
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Ausdruct:  HL  dv^  auf  einen  Ausdruck  mit  n  Differentialen  aber  nur  3w  —  1 
Veränderlichen  zur  ickgef lilirt  werden  kann  oder  nicht  denn  die  Zurückführung 
auf  einen  Ausd  ü(,k  mit  nut  2  —  \eianderlicBen  ist  sicher  unmbglich,  weil 
sich  sonst  die  Zahl  der  D  tferentiile  duf  ~  1  herabdr  cken  liessp  Aui-h  auf 
diese  Frage  findet  man  lei  Gras  mann  die  Ant  o  t*)  de  Z irücktuhrung  auf 
einen  Ausdruck  in  2j  —  1  Ve  ande  1  ehen  it  nämheh  dann  aber  auch  nui  dann 
möglich,  wenn  für  den  gegebenen  Auadiick  2\  dj.  aUe  Au3druL.ke  Ton  der 
Form:  ((!,,  (»2  t  ■    ■'  f^B  )  '^  acl  winl  n    unter  f  p,  ^  Zahlen  aus  der  Reilie  1,  i, 

. . .  «i  yerstanden.  Veiechwinlen  diese  Au  d  cke  cht  alle  o  kann  SX  da. 
die  Form: 

;      +         +J„-id/ 

erhalten,  verschwinden  s  e  dagegen  alle    s     kann  Z\    ?j     de  Form: 

ti(Vi  Vi„-iHyiäv.  +  VjdVi  +        +  Vss-adyB  ,-i  +  di/j  _i) 

erhalten  wo  beide  Mate  dio  y  von  einander  unabhängige  Veränderliche  be/eichnen 
Es  fehlt  also  nui  noth  der  Nachweis  dass  dei  zuletzt  geschriebene  Ausdruck 
stets  IL  if  einen  von  derselben  Form  zuruckjjefuhrt  werden  kann  bei  dem  q  den 
Werth  1  hat  aber  auch  ohne  diese  Vereinfachung  deien  Möglichkeit  eist  Tlebsch 
erkannt  hit**l  bleibt  d  ts  Bis  Grass)  lann  füi  die  Invinantentheorie  eines 
Pfaffschen  Ausdruckes  gelei'.tet  hit  kochst  beachtensweith  denn  im  Grunde 
lindet  man  bei  ihm  die  Kriteiien  an  denen  man  eikennen  kann  luf  welche  der 
beiden  möglichen  Normilformen  ein  TOigelegter  Pfaffacher  Ausdruck  zurück 
filhrbai  ist  und  gerade  in  Beaug  auf  die  Rn,htigkeit  und  VolktBjidigkeit  dei 
Kritenen  sttht  Clebsch  wesentlich  hmtei  Grassmann  zurück***; 

WiB  die  wirkliche  Aufstellung  der  Normalform  einer  vorgelegten  rfaff'ichen 
Gleichung  angeht  "^o  hat  fTris  mT,nn  zwar  gezeigt  dass  sie  duich  Integration 
Pinei  Reihe  ron  gewohnlichtn  DiÜerentLilgleithungen  geleistet  weidei  kinn  und 
diss  alle  diese  Systeme  ohne  Integration  angegeben  werlen  koni  en  ibei  man 
wud  hierin  nach  den  Voiarbeiten  Jacobis  keine  besond  re  Leistung  erblicken 
können  Die  Frage,  ob  sich  die  Ordnung  der  erforderlichen  Integrit  onen  herab 
drucken  laast,  hat  Graasmann  überhaupt  nicht  behanlelt  man  wird  daher  in 
dieser  Beziehung  den  nahezu  gleichzeitigen  Unterste hungen  von  Natanit)  und 
Clebach  den  Vorrang  eim-ilumen  müssen  ob'woiil  auch  diese  die  Irage  nicht 
zum  Abschlnsse  gebracht  haben,  was  erat  dem  folgenden  Jahrzehnte  v  Dibehalt+'n  wai 

*)  Ausdrücklich  ausgesprochen  hat  er  aie  allerdinga  nur  in  dem  Falle: 
m  ==  Sm,  aiehe  Nr.  516  Anm.,  vgl.  auch  8.  437,  Z.  9  r.  u. 

•*)  S.  dessen  Kwei  Abhandlungen;  „üeber  das  Pfaffsche  Problem",  Grelle 
Bd.  60,  S.  193— 2&1  (186ä,  die  Abhandlung  ist  vom  28.  Sept.  1860  datii't)  und 
Bd.  61,  8,  146—179  (1863,  datirt  vom  25  Januar  1861),  sowie  eine  kurze,  vor- 
läufige Mittbeilung  vom  März  lb61  ebendi  Bd.  59,  S.  190—102  (1861). 

***)  Darauf  hat  Lie  auerat  hingewieacn  und  zugleich  ausgesprochen,  dass  in 
der  Aufstellung  der  nchtigen  lintenen  Grissmanns  Hauptleiatung  für  die 
Theorie  des  Pfaffschen  Problems  zu  suchen  ist.  Vgl.  den  Nekrolog  auf  Graas- 
mann, Math.  Ann.  Bd   14,  &   2b  (lb79> 

t)  S.  dessen  vom  Januar  1860  datirte  Arbeit:  „üeber  totale  und  partielle 
Differentialgleichungen",  Grelle  Bd.  58,  S.  301— 32S,  die  aber  erat  1861  erschienen 
ist  und  daher  sicher  keinen  Einflnss  auf  Grassmann  gehabt  hat,  libensowenig 
wie  die  Arbeiten  von  Clobsch, 
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Nictt  unterGchatzen  darf  man  digegen  wa«  GraBSmann  für  dje  Theorie 
der  Gleichimgenayateme  von  der  Foim  (12i  "^  485  geleistet  tat,  und  im  Znaammen- 
hange  damit  muss  auch  seme  eigeathumliclie  Symbolik  erwähnt  werden,  die  der 
Jacobi-CajleyBchen  vollständig  ebenbürtig  ja  sogar  insofern  überlegen  ist,  als 
diP  Grassmanngehen  Sjmhole  immei  unmittelbar  an  den  Pfaffschen  Ausdruck 
ennnern,  aus  dem  sie  gebildet  sind,  wahrend  dis  Symbol:  (1,  2,  .  .  .,  2«.)  als 
solches  gai  keine  Beziehung  zum  Pfittschen  Piobleme  erkennen  laset.  Deshalb 
ist  auch  die  Grassmannsohe  Symbobk  ohne  Weiteres  auf  Systeme  von  Pfaff- 
schen Gleichungen  anwendbar,  was  bei  dei  JaLobi-Caylejsehen  niclit  der 
Fall  ist 
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Sachregister 

zur  Aut^ilnhnunj^slehre  von   1862*). 


Abgeleitet,  eine  Grösse  ist  aus  antlern 

(äurcli   Zahlen  (numeriscli)  abg.  1.  ^ 

Abg.  Funktion  435. 
[Abhängig]    sind    ext.    Gr.,    Kwiscben 

denen  eine  2!ahlbeziebmig  herrscht. 
Ableitung,    numerische   1.   —   Nume- 

rischo  A.  von  Funkt.  392. 
Ablftitungszahlen(AbleitKahlen)einev 

extensiven  Grösse   5;   Abln.  im  Sinne 

von    Eooi'dinaten    33B.      In    der    A, 

heissen  die  Abi.  Zeiger. 
Absolute  Einheit  3. 
[Abschattnng]   Anadruck   der   A,    fiii- 

die  Znrflckleitung. 
Abstand,    Vielfachensumme    der    Ab- 

staudsquadrate  (der  Abstände)    eine» 

Täriabeln  Punktes  von  festen  Punkten 

(von    Ebenen)    341  —  348,    344;     vj-l. 

Doppelabstand. 
Absurd,  s.  Reihen. 
Addition    extensiver    Grössen   6;    vgl 

Punkt,  Linien-  und  Flächentheil;  vgl 

auch.  A,. 
Aeoht,  e.  Keihen. 

Aehnlichkeit,390Anm,,(vgl,8.46äf  ) 
Aenderung,  s.  lineal,  circnlär.  —  In 


der    A;    hat   Apnd.    eine    andei'e   Be- 
deutung. 

Aeussere  Miiltipl.,  s.  Produkt. 

Affinität  390  Anni.,  i  vgl.  S.  463 f.  j . 
—  In  der  A,  hat  „affin"  eine  andre 
Bedeutung. 

Algebraisch,  s.  Kurven,  Fia.ehen  und 
ProdnH. 

Allseitig,  s.  normal  «.  Integral. 

[Ausdehnungsgrösse],  eine  ext.  Gr., 
die  aus  Strecken  odei'  Streekeupro- 
dukten  numerisch  ableitbar  ist. 

lAusweichung],  305  Anm. 

BestimmungsgleichungeneinerPro- 
duktbildung  48,  System  von  B.:  ebd., 
B.  der  linealen  Prodtditbildungen  mit 
zwei  Faktoren  51.  —   { S.  399  f, ) 

[Beziehungssystem],  in  der  A^  ist 
immer  das  Hauptgebiet  B. 

ßeaügliches  Prodnkt  (schon  iuA,)  94, 
bez    Lückenprodukt  ^104,  h    1'»odukt 
u   Lückenausdiuck 
(Blatt,  S   438,  Z   3  und  13  v   u  } 
(Block,  &   i38,  Z   14  V   o  I 

Biuch  (Quotient)  mit  n  Nennern  im 
Hauptgebietc  «-ter  St  ,   seme  Z&lilpr 


*)  Die  Zahlen,  vor  denen  kein  S.  steht,  beziehen  sich  auf  die  Wummein  dei  Aj. 
Bei  den  Kunstaus drücken  der  Aj ,  die  sohon  m  der  Ansdehnungslehre  von  1844 
oder  in  der  Selbstanaeige  dieses  Werkes  oder  m  der  geometrischen  Analyse  (diese 
Ausg.  I,  1.  S.  1—292,  297—313,  325— 39b)  voikommen,  findet  man  immei  einen 
darauf  bezüglichen  Vermerk.  Solche  Kunstausdtiicke,  die  in  den  eben  genannten 
Werken  vorkommen,  die  aber  Grassmann  in  dei  Aj  aufgegeben  odei  durcli 
andere  einsetzt  hat,  sind  in  scharfe  Klammein  emgeschlo^sea  In  seachweifte 
Klammern  {  )  ist  Alles  eingeschlossen,  was  sich  auf  liie  Zusit/e  und  Anmei- 
kungen  der  vorliegenden  Ausgabe  bezieht 
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und  Nenner,  umkehrbarer  Bt.  377.  — 
Gleichheit  von  Br.  377,  S78.  —  Mult. 
eines  Br.  mit  e.  Zahl  379.  —  Einfülining 
nener  Neuner  390.  —  Datstellung  eines 
Bruches  durch  Brucheinteiten  381,411. 

—  Der  Br.  als  Lückenausdruck  383.  — 
Foteaawerth  e.  Br.  383,  S84,  50C  Anm. 

—  Bezflgliches  Prod.  von  Br.  383  Anm., 
vgl.  506  Anm.  ~  Die  Potenawerthe 
Kweier  Brüche,  die  in  Zahlbeüiehung 
stehen  386.  —  Umgestaltung  e.  Br., 
dessen  Zähler  in  Zahlbez.  stehen  386. 

—  Haupt«ahlen  ii.  Hauptgehiete  c.  Hr. 
387;  ihre  Bestimmung  388.  —  Alle 
Hauptaahlen  yersohieden  389,  gleiche 
HanptK.  390,  —  Geometrische  Deutung 
ilesBr.alsVerwancltachaft(Kollineatiou 
11.  s.  w  )  390  Anm.,  ( vgl.  S.  438—464 } . 

—  Eine  Art  vonBr.  mit  reellen  Haupt/, 
lind  zu  einander  normalen  Hanptgeli. 
Häl.  —  Br.  hei  lin.  Diffgl.  498,  499. 

Centralpunkt,  hei  Kwei  verwandten 
Vereinen  Ton  Kreisen  409  Anm. 

Circuläre  Aeiiderung  (pos.  u.  neg,)  154, 
I S.  428  f , ) ;  ihre  Bedeutung  bei  Strecken 
in  der  Ebene  u,  im  Baume  331,  333; 
eine  besondere  Art  Ton  circ.  Ae,  31*1 ; 
I  circ.  Äe,  eines  Punktepaares  443  f,  ] , 

Deckfläche  eines  Spates  283. 

Deckaeite  eines  PaiaUelogr.  277, 

Determinante  aus  n  Reihen  von  je 
«  Zahlen  63,  —  { Multiplikationssat^ 
der  Det.  S,  400. 1 

Differenz  e.Funktion 438,— D, höherer 
Ordn.  443,  444;  Vertausohbarkeit  der 
Differenzzeiclien  446,   446. 

Differenzial  e.  Fkt.  Ton  x,  Stetigkeit 
des  D.  429.  —  fix  +  qdx),  wenn  das 
D.  TO»  /"(x)  stetig  ist  430.  —  D.  von 
Ax",  A  ein  Lüekansdr.  431.  —  D.  einer 
Summe  433,  eines  belieh.  Prod,  433, 
einer  extens.  Fkt,  434,  —  D.  einer 
Fkt.  e.  extena.  Gr.  ausgedrückt  durch 
part,  Ditfqu.  437.  —  D.  einer  Fkt.  e. 
Fkt,  440,  einer  Fkt,  mehrerer  Var,  442, 

—  D.  höherer  Ordn,  443,  444,  448, 
Veiiausckbarkeit  446.  —  Stetigkeit 
der  Diff,  niederer. 0.,  wenn  ein  Difi', 
atetig  ist  447.    —   Höhere   D,   einer 


est.  Fkt.  449.  —  D.  höherer  0.  einer 
Fkt.  e,  ITtt.  453,  —  Wenn  das  D.  1,  0. 
null  ist,  so  ist  die  Fkt.  konstant  476. 
Differenzialgleichungen,  Aufgabe 
d.  vollst.  Integration  e.  D,  491,  Inte- 
grirende  Vereine  ebd.  — 

1}  D.,  bei  denen  die  unabh.  Var,  eine 
Zaiilgrösse  ist:  491  Anm.;  Reduktion 
der  D.  I.  0.  493,  Integi'ation,  wenn  die 
Variahein  geti-ennt  sind  493;  allge- 
meine Int.  durch  Reihen  494.  Inde- 
pendente  Darstellung  des  (»■  -{■  l)-ten 
Diffqu,  Yoa  ic  nach  (,  wenn  dx^f^x.t) 
495.  —  Zurilckführung  der  D.  höherer 
0.  auf  solche  1.  0.  496.  Gewöhn  1.  lin. 
hom.  n.  lin.  D.  498,  499. 

ä)  D-,  bei  denen  die  wnabk.  Voit.  eine 
rxtens.  Grösse  ist.  —  Zurüokffthrung 
der  pai-t.  D.  1.  0.  auf  Xdx=~0,  wo 
X  eine  extens.,  Xdx  eine  Zahlgr.  50O. 
-  Zurückf.  d.  part.  D.  höh.  0.  auf 
Xd^=^0,  wo  X  und  Xdx  exteneive 
Gr,  501.  Anzahl  der  in  Xdx  =  0 
enthalt,  Zahlgl,  u.  Diffq,u,  501  Anm.  1. 

3)  Die  Gl.  Xdx  =  0,  teo  x  eine  ext. 
Gr.  m-ter  Stttfe  u,  Xdx  eine  Zaiüyr. 
Wenn  Xdx  =  0  durch  e.  Verein  von 
w  Gl,  mit  n  willk.  Konst.  integrivt 
werden  kann,  so  läset  sich  Xdx  auf 
«  Differentiale  zurückfahren  502  (das 
selbe,  wenn,  auch  Xdx  e  ext  Ui 
503  Anm.).   —    Wenn   Xdv  auf  die 

Form:   U^du,-] 1- (/^du^  gebracht 

ist,  die  integr.  Vereine  von  »  Gl  zu 
bestimmen  503.  —  Noth^s  Bed  iui 
die  Zui'ückführung  von  Xdv  luf  » 
Differentiale  511  (wenn  auch  Xdx  e, 
eit.  Gr,  511  Anm, ,  {  S,  479f  ) ).  Er- 
setzung dieser  Bed.  durch  Zahlgl. 
Ü12,  513,  —  Bed,  für  die  { unbe- 
schränkte [Integrabilität  von  Xdx=^0 
513  Anm.  —  Aufstellung  der  Gl.,  die 
erfüllt  werden  müssen,  um  Xdx^d 
auf  m  —  1  Zahlgr,  zurückzuführen  614. 
Umgestalt,  dieser  Gl, ,w 


StO: 


y  Google 


r  Ausdehnungslehre  \ 


der  Äiisdruch  Xdx  ist  dann  auf 
m- — 1  Zallgröaseii  zurückfülii'bar  516, 
516  Amn.  Integr.  der  gefund.  gow.  D. 
und  wirklielie  Ziirückführung  von 
Xdx  =  0  auf  m  —  1  HahlgrÖsaen 
5.7_A..  [x(£x)-]_OMgl 

[(jü  4'*']  =  »'"•■  -■=■>»'■' 
oinenWerth  »  (o  <»S  j-(«  + 1))  , 
für  den 

und  man  kanu,  sobald  m  ^  2«.,  die 
Gl.  Xdx  =  0  durch  Integr.  gew.  Diffgl, 
in  2m  Var.  auf  m^l  Zahlgr,  zurück- 
führen 519,  530.  Dasselbe  ist  iramer 
möglich,  wenn  m gerade  531.  —Wenn 
[2(^X^1  =  0,  so  kann  Xdx^^O 

auf  2  m — ■  1  Zahlgr.  aurückgetuhrt  wer- 
den 532.  Dieselbe  Bed.  ist  nothw.  u. 
hinr. ,  damit  der  Ausdruck  Xd  x  auf 
w  Differentiale  aurückführbar  aei  523, 
r,U.  —  Für  m  =  2«  ist  Xdx  stets 
auf  n  Differentiale  znrückfährbai-  536. 


-Wenn    Xi-. 


^0,. 


läast 


sieh  Xdx  =  0  nicht  auf  weniger  als 
2  w  —  1  Zahlgr.  zurückführen  535  Anm. 

—  Vollst.  Integi-.  von  Xda:  =  Or  526, 

—  Xdx  -^  0  lässt  sich  dann  und  nur 
dann  durch  Vereine  von  n  61.  integr., 

'="[^(h^)']  =  »^=^'-|^8I- 
hierzu  S.  471—493. ) 

Differenaialquotient  von  /"(«):  435, 
partielle  D.  436.  —  Darstellung  ¥on 
f'(ce),  wenn  x  eine  ext,  Gr,  ist,  durch 
die  part.  Diffqn.  nach  Zahlgi-,  (f  (x)  ist 
ein  Bruch  (s.  d )  oder  Lückenausdruok) 
438.  —  Der  Potenzwerth  Ton  f{x)  ist 
die  Fktdet.  441.  —  Höhere  D.  450, 
als  Lücken auB drücke  451.  —  Part,  D. 
höh.  0.  452.  —  Vgl,  K«ihe. 

Division,  s.  Grösse;  algebraische  D. 
376;  vgl.  A,. 

Doppelabatand    0,    Punktes;    von    e. 


Kugel   345,    —   Vielfachensumme   der 

D,  eines  variabeln  P.  von  festen  Ku- 
geln 345,  —  D.  eines  P.  von  e,  Kreise 
als  einfache  Kreisfunktion  396. —  Sätae 
über  die  P.  gleichen  D.  von  mehreren 
Kreisen  397—399,  399  Anm. 

Ebene,  die  unendlich  entfernte  228; 
vgl,  Strecke  und  Punkt,  ~  Die  E.  als 
Gebiet  3.  Stufe  237, 

Ebenengebilde  im  Eaume  393, 

[EbenengrOsse]  =  Flächentheil, 

Ebenentheil  357  Anm,,  s,  Flächentheil. 

Einfache  Faktoren  eines  kombinatori- 
achen  Produktes  52,  vgl.  I,  1,  S.  301, 
303,310,— E.P.  eines  algebr,Prod,S65. 
—  Vgl,  Grösse,  Summe,  !Normalsjstem, 
Punkt,  Kreis funktion;  s.  auch  A,. 

[Eingeordnet]  =  incident, 

[Eingewandt]  =  regressiv.. 

Einheit,  ursprüngliche,  absolute,  rela- 
tive 3  (vgl,  System),  —  E.  »»-ter  Stufe 
77.  —  Das  kombin.  Prod.  der  n  urspr, 

E,  in  einem  Hauptgebiete  m-ter  Stufe 
wird  =^  1  gesetzt  89,  —  Unendlich 
entfernte  E,  304,  305.  —  E,  für  die 
innere  Mult,  in  der  Geom,  330,  — 
Normale  E.  reeller  Zahlen  eit  Gr , 
reeller  algebr,  Prod,  u  reeller  Lücken 
ausdrücke  410,  411,  Wormale  E  einer 
Grössengattung  413. 

[Blenientargrösse]=iextensive&rdsse 
[Elementarsystem]  =  Gebiet 
Elimination  von  «  Unbekannten  aus 
«-f  1  Gl,  l,Gr,  135,  El  emer  Unbek 
aus  zwei  algebr.  Gl.  130  —  Vgl  A, 
Entgegengesetzt  geordn  Grossen  5b 
Entsprechende  Produkte  u,  Faktoren 

43, 
Ergänzende    Kombination,    a,    multi- 

plikative 
[Er^änzendpRichtmi'<seJim  Wesent- 
lichen nichts   andtes  ak  die  Ergäu- 
7ungeii  dei  Emheiten 
{ Ergänzende  Zuruckleitung  420  ff  ) 
Ergd,nzung  emer  Einheit  m  tei  St   im 
Hauptgebiete  n  ter  &t    89    E    emer 
Zahl   S9     B     Pinei   1  diebigen   Gtosse 
10    Stufenzihl  der  E   90  _Zeichen  der 
L  hl  seine Auilogiemit]  ^    lOÄum  , 
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98  Anm.  —  |  Bedeutung  des  Begriffs 
der  E,  S.  409 f.]  —  E.  der  E,  einer 
Gr.  92,  ihre  Abhängigkeit  von  der 
Stiifenaahl  des  Hauptgebietes  93.  — 
Das  Prod.  der  E.  von  Gr.  ist  gleich 
der  E.  des  Prod,  der  Gr.  97,  98.  { Die 
E.  einer  einfachen  Grösse  ist  wieder 
einfach  S.  412,  Satz  3.  |  —  Verallge- 
meinerung  des  Begriffs  der  E.  11», 
111.  —  Darstellung  der  E.  durch  die 
Gr.  eines  Nonnalsystems  167,  { vgl. 
S.  430 } .  —  E.  einer  Strecke  in  der 
Ebene  u.  im  Eanm  331,  335.  —  E. 
der  E.  einer  Strecke  336,  —  In  der 
Geom.  wird  der  Begriff  der  E.  nur 
anf  Strecken  angewandt  337  Anm., 
I S.  436  f. } .  —  Vgl.  incident. 

Ersetzen,  Vereine  von  Gl,,  die  einander 
ersetzen  27.  —  Vgl.  A,. 

Extensiv,  s.  Grösse,  Fkt,  —  Vgl.  A,. 

(Fach,  S.  435,  438,  Z.  8  v.  o, } 

Faktor,  B.  entsprechend,  einfach. 

(Feld,  S.  436,  438,  Z.  7  v.  o.  i 

Fläche,  Produkt  v,  2  Strecken  337.  — 
Stereometrische  Gl.  einer  Fl.  m-ter  0, 
oder  Klasse  Sil,  312.  —  Stereom.  Gl. 
einer  Regelfläche  2.  0.  324. 

PlELchengebilde  3.  Gleichung. 

Fläehenraum,  als  Produkt  zweier 
Strecken  330,  346,  347,  (vgl.  S.  435, 
Z.  13  T.  o.  ] .  —  Vgl.  I,  1,  S.  30B,  309. 

Fläch  entheil  [Ebenengrösse] ,  das 
kombin.  Prod.  von  3  Punkten,  oder 
von  2  P.  u.  1  Strecke  oder  von  1  P. 
u.  2  Str.  255,  257,  259,  260;  sein  In- 
halt 257.  —  Gleichheit  von  PI.  258, 
—  Unterschied  zw.  PI.  u.  Streeken- 
pi-odukt  256.  —  Der  Fl.  als  statisches 
Moment  386  Anm.  —  Prod.  aus  Fl. 
und  Zahl  261  a,  —  Prod.  vielf.  Punkte 
als  Fl.  261b.  —  Unendlich  entf.  Fl. 
270  Anm,  —  Eine  Summe  von  Fl.  des 
Jlaumes  ist  wied^i  ein  PI  272 
Add.von  Fi,,  deren  Ebenen  sich  schnei 
den  279,  von  Fl  deren  Bb  parallel 
sind  280—282  P*iallele  und  gleich 
bezeichnete  Fl  80  vgl  355  25S  — 
Add,  von  FI,  und  Strei^kenpiodukt^n 
283.  —  Add.  V  n  J  PI  dui  h  1  Punl  t 


284.  —  Stereom.  Prod,  von  3  Fl.  296. 
297,  von  3  Fl,  durch  1  endlich  ent 
fernten  Punkt  299,  von  4  Fl,  300,  von 
2  nicht  incidenten  Fl,  302,  von  Fl.  u. 
Linientheil  303,  —  Das  zu  einem  Fl. 
gehörige  Parallelogr.  305, 

[Formelle  Summe]  =  zueammcnge- 
Bctzte  ext,  Grösse, 

( Freie}  Lücken  s.  Lücken, 

(Füllgrössen  353  Anm,  | 

Funktion  (vgl,  A,  u,  geom,  Analyse), 
ihr  Begriff  348.  —  Nothw,  der  Ein- 
deutigkeit 348,  ~  Zahlf,  extensive 
F,  und  ihre  Bezeichnung  349.  —  Jedu 
Zahlf,  ist  dai-stellbar  als  Zahlf.  e,  est, 
Gr,  350.  —  Ein  System  von  F,  ersetzt 
durch  1  est.  F,  1  ext.  Varb,  351,  352, 

—  Darstellung  einei-  ganzen  Zahlf, 
oder  eiaes  Systems  von  solchen  durch 
ein  Prod.  aus  einem  Löckeuauadr.  und 
einer  Potenz  e,  ext.  Varb.  35S,  359; 
dasselbe  insb es,  für  lin,  Zahlf,  382  Anm, 

—  Numerisch  ableitbare  F.  392,  — 
Eine  F.  von  q  verschwindet  mit  q 
oder  wird  mit  q  null  420;  Satz  über 
mehrere   F.,   die  mit  q  verechw.  421, 

423,  —  Eine  F.  konvergirt  um  a;  na«h 
c  433,  sie  kann  um  x  nicht  zugleich 
nach  c  und  nach  c,  konv.,  wenn  Ci'^c 

424.  —  Eine  F,  f{a:)  ist  in  x  stetig 
426,  —  Quotient  zweier  F.  427,  — 
Der  Ausdruck  f{x -i-  qdo!)  —  f(3:), 
wenn  f{x)  um  x  stetig  ist,  426  (vgl. 
Differenz  und  Diffqu.).  —  f(x  +  qs), 
wenn  d^f(x)  stetig  ist,  439.  —  Kon- 
stantes Glied  einer  F,  einer  Zahlgi-. 
462,  einer  Vielfachensumme  463.  — 
Konst,  Glied  speeieller  P,  464,  465.  — 
Reihen entwiekelnng  von  f(x),  wenn 
/"'  (x)  stetig  ist  (a!  eine  Zahlgr,)  466, 

—  Taylorseher  Satz  467.  —  Konst. 
Glied  bei  F.  mehrerer  Var.  468,  Keihen- 
entw.  solcher  F,  469,  —  Taylotseher 
Satz  für  F.  einer  est,  Gr.  470.  —  Sätze 
über  reelh  Zahlf  reeller  Zablgrössen 
471-473.  —  Wenn  die  Ableitung  einer 
belieb.  F,  einer  reellen  Zahlgr,  null 
ist,  so  ist  die  F,  konstant  474.  — 
Gleichheit  von  F,  476.  —  Vgl,  integriil, 
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Funlttionaldetei 
Difl'qu- 


3  Fkt., 


.  Fkt. 


Gattung,  s,  GrÖssengattucg. 

Gebiet  [Sjstem]  das  G  von  Gröaeeii 
14  6  n  tei  btufe  el  d  ea  lat  be- 
&tiaimt  duroii  «  Gr  1  St  die  in 
leinet  Zahlbeziebiing  ateben  23  24. 
~  G   einei  einf  Gr   in  ter  Stufe  77. 

—  Die  Gebiete  I  bis  4  St  (die  lAiiin- 
licken  Geb.)  237.  —  Vgl.  gemein- 
schaftlich u.  normal. 

(Gebnndenel  Lücken  s,  Lücken. 

GemeinschaftlicheB    Gebiet     [gem. 

System]    zweier  Gebiete  15,    —   Be- 

Kiehung    Ewiecheu    den    Stufenaahlen 

des  gem.  u,  des  verbindenden  Geb.  2-'i. 

—  Gem.  Geb.  zweier  Geb.  im  Haupt 
geb.  «-ter  Stufe  20. 

Gemischtes  Produkt,  schon  in  A,,  b 
Produkt, 

Gerade,  imendlicb  entfernte  238,  — 
Die  G.  als  Gebiet  2.  St.  237.  —  Glei 
chung  der  G.  durch  2  Punkte  306.  — 
Vgl.  Punkt  u.  Strecke. 

Gleich,  s.  Grösse,  kombin.  Produkt, 
numerisch. 

[Gleichartig],  von  est.  Grössen  -- 
kongruent. 

Gleichbezeichnet,  3. Parallelogi-iimm, 
Plächentheü,  Spat.  —  Vgl.  I,  I,  S.  303f. 

öleictgattige  Gr.  a.  Grösaemgattung. 

Gleichgeordnete  Grössen  56. 

Gleichheit,  die  Verwandtschaft  d.  Gl, 
SBO  Anm.,  s,  S,  392,  Z,  14  (.  o,,  {  S,  438, 
Z.  18—20  V,  o, ), 

Gleichungen,  s,  ersetzen.  —  Gl,  zwi- 
schen est,  Gr,  ersetzt  durch  Zaklgl. 
33,  34,  —  Gl,  zwiachen  den  Ablei- 
tungszahlen einer  ext,  Gr,  36,  —  Zu- 
rückleitung einer  Gl,  35,  einer  Gl, 
m-ter  St.  130,  —  Ersetzung  einer  Gl, 
m-ter  Stufe  durch  Zalilgl,  133,  ~  Auf- 
lösung von  lin,  öl,  134,  vgl,  A, ,  — 
Zu  einer  Gl,  gehöriges  Kurven-  oder 
l'lächengebilde  393, 

(irüsao  (vgl,  A|),  extensive,  S,  5f,;  Be- 
griff Nr,  5,  Begränzung  der  Benen- 
luuig,  Gr.  1,  St,  ebd,    Begr,  u.  Gesetze 


der  Add.  u,  Subtr,  est.  Gr,  6  -9.  Prod. 
e.  est.  Gr.  in  eine  Zahl  10,  Division 
e,  est,  Gr,  durch  e,  Zahl  11.  Gesetze 
der  Mult.  u,  Division  ext.  Grössen 
durch  Zahlen  13,  13.  —  Wann  e.  est. 
Gr,  verschw.  28,  wann  zwei  solche 
Grössen  gleich  sind  39.  —  Einfache 
u.  zusammengesetzte  Gr,  m-ter  Stufe 
77,  —  Das  einer  einf  Gr,  zugehörige 
Gebiet  77.  —  Beispiel  einer  ausgea, 
Gr,  2,  St.  77b  Anm,,  88  Anm,  [Kii- 
terium  für  die  Einfachheit  einer  Gr, 
m-ter  Stufe  S,  402—409  und  610 f,} 
Darstellnng  e.  einf.  Gr.,  die  einer  an- 
dern übergeordnet  {  untergeordnet )  ist, 
79b,  {S,412,Satz3,  ]Daist.zweiereinf, 
Gr.,  deren  Stufensumme  die  Stufenz. 
des  Hauptgeb.  übertrifft,  87.  —  Darat, 
einf  Gr  durch  Prod,  von  Gr.  (w— 1-- 
tei  St  112,  (vgl,  S,  416.)  —  Vgl, 
Einheit,  Summe,  Ergänzung,  nume- 
risch, normal,  —  Vgl.  A,. 

Grriasengattung  413;  ihre  normalen 
Binh.,  die  Ableitzahlen  aind  reeU  ebd, 
—  Vgl,  num,  Werth, 

[Qrundmasse]  =-  Einheiten  1,  St, 

[Grundsystem]  bei  dpv  Abachattung 
(Zurückleitu  g)    s  A 

Hanpfcgebiet  LHiuitsysten  ]  8ii  ij 
Prod,  u,  Bru  h 

Hauptkreis  4  4  Anm 

[Hauptmasa]  das  P  odukt  lo  Fn 
heiten  in  e  nen  Ha  ptgeb  ete  te 
Stufe,  wird  n  1p  A  mp  i,le  I 
Eins  gesetzt    94 

[H3uptsj8ten]  =  H     itgeb    t 

Hftuptaahl,  a.  Bruch. 

Identische  Gebiete  15.  ~  Waun  zwei 
Geb.  m-ter  Stufe  id.  sind,  19—21. 

Imaginäre  Gr.:  Zahlgr  u.  ext,  Gr. 
349  Anm,  —  Einfach  im,  Gr.  391. 

Incidente  Gebiete  [eingeordnete  Sy- 
steme] 15.  —  I,  einf.  Gr,  77,  —  I,  Fak- 
toren bei  reinen  Prod,  131,  123.  — 
I  Die  Ergänzungen  inc.  einfacher  Gr, 
S.  413,  Satz  4,  5. 1 

[nhalt  eines  Flachen-  u,  e,  Körper- 
theils   267,  265. 

Inneres  Produkt,  s,  f'iodukt,  Qinuk^t, 
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integral  e.  FH.  einev  i'üellen  Zahlgi-, 
477;  Sätze  dacüber  478,  479.  —  I. 
einer  Summe  von.  Funktionen  einer 
reellen  Zahlgr.  480.  —  Auafuhrbarkeit 
d.  I,  481.  —  Einf.  einer  neuen  Varb. 
483.  —  Begriff  des  I,  e.  Ftt.  e.  ext. 
Var.,  allseitige  Integrirb&rkeit  483,  — 
1  einer  ^  mme  von  Funttionen  e  ne 
est  (.  r  484  ~  I  eines  Pio  1  dessen 
einer  Faktor  konstant  st  48o  — 
Notl  w  u  hmr  Bed  t  u-  die  alls 
Int-egrirbark  4Sb  dieselbe  Bed  durch 
Zahlgi  ausgeclnckt4&7  — I  z  isclen 
belieb.  Glänzen  488,  —  L  einer  Reibe 
490.  —  Vgl.  Diftgl. 

Integrirbar,  s.  Integral. 

Integrirender  Verein,  a.  Diffgl. 

Kegelschnitt  durcksP.,  seine planjm. 
61.  323.  ~  Vgl.  A,. 

Klammerregel  7Anin.,(S.384);  vgl.  A,. 

Körperraum,  Produkt  dreier  Strecken 
330,  { Tgl,  S.  436,  Z.  Off.  t.  o. } .  —  Vgl, 
I,  1,  S.  305, 

Körper theil,  das  komb.  Prod.  aus 
4  Punkten,  sein  Inhalt  ^05,  —  Mult. 
c.  K.  mit  e,  Zahl  369. 

KolUneation,  b.  Bruch. 

Kombinatorisches  Prod.,  s.  Prod. 

Kombinationen,  a.  multiplikative, 

[Kombinatorischer   Faktor    I,  ü,], 


I,  1,  I 


.  301. 


Kongruente  [gleichartige]  ext.  Grössen 
a,  lüO,  {vgl.  8,417). 

KongruenB,  als  Verwandtschaft,  yjil 
Anm,,    (S.  456-401], 

Konjugirter  Verein  391. 

Konstantes  Glied    i,  FunfetKn 

Konvergiren,  •"  Punktion   Reihen. 

Koordinaten  (Ableitzahlen)  ihre  Um- 
wandlung 238  ihie  urspr  Idee  303 
Anm.  —  Vgl.  A 

Kreis,  vgl.  KreiBfkt  —  Verwandtschaft 
zwischen  d.  Ki'.  d.  Eb.  u.  d.  Punkten 

d.  Raumes  405.  — ■  Syncyklische  Verw. 
Ton  Er.  406  Anm.  —  Wann  e.  Kr.  in 

e,  Punkt  öd,  in  die  iinendl.  entf.  Ger, 
ausartet  407.  —  Sync.  Verw.,  bei  der 
allen  Punkten  Punkte  entspr.  u.  der 
unendl.  entf,  Ger.  auch  e.  Punkt  409, 
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eie    ist    die    Möbiusscbc    Kreisverw. 
409  Anm. 
Kreisfunktion,  einfache,  tt-fache  394. 

—  Das  Gebiet  aller  K,  einer  Ebene 
ist  von  4,  St.,  Zahlbez.  zwischen  3  u, 
4  Krf,  397,  399.    -   Geb.  2.  u.   3.  St 

von  K.  399  Anm.  { S,  470  )  .  —  Viel- 
fachensummen von  einf.  K.  40ü. 

Kreisverwandtscliaft,  s.  Kreis. 

Kurve,  wann  eine  planim.  Gl,  e.  K. 
i!-ter  Ü.  od.  Klasse  darstellt  309,  310, 
(vgl.  A|).  —  Darst,  e.  K.  n-ter  0., 
deren  Gl.  iu  den  Koord.  gegeben  ist, 
durch  e.  planim.  Prod.  328,  329.  — 
Dieses  plan.  Prod  enthält  noch  die 
unendl.  entf.  Ger,  als  Faktor  329  Anm. 

—  Gl,  der  K,  3.  0.  ebd. 

Kurvengebilde,  s,  Gleichung. 

[Leiteystem]  bei  der  Abschattung  (Zu- 
rückleitung), s.  Ai. 

Lineale  Produktbildung  50.  —  Die  l. 
Rodb  aus  2  Fakt.  51.  —  Die  bezflgl. 
Mult  ist  Imeal  110  Anm.  —  L.  Aen- 
derung  (einfache  u.  mehrf.)  71;  Sätze 
darüber  72—76;  vgl.  262,  |S.  435, 
Z  15—12  V  u   und  S.  400f. ). 

Linear,  s.  Funktion. 

Liniengebilde  i.  d.  Ebene  3513. 

[LiniengrÖESe]  =^  Linientheil, 

Linien  theil,  kombin.  Prod,  aus  3 
Punkten  od.  aus  P.  u.  Strecke  24Ü, 
351.  —  Gleichheit  von  L.  250.  — 
Unterschied  zw.  L.  u.  Strecke  248.  — 
Mult.  eines  L.  mit  e  Zahl,  252  — 
.Der  L.  als  Prod  vielf  Punkte  253  — 
Unendl.  entf.  L.  (Prod  aus.  2  Stieckenl 
354,  270  Anm.  —  Add  von  L  einer 
Eb,  273.  —  Add  v  L ,  deien  Linien 
sich  schneiden  27d  v  paiall  L  274 
—276.  —  Add.  e  L  u  emet  Strecken 
prod.  277.  —  Die  statischt;  Kiaft 
als  L.  286  Anm  —  Wann  e  Summt, 
von  L.  ein  L.  ist  286  —  Summe  i  be 
lieb,  vielen  L.  duich  2  L  ansgedruckt 
285.  —  Planim  Piod  v  3  L  38<», 
290,  V,  L.  u.  Punkt  291,  v  3  L  ,  die 
ein  Dreieck  bilden,  312  v  3  nicht 
incid,  L.  294.  —  Wann  das  planim 
Prod.  V.  3  L.  null  ist  295   —  Stereom 


y  Google 


502 


s  iLhiegibtti  iui  Au  dclmungslel  II 


1  186  a. 


Pr.  V,  2  L.  -98  dOl  V  L  u  Fluchen 
theJl  303.  —  Däratelhng  der  nx  einem 
L.  gehörigen  Str  lOo  —  Darat  einer 
Summe  von  L  ■ila  '^umme  1  L  u  1 
daau  senkr  Piod  v  3  Strecken  34b 
diese  Darst  ist  nur  auf  eine  Weise 
mSgl.  347  —  Be/;tehung  au  den  Be 
weguiigen  eines  Körpers  347  Anm 

Lücken,  Teitansi-hbire  (gebundene 
freie }  353  I  48B  Anm  )  —  LuckPn 
verschiedener  Stufen  3  i..  Amn  —  Vgl 
Produkt;  Tgl.  A,. 

Lik  dükmtLka 

—  e  1     hh   t  L    hd  —  M  It  p] 

L    m  t  Rh  F  kt 

St         -  t  >:.      m    3   1 

—  411  Bi  36  Anm  —  N  al 
11         11     L   411    j  d      L      t 

h  bl   tb         2  —  D  ft  ü 

A  w  A  m  L  1  höh 
D  ffq  448  1  t  "r  t  48  —  B 
1    tung  [L  ]     w        i 

d        w    lg       1  b        d 

—  1    !    d  m  h     1      I  L    k  t- 

hält  1  ügl  h  Lö  k  p  d  504  — 
^B      t[Z,  J"[i&         l  ] 

[  }  =  {''  Hl 

[L  J-0    wnn[  ]  =  0 

t     5        —  B  d     tun  [i]  = 

^  [i]     50      —  ^\  1. 

ta      hb         L    k  thält  t 

[i]  =  0  507  —  V  rta  h  d 
F  kt<i  1  A  [l  i  P] 
w       ^  1    j      m    L    k        t 

halten  508.  —  Umgestaltung  von 
[ASa,  .  .  .  a,„],  wo  A  eine  und  11 
m — 1  Lücken  enth.  508.  —  Umgest. 
von  [C"«,.  ..KjJ,  wo  C'zwei Lücken 
enth.  510,  iS.  474f  ). 

Lückenprodttkt,  a.  Produkt. 

Maclaurinscher  Sata,  s,  Taylor sdier. 

Messungaquotient  170,  219. 

[Mitte]  =^  Summenpunkt. 

Mnltiplikation,  s.  Prod.,  Grösse.  — 
Vgl.  A,. 

Multiplikative  Kombinationen  von 
«Gr.  zur  »»-ten  Klasse  64,  zwischen 
ihnen  besteht  keine  Zahlbeziehung  69, 
dasselbe    bei   algebr.    Mult.    371.    — 


Eigensi.li    d.  mult.  K,  (n  —  l)-ter  Kl. 

Yon  I    Iti    1.  St.  112.  —  Ergän!;ende 

Kombinat    172  Anm.    —    Sätze    aber 

■mummen  mnorer  Prod.  von  m.  K.  183, 

184 
[Nachstumfassendes    System]     = 

verbindendes  Gebiet, 
Nennei     s    Bruch. 
Noimale  Grössen  u.  Gebiete  152,  |vgl. 

S  437 1     —  Allseitig  normale  Gr.  u. 

Geb    163,  {vgl.  S.  427f. ).  —  Wenn 

j1  zu  .B,  C,  .    .  normal  ist,  so  auch 
§B  +  vC+  58    ~  D      t 

1  St    d  C  U  t  N 

1      t  d  15    -  I    Eb  1 

Ka  t        -m  1  =        k     ht     b 

St     k  d  Strp     1   331  333  ( S 

37  Z  —  N         El         B 

h   te      —  Vgl   Ziru  kl   tmg 
\  1        t    m      t      y  t  11  t 

f    h      ■«  I      W    th  15 

—  C        lär     A     d  N   g   It 
m        h   gl     h      N  —   D 

kbPddC  mNl 
4.dl6—  Zwh  du 
N    l   m  ht   1  7  hlb       17    — 

T  w  U  g  m  N  d  h 
A    d     60  —  b     \    te  N  fcl     I 

m     W    tk    1  \     l    161  — 

D       '?tml      uipBnb  N 

—  I     j  1  m   G  b        t         tut 
bt  N       t     St  f     las  Tl    1 

11  t    N       t     IfaS    —  N 
R     m     3        —   \ fei     E  gl 
{S.  434|. 
Ndll  ist  niemals  Einheit  3. 
Null  werden,  s,  Funktion, 
Humecisch   abgeleitet   1,    bei  Funkt 
392.  —  Num.  Werth  e,  Gr.  151,  414, 
{ yg!.  8.  434 1 ,  eines  Norraalsyst.  153. 

—  Num.  gleich  151.  —  N,  Werth  oinef 
Strecke  in  Bb.  od.  üanm  ist  die  Lange 
331,  333.  —  N.  Werth  eines  Strecken- 
prod.  334.  —  N.  Werth  in  allgemei- 
nerem Sinne  391.  —  Der  n.  Werth 
einer  Gr.  ist  null  416.  —  N.  kleiner, 
gi'ÖBser  416.  —  Sätze  über  num.  Werthe 
417—4190. 

[Offenes]  Produkt  =  Lückenausdruck. 
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Paralleiepipodum    s  Spat 
Parallelogramni  [Spatheck]    Er^teu 
zweite  Seite  emea  P    _39    —  Grleich 
lip/eii-hnete   P     Bezeichnung   de^  P 
null  den  Ecknn  und  nach  den  feeiten 
3d9     aieiLhe  P    241    ~  Zwei  P   in 
paiallelen  Ebenen  Terhalten  sich  toic 
7wei  Zahlen  243    —   trleichheit  von 
F   mit  derselben  Giundeeite  243 
Partielle,  s.  Diffqu   u  Diffgl 
[Plangrösse,  nusaeu]  =  Fli,,hentheil 
Planimetriach    >.   Produkt 
Polarecke  340  Aani 
Potenawerth    i  Bruch  «  Dirtqu 
Produkt  zweiei  eit  Gri   37  Rpchnungs 
gesetae  38—51    —   Ent-iprechenle  P 
u.   Faktoren  43    —   P    aus   mehreren 
Fakt,  44 — 40  —  Teitauschbaik  zweier 
Faktoren,  die  m  einei  Zahlbeziehung 
stehen  47.  —  Linetle  P   s   Imenl    — 
Unterschied  zwischen  algebr   u   kon 
bin.  P.  61  Anm    — 

I,  Begr.  des  kombinatorischen 
P.  (vgl.  A,)  52.  —  Vei-tauschimg  zweier 
einf.  Fakt,  eines  komb.  P,  53—55.  — 
Abhängigkeit  des  komb,  P.  ¥oa  der 
Reihenfolge  der  Faktoren  5T— 59.  — 
Fälle,  wo  das  komb.  P.  null  ist,  60, 
61.  —  Beziehung  zwischen  den  komb, 
P.  u.  den  Determinanten  63.  —  Komb. 
P.  aus  m  einf.  Fakt,  im  Hauptgebiet 
«-ter  St.  65.  —  Nothw.  ii.  hini-.  Bed, 
für  das  Verechw.  eines  komb.  P.  66. 

—  Erlaubte  Umgestaltungen  eines 
komb.  P,  67.  —  Unabhäng.  des  komb. 
P.  von  den  benntzton  Einh,  68.  — 
Wann  zwei  komb.  P.  in  einer  Zahlbez. 
stehen  70.  —  Gleiche  komb.  P.  70  Anm 

—  Das  komb.  P.  bleibt  bei  linealer 
Aend.  imgeändert  7'2.  —  Gleiche  komb. 
P.  lassen  sich  durch  lineale  Aend.  in 
ein.  aberföhren  76.  —  Das  komb.  P. 
aus  in  Gr.  1.  St.  ist  eine  einfache  Gr.  77b. 

II.  Aeussere9P.(vgl.A,)vonEinh, 
höherer  St.  u.  von  beliebigen  einfachen 
Gr.  78,  79,  —  Die  Klamraersetznng 
ist  beim  änss.  P.  gleichgültig  80.  — 
Wann  man  aus  dem  Verachw,  eines 
äuss.  P.  auf  das  Verschw.  eioes  Fak- 
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tors  schliessen  kann  81.  —  Das  äuss, 
P.  einer  Einh.  in  ihre  Ergänz,  ist 
gleich  Eins  91, 

[äusseres  u,  eingewandtes]  (bezüg- 
liches) P.  94  (vgl.  Ergänz,  und  S.  410, 
Z,  15  V.  u.).  —  Bezeichnung  dieses  P, 
94  Anm.  —  Stufenzahl  eines  bezügl.  P. 
von  2  u.  mehr  Fakt.  95,  96,  —  Ist 
ein  P,  von  2  Fakt,  progressiv,  so  das 
der  Ergänz,  regr,  u.  umgek.  97  Zus. 
^  Produkt  von  einf.  Gr,,  die  einen 
Faktor  gemein  haben;  das  regr.  P 
aus  2  Fakt,  ist  von  dem  Begr.  der 
Ergänz,  unabhängig  102—108,  {vgl. 
S.  411,  413— 416 [.  —  {Ein  P.  von 
einfachen  Grossen  ist  wiedei  einfach 
"^  413,  featz  1  I  —  Wann  ein  bez.  P. 
von  2  emf  Gr  veischvi  109  —  Die 
mspi  Emh  können  duich  n,  belieb. 
Gl  1  St  ei&et?t  weiden,  deren  komb. 
P  -=  1  ist,  110  —  Daist  eiaos  regr.  P. 
aus  2  Fakt,  als  Vielfachensumme  von 
multipl.  Kombin.  113,  {vgl.  S.  417}. 

—  Beines  (progr.  od.  regr.)  P,  114.  — 
Gemischtes  F.  114.  —  P„  die  zugleich 
regr.  u.  progr.  sind,  114  Anm.,  97  Zus. 

—  Ist  ein  P.  rein,  so  auch  das  der 
Erg,  seiner  Fakt,  HS.  —  Wann  ein 
P.  von  m  Fakt,  rein  od,  gemischt  ist 
116.  —  Das  reine  P.  von  Gr.  1,  oder 
(}!  —  l)-ter  St,  ist  ein  kombin.  P. 
116b,  —  Die  Stufenzahl  u.  das  Gebiet 


P.    117,    118. 


—    Die 


Klammersetzung   bei  r 

gültig  119    —   Dirst    eines  reinen  P. 

durch  Fakt  1   od  (h— l)-ier  St.  119b. 

—  Wann  ein  reines  P    %0  ist   119c. 

—  Vertausch  der  Fakt  hei  reinen  P 
120.  —  Em  lemes  P.  mit  i  incid 
Fakt,  ist  nuU  121  —  Wann  ein  ge 
Hiischt*.s  P    von  S  likt   nuU  ist  122 

—  Vert.  von  incid,  Fakt  bei  gern  P 
123.  —  Vert.  von  2  Fakt  in  einem 
P.  aus  3  Fakt.  124.  —  Zusammen 
fassung  zweier  Fakt,  eines  solchen 
P.  125,  {vgl.  S.  417 f.)  —  Vi-it  dei 
Fakt,  eines  P.  nulltei  St  126  — 
Zurückleifcung  eines  reinen  P.   131.  — 
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IV.  Inneres  P.  (Tgl.  geom.  Ana- 
lyse) zweier  Eiah.  137,  zweier  belieti, 
Gr.  138,  seine  Stufcnzahl  139,  die 
AnBahl  der  Einh.,  aus  denen  es  aich 
ableiten  läset  140.  —  Dae  inn,  P.  von 
Gr.  gleicher  St.  ist  eine  Zahl  141.  ^ 
Inn.  P.  von  Einh.  u.  von  belieb.  Gr. 
gleicher  St.  Ua,  143.  —  Vgl.  Quadrat, 

—  Wann  das  inn.  F.  von  2  Einb. 
:4  0  ist  147.  —  Inn.  P.  von  Einh,,  die 
einen   Fakt,   gemein   haben   148,  149, 

—  Vert.  der  Fakt,  eines  inn.  P.  144, 
150.  —  Die  Gesetze  des  inn.  P.  gelten 
(Mich,  wenn  man  die  urspr  Einh.  durch 
ein  Normalsyst  vom  num  Werthe  1 
ersetzt  1()8.  —  Umgestaltung  des  inn. 
P  durch  normale  Zurackleit.  169, 
da      IL       u  beb    für  inn    P    aus   Gr. 

le    1        St    170    —   Inn    P   von  he- 


ud 


■  171—173.   —  Inn.  P. 


1  h  tiiig  ■  einiaclier  Gr.  174,  aus- 
d  kt  durch  die  einf.  Fakt,  der  Gr. 
5  —  Spe    eile  Foi-mebi  17Ö— 182. — 

Die    Summe    der    inn,    P.    ans    niult. 

Komb,  u.  den  ej^änz.  Komb,  183—187, 

—  Bestimmungsgl,  für  die  inn,  MuH, 
von  Gr.  I,  u.  höherer  St,  188,  188  Anm, 

—  Speeielle  Sätze  über  inn,  Mult,  von 
Gr,  1,  St.  189-194.  ^  Beziehnng  des 
inn,  n.  des  änas,  P,  zum  Winkel  197, 
198,  198  Anm,  —  Darst,  des  inn,  P, 
durch  Winkel  199,  — 

V,  Planimetrisches  n.  stereo- 
metrisches  P.288(vgl.Punkt,  Strecke, 
Linientheil,  Flilckentheil).  Wann  ein 
plan,  oder  stereom,  P,  null  ist  298, 
301,  —  Die  Stufenzahl  eines  planim, 
P,  308,  —  Gleich  Kall  gesetztes  planim. 
od.   stereom.  P,  nuUter  St.  309— -313. 

—  Erlaubte  Umgestaltungen  eines 
aolchen  P,  313—319,  —  Von  Null 
versch,  plan,  u,  stereom,  P.  320 — 322, 

VI,  Inneres  P,  in  der  Geom,, 
vgl.  Er^nzung,  normal,  ciroul,  Aend, 

VII,  Lückenprodukte  [offne  P,J. 
P,  mit  II  { vertauschbaren  [  Lücken  353, 
Mult,  eines  solchen  I',  mit  h  oder 
weniger  als  n  Grössen  1,  St,  364 — 
350,  —   Vgl,  Lnckenauedrücke,  — 


Vin,  Algebraisches  P.,  seine 
Bestimmungsgl,  u,  seine  Bezeichnung 
364,  376  Anm,,  Ilechnungsgesetze  365 
—370.  —  Wann  es  null  wird  372,  — 
Gleiche  alg,  Prod,  mit  gemeins,  Faktor 
373.  —  Normale  Einh,  reeller  alg.  P, 
410,  —  Vgl,  Differenzial. 

Produktbildung  48. 

Progressiv,  s,  Prod.  u,  Zurückleitung, 

Projektion  217,  vgl.  Zuräckleitang 
(normale),  vgl,  auch  A,. 

Punkt  (vgl,  A|),  einfacher,  seine  Darst. 
als  Gr,   1,  St.  216,   vielfacher  P,  216, 

-  Add,  vielf  P,  222.  —  Die  Diff.  von 
2  einf.  P.  eine  Strecke  222  Zus.  — , 
Summe  von  2  J'.  22ö.  —  Summe  von 
P.  u.  Strecke  226,  227,  —  Ableitung 
der  Add,  der  P.  227  Anm.,  (vgl. 
S.  434f. }.    —    Unendl,   entf.   P.    228. 

—  Ableitung  der  P.  des  Raums,  d. 
Ebene,  d.  Geraden  aus  je  4,  3,  2  P. 
232—234.  —  Drei  u.  vier  P.  in  einer 
Zahlbez.  235,  236.  —  Der  P.  ein  Geb. 

1.  St.  237.  —  Wann  ein  komb.  Prod. 
von  P.  verschw.  245.  —  Verschw.  eines 
Prod.  aus  P.  u.  Strecken  246.  —  Gleich- 
heit  zwischen  2  komb.  Prod.  aus  je 

2,  3,  4  P.  247,  255,  263  (vgl.  Linieii- 
u,  Fläclientheil).  —  Komb.  Prod.  von 
4  P.  u.  von  3  Strecken  264,  von  3  P. 
u.  1  Str.  266,  von  2  P,  n.  2  Str.  267, 
von  1  P.  u.  3  Str.  268.  —  Komb.  Prod. 
von  vielfachen  P,  353,  261  b,  270.  — 
Kongruente  komb.  Prod,  von  P.  n, 
Sti-,  271,  —  Vgl,  Abstand. 

Pythagoreischer  Lehrsatz  u,  seine 
Erweiterungen  192  — 194,  214,  215, 
338-340. 

Quadrat,  inneres  145.  —  Tnn,  Qu.  einer 
Gr.  m-ter  St.  146. 

Quotient  einer  Messung  170,  219.  -- 
Algebr,  Qu,  374.  —  Qu.  im  Hauytgeb, 
ii-ter  Stufe,  s.  Bruch.  —  In  der  A,  haL 
Quotient  eine  andre  Bedeutung. 

Rä,umliuh,  s.  Gebiet. 

Raum,  Gebiet  4.  St.  237;  vgl,  Punkt, 
Strecke, 

Regelfläche  2,  Gi',  durch  3  Geradu, 
ihre  stereom.  Gl.   324, 
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ItrBgrüssiv    [eingewandt],    s.    Produkt, 

Zurüokleitung. 
KeihevonEinh.  =  Produkt  ^-onEinh.  53. 

Reihen,  ächte  454,  455,  ihre  Konver- 
genz 456.  ^  Unächte,  Uehergangs-  und 
absurde  B.  456  Anm.  —  Eine  Summe 
von  äclifc.  E.  459.  —  Differenziation 
acht.  Potenzreihen  460,  [  S.  470  f . } .  — 
Satz  über  ächte  Potenir.  461.  —  Vgl. 
Funktion, 

Heines  Produkt,  schon  in  A,,  s.  Prod, 

llelative  Einh.  3. 

[Richtmasse]  m-ier  Stufe  =  Einheiten 
m-ter  St. 

[Iti  cht  stücke]  =^  Ahleituugszahlen. 

{  Schraube,  S.  437,  Z.  9  v.  u.,  S.  438. } 

[Senkrecht  proportionale  Gr.],  s. 
geometr.  Analyse,  an  ihre  Stelle  tritt 
in  Aj  der  Begriff  der  Ergänzung,  vgl. 
I,  1,  S.  431,  Z.  6—1  ¥.  u. 

Sinn  der  Zurückleitung  33,  127. 

Sinus  einer  einf.  Gr.  höherer  St.  195, 
1  vgl.  S,  433  f. ) .  ~  sin  (ah)  -  sin  /.  ab 
196. 

Spat  [Späth],  gleich  bezeichnet.  Sp.  240. 
—  Bezeichnung  des  Sp.  nach  seinen 
Ecken  u.  nach  seinen  Kanten  240.  — 
Erste,  2,,  S.  Kante  eines  Sp,  340.  — 
(ileiche  Sp.  241,  —  Zwei  Sp.  verhalten 
sich  wie  2  Zahlen  242.  —  Gleichheit 
von  Sp.  mit  derselben  Grundfläche 
244. 

ISpatheckJ  =  Parallelogramm, 

I Starre  Eleinentargrösse] ,  eine  eint', 
extens,  Gr,,  die  nicht  als  ein  Produkt 
von  Strecken  darstellbar  ist. 

Stereometrisch,  s.  Produkt. 

Stetig,  E.  Punktion,  Differenzial. 

Strecke  (vgl.  A,),  Begr.  u.  Darstellung 
Is  G  OBse  1    St      16    —  P  ojekfon 
ner  Sh    "17    —  Add  von  &t     2  0 
P  o  1    a  s   St  Z  hl       1     — 

■lumme  von  Punkt  u  St  227  D  e 
St  als  imendl  entf  Punkt  228  — 
D  e  Str  des  Raumes  der  Ebene  der 
je  aden }  s  nd  aus  je  3  1  Str  ah 
letba      29     30       30a  Dr     St 

u  e    e   Zahlbez     3  le  chhe  t  von 

omh  Pro  1  von  on  je      ^ 


354,  262.  —  Vgl.  Punkt.  —  Add.  von 
Streckenprod.  278.  —  Vgl.  Linientheü, 
num.  Werth,  normal,  cireuläre  Aend., 
Ergänzung,  Winkel. 

Stufe,  s.  Gebiet,  Grösse,  Prod. 

Stufenzahl  (vgl.  A,)  14,  77. 

Sturmscher  Satz  391  Anm.,  (  8.  468  j  . 

Subtraktion  eitena.  Gr,  7. 

Summe  (vgl.  A,).  Eine  S.  einf.  Gr,  ist 
im  Allg.  eine  zu  sammenges.  Gr.  77, 
—  Form,  einer  S.  von  einf,  Gr,,  die 
mit  GröBsen  1.  St.  mult.  Null  giebt, 
82—85.  —  Jede  S,  von  einf.  Grössen 
(n  —  l)-ter  St.  im  Haupfcgeb.  n-ter  St. 
ist  eine  einf.  Gr.  88,  —  Vgl.  Linien- 
theü. 

[SummengrösaeJ^ausammengesetzty 
extensive  Grösse. 

Summenpunkt  [Mitte] 223 Anm.,  seine 
Eigenschaften  324. 

Symmetrie  390  Anm.,  {vgl,  S.  461f.  }. 

Syncyklisch,  s.  Kreis, 

[System]  =  Gebiet. 

System  V.  Einheiten  4.  —  S.  von  Be- 
stimmungsgl.  einer  Pioduktbildung  48, 
seine  Form  49. 

Taylorscher  Satz,  für  est.  Funkt, 
einer  Zahlgt.  467,  für  Fkt.  einer  ext. 
Gr.  470.    . 

Theil  eines  Gebietes  153,  (vgl.  S,  427, 
Z.  14fr.  T.  0.}, 

Trägheitsgesetz  der  quadv.  Formen 
391,  Anm.,   (  vgl.  S,  468  ,' . 

Uebergangsreihe  456  Anm. 

Uebergeordnetes  Gebiet  15,  üb,  ein- 
fache Gr.  77.  —Vgl.  incident  und  A,. 

Umkehrbar,  s.  Bruch. 

Umwandlung  der  Koord.  238, 

[Unabhängig]  sind  ext,  Gr.,  zwischen 
denen  keine  Zahlbeziehuug  herrscht, 

Unächt,  s.  Reihen. 

Unendlich  entfernter  Punkt,  Gerade, 
Ebene  338.  —  U.  e.  Einheit  304,  306 

Untergeordnetes  Gebiet  15,  u.  ein- 
■tfache  Gl-.  77. —  Vgl.  incident  und  A,. 

Uraprüngliche  Einheit  3.  —  Urspr, 
Einheiten  5,  sie  haben  im  Hauptgeb, 
m-ter  Stufe  nichts  Ausgezeichnetes  24 
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-  Vgl,  Produkt  (beziiglichea  ii.       Z; 


Verbindendes  Gebiet  [nächstumfas- 
Eondes  System]  zweier  Geb.  15,  vgl. 
gemeinscbnftliches . 

Veröia,  integi-irendcr,  n.  Diftgl. 

Vergleicbung  417. 

Verschwinden,  a,  Funktion. 

Vertauscbbare  Lticken  353,485Anin., 
vgl.  S.  394,  Z.  7  ff.  V.  o. 

Verwandte  Vereine  Ton  Gr.  401,  — 
Herstellung  der  Verwandtschaft  7wi- 
Eehen  Kwei  Vei-.  von  Gr.  403.  —  Aus 
zwei  verw.  Ver.  von  Gr.  kann  man 
durch  Prodnktbildung  neue  verw.  Ver. 
ableiten  403.  —  Die  Verw,,  bei  der 
n+1  Gr.  des  einen  m  +  1  Gr.  des 
and,  Vereines  kongruent  sein  sollen 
40-1,  —  Andere  Defin.  d,  Verw.  404 
Änm.  —  Vgl,  Kreie  und  A,, 

Vielfach,  b.  Punkt,  -  Vielfaches  einer 
Gr.  14  Anm. 

Vielfachensumme  341,  vgl,  A,. 

Vollständig,  B.  Normalsjatera,  —  V, 
integriren  491. 

Werth,  s.  numerisch, 

Winkel  zweier  einfachei-  Gf,  von  glei- 
cher St,  195,  i  von  verBch.  8t,  S,  4311,  ] , 
—  Beziehung  der  W.  zum  inn,  und 
äusB,  Prod,  197,  198,  —  Sätze  über 
W.  zwiBohen  Gr,  1.  St,  201—213.  — 
W.  zwischen  Strecken  «,  Streckenprod. 
337,  —  ZweckmäBsigste  Wahl  der  W. 
eines  sphärischen  Dreiecks  340  Anm,, 
!  vgl,  S,  437 1 ,  —  { Vgl,  S.  434. 1 

WohlgeordneteAufetellungderKomb. 
373,  410. 

Zähler  eines  Bruchs,  s,  Brueh, 


iiigKlebre  von  1863, 

ihl  als  Quotient  eit.  Gr.  30,  vgl.  1,  1 
unter  Zahigrössen.  —  Die  Zahlen  als 
Grössen  nullter  Stufe  (  77,  vgl.  S,  403  } , 

—  Rilumliche  Darstellung  der  Zahlen 
334  Anm,,  325.  —  Zurückfnhrung  der 
Mult.  u.  Add.  von  Zahlen  auf  planim. 
Piod   336   327 

Z  ihlbpziehung  [Zahlern tlation]  zwi 
achen  Qt  2  —  Wann  zwis  hen  est 
1 1  eine  Z  heiracht  16  23  —  Was 
au    dorn  Bestehen  einei  Z   folgt  17 

—  Hinr  Bed  Ufm  dias  kerne  Z 
besteht  18  —  rt  (.10  Ben  aus  denen 
'!ich  ein  Geh  ii  ttr  fetuto  abltitcn 
l-iBst   stehen  m  keinti  Z   33 

Zihliunktion  s  Fkt 
[Zeiger]  =  Ableitungs  zahlen. 
Zuriickleitung  [Absehattung]  einer 
-  est.  Gr.  1.  St.  auf  ein  Geb.  unter  Aus- 
schiieasung  eines  Geb.  33.  ~  Z.  einer 
Gl  35.  —  Progi'.  u.  regr.  Z.  [tossece 
u,  eingew.  Absch.]  von  Gr.  hdherer 
St.  127.  —  Sinn  der  Z.  137.  —  Wann 
die  Z.  progr.  u.  wann  sie  regr.  ist 
138.  —  Analyt.  Darsi  der  Z.  139. 
{  Die  Z,  im  gew5hnl.  Räume  S.  419 
,~434. }  —  Die  Z,  eines  reinen  Prod, 
ist  gleich  dem  Prod.  aus  den  Z.  der 
Faktoren  131. —  1^'onnale  Z.  1154,  ihre 
anaiyt.  Darst,  löö,  —  Norm,  Z,  einer 
Ör,  auf  ein  Geb.  gleicher  St.  166.  — 
Dai'st.  der  norm.  Z.  dui-ch  Winkel  200, 
301.  —  Korm.  Z.  auf  Linien,  Ebenen 
u.  Punkte  337  Anm.,  {vgl.  jedoch 
S.  436  f.  |.  —  Vgl.  Produkt  (inneres). 

—  In  der  A,  heisat  die  Z.  Abschat- 
lung,  Tg).  S.  418. 
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Berichtigungen  und  Nachträge. 


/  m    ei^'ten   Iheile    le     eisUii  J3anle 

S  ff    l  •>  1  V         D  r       Ihe  1  1     ei  Raumleh      hat  den  besonde  en  T  te! 
Ebene  n  u    1  che  (r  ussenlehre     n  d  es  I  e   st  a  f  S  194  f    n  e  ne    Fue  nok 

DftB  Re  hte  k  t  e  t,entl  h  selb  t  da.,  o?  e  jem  et  che  P  od  M  und  d  e 
Constmkton  desselben  wie  se  ^  3  geze  gt  st  de  e  genü  ch  jeomet  ^de  V  l 
tpllalo  !N  nunt  nan  den  Beg  ff  de  Prod  kts  näml  ch  m  aemer  reinsten  i 
ali^eme  n  ten  Bedeutun"  o  beze  chnet  e  Ha  E  gebn  ss  e  ne  Const  uktion  »  1  1  es 
a  s  eu  em  sei  on  Erze  gten  \Constru  rtea)  a  f  gle  che  A\  e  se  1  e  orgeht  al  1  e  es 
E  ze  gte  i  den  nr  p  ungl  ch  E  ze  genden  nd  1  e  Mult  jükat  on  st  o  n 
e  ne  Const    kt  on    n  e  ne    höheren  Potenz     In  de    Geomet  e    st  de    Punkt  i  s 

rsp  mgl  ch  Erze  gen  le  aus  kn  geht  dut  h  jene  onst  ukt  on  die  L  n 
1  OTTO       Macken  1  e  begiauzte  L  n  e  (als  das  d      h  d  e  e  ste  Construkt  on 

Fr^e  gtel  zu  L  nindlage  e  ner  neue  Lu»  tr  kt  o»  indem  w  s  e  i  t  gl  1 
\\  e  6  behandeln  w  e  to  1  e  den  Punkt  o  entsteht  d'vs  Rechteck  Dis  1  e  1 1 
e  k  enbäteht  also  a  s  le    Lm  e  ebenso     vedeLne  a  s  dem  Punkte  enist  nl 

''o  verhalt  s  ha  nun  a  k  n  !er  Zihlenlekre  Hie  st  das  r  ptungl  1 
Eizeugend  d  e  E  nbe  t  reiche  n  H  ns  ht  aut  d  e  Zahl  als  sehlechth  n  gegeben 
angeseken  werden  m  be  4iib  diese  gel  t  d  h  da  ZAkle  (d  e  ar  thmet  b  he  Oon 
st  kt  on)  1  e  Zahl  he  to  Macht  min  1  e  e  nunmehi  gebddete  Zahl  zur  C  nl 
iaf,e  emes  neue  ZlhlenB  u  den  n  an  e  an  d  e  VeUe  le  Emhe  t  setzt  o  h^lt 
n  an  die  a  thmetische  Ve  bm  1  nj,  zur  Multipl  k'vüo  welche  a!  o  n  ht*  ad 
st  als  e  e  Zahl  auf  höhe  e  btufe  e  ne  Zahl  de  en  Emhe  t  a  h  eine  Zal  1  t 
o  könnte  man  etwa  agen  la  Rechte  k  se  eine  (begiinzte)  L  n  e  be  le  n 
d  e  Stelle  le  e  e  genden  Punkts  ch  e  ne  (begräujite)  L  nie  getreten  e  Min 
wörde  dann  d  e  be  den  vo  stehenden  ''Atze  a  h  so  fas  en  können  MecItecKe  l 
l  geo  4t  isel  P  od  lie  as  G  u  id  e  te  unl  H  he  d  ve  halt  sc?  e  de 
a    A  el  seien 

In     len         L  1   V     1      le      eben  n     unl      phia    cl  e      Ingononet   e  o 

IC     C     at   m    nn     Prof  aso     a       Cj     na         z     Stettan     Berl  n   bc  lie  ne 

1SS5    I  est  man  a  f  S   10  m  e  n      Fus     ote  Folgendes 

N  mmt  ma  len  Begnff  les  I  odu  t.  m  se  er  emst  n  unl  illgeme  n  ten 
Bedeutung  so  beze  ebnet  e  n  der  Mathematik  das  B  "ebn  ss  e  ne  ^ynth 
b  elcber  las  du  k  e  ne  f -ahe  e  Synthes  s  erzeugte  an  die  Stelle  les  u  sp  ng 
1  chen  Elements  gesetzt  und  w  e  1  a  es  behandelt  w  rl  Da  P  oduct  us  a  s 
dm  wa  drbde  erste  Sjnthes  s  e  zengt  st  ge  -ade  ebenso  he  vo  geh  n  wo 
t  e  e     aus    lern  u  ■ap  ingl    h  erzeuge    len   —  In    1er  Anthmet  k    st  d  e  Fmhe  t 
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